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Metody efektywne
Z lożoność
Automatyczne dowodzenie
Sztuczna Inteligencja

.. JAK ZNALEŹĆ DOWÓD?

.
Dwa nurty badań:
..

.

. ..

.

.

...1 algorytmy =⇒ mechanizacja rozumowania, automatyczne
dowodzenie twierdzeń

...2 heurystyka =⇒ badanie strategii szukania dowodu, ”regu ly”
odkrycia

ad. 1 – od lat 60-tych jest to jedna z ga lȩzi szeroko rozumianej AI
ad. 2 – wspó lcześnie przede wszystkim domena kognitywistyki

Uwaga: Szukanie dowodu to szczególny przypadek badań nad
rozwia̧zywaniem problemów.

Andrzej Indrzejczak ROZUMOWANIE, ARGUMENTACJA, DOWÓD
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Automatyczne dowodzenie
Sztuczna Inteligencja

.. JAK ZNALEŹĆ DOWÓD?
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..

.

. ..

.

.

...1 algorytmy =⇒ mechanizacja rozumowania, automatyczne
dowodzenie twierdzeń
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.. PROBLEMY ROZWIA̧ZYWALNE

.
Rozwia̧zywalność:
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.

Problem (klasa problemów) jest rozwia̧zywalny (solvable) wtw
istnieje efektywna procedura (sposób) jego rozwia̧zania.
Uwaga: wspó lcześnie dominuje tendencja do sprowadzania kwestii
rozwia̧zywalności problemu do matematycznej kwestii obliczalności
funkcji (relacji, zbioru) [por. dalej] ale pojȩcie efektywnej metody
ma szerszy zasiȩg, dotyczy m.in.:

metod analizy chemicznej

diagnostyki medycznej

fizycznego pomiaru

Efektywność metody jest pojȩciem stopniowalnym; najwyższy
stopień efektywności to rozstrzygalność.
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stopień efektywności to rozstrzygalność.
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Uwaga: wspó lcześnie dominuje tendencja do sprowadzania kwestii
rozwia̧zywalności problemu do matematycznej kwestii obliczalności
funkcji (relacji, zbioru) [por. dalej] ale pojȩcie efektywnej metody
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Szczególny przypadek rozwia̧zywania (klas) problemów –
odpowiedzi na pytania typu:
Czy x ∈ K ma (nie ma) w lasność P?
np. czy dana formu la jest twierdzeniem teorii?
Problem ew. w lasność P jest rozstrzygalna (decidable) w klasie K
wtw. istnieje efektywna procedura znajdowania odpowiedzi na to
pytanie.

Andrzej Indrzejczak ROZUMOWANIE, ARGUMENTACJA, DOWÓD
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Problem ew. w lasność P jest rozstrzygalna (decidable) w klasie K
wtw. istnieje efektywna procedura znajdowania odpowiedzi na to
pytanie.

Andrzej Indrzejczak ROZUMOWANIE, ARGUMENTACJA, DOWÓD
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Z lożoność
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..

.

. ..

.

.

Szczególny przypadek rozwia̧zywania (klas) problemów –
odpowiedzi na pytania typu:
Czy x ∈ K ma (nie ma) w lasność P?
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1 skończoność dzia lania

2 mechaniczność kroków

3 jednoznaczność (i skończoność) opisu

4 elementarność kroków

5 dyskretność kroków
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3 jednoznaczność (i skończoność) opisu

4 elementarność kroków
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6 powtarzalność

7 determinizm

8 poprawność

9 uniwersalność (ogólność, nieselektywność) zastosowań

10 wykonalność
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Z lożoność
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7 determinizm

8 poprawność
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Andrzej Indrzejczak ROZUMOWANIE, ARGUMENTACJA, DOWÓD
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. . . . . .

AUTOMATYZACJA

Metody efektywne
Z lożoność
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. . . . . .

AUTOMATYZACJA

Metody efektywne
Z lożoność
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Co to znaczy być metoda̧ efektywna̧?
..

.

. ..

.

.
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Automatyczne dowodzenie
Sztuczna Inteligencja

.. KRYTERIA EFEKTYWNOŚCI
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Andrzej Indrzejczak ROZUMOWANIE, ARGUMENTACJA, DOWÓD
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algorytmy czȩściowe)
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Z lożoność
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algorytmy czȩściowe)
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.
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.
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algorytmów
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i automatyzacja)

Andrzej Indrzejczak ROZUMOWANIE, ARGUMENTACJA, DOWÓD
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...3 obliczalność – sprowadzenie problemu do jego reprezentacji
arytmetycznej

Andrzej Indrzejczak ROZUMOWANIE, ARGUMENTACJA, DOWÓD
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Automatyczne dowodzenie
Sztuczna Inteligencja

.. ALGORYTMY

.
Historyczne przyk lady:
..

.

. ..

.

.

algorytm Euklidesa znajdowania najwiȩkszego wspólnego
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. . . . . .

AUTOMATYZACJA

Metody efektywne
Z lożoność
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wykonywania 4 dzia lań arytmetycznych w notacji 10-tnej

XV w. – Pons asinorum Tartaretusa

XV i XVI w. – Tartaglia, Vieta i inni; algorytmy
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. . . . . .

AUTOMATYZACJA

Metody efektywne
Z lożoność
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dzielnika

IX w. Al Chwarizmi – ojciec chrzestny terminu algorytm
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Wspó lczesne jȩzykowe (praktyczne) realizacje algorytmów:
..

.

. ..

.

.
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Automatyczne dowodzenie
Sztuczna Inteligencja

.. MASZYNY

.
Typy maszyn i ich środowisko:
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...3 informacja ⇐⇒ komputer

Problem Marciszewskego: Czy pojawi siȩ równanie sprowadzaja̧ce
informacjȩ do energii analogiczne do równania Einsteina?
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. . . . . .

AUTOMATYZACJA

Metody efektywne
Z lożoność
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Z lożoność
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Automatyczne dowodzenie
Sztuczna Inteligencja

.. MASZYNY

.
Maszyny licza̧ce – krótka historia:
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Z lożoność
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. . . . . .

AUTOMATYZACJA

Metody efektywne
Z lożoność
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Z lożoność
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...3 skończony s lownik symboli, np. {0, 1}
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...2 g lowica odczytuja̧ca aktualny stan taśmy i wykonuja̧ca jedna̧ z
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...4 skończony zbiór instrukcji postaci – (si ,S ,O, sj)

Uniwersalna maszyna Turinga =⇒ klucz do powstania realnego
komputera.

Andrzej Indrzejczak ROZUMOWANIE, ARGUMENTACJA, DOWÓD
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gramatyki kontekstowe (typ 1)
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Automatyczne dowodzenie
Sztuczna Inteligencja
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.
Tradycja matematyczna – efektywność jako obliczalność:
..

.

. ..

.

.

funkcja (n-argumentowa) liczb naturalnych jest obliczalna wtw
istnieje metoda efektywna, która pozwala dla każdego cia̧gu
argumentów ustalić jej wartość

relacja (n-argumentowa) na l. nat. jest obliczalna wtw istnieje
metoda efektywna, która pozwala ustalić czy relacja ta
zachodzi dla każdej n-ki uporza̧dkowanej l. nat.

zbiór l. nat. jest obliczalny wtw istnieje metoda efektywna,
która pozwala dla dowolnej liczby ustalić czy jest elementem
tego zbioru czy nie

Uwaga: poszczególne pojȩcia obliczalności sa̧ wzajemnie
definiowalne

Andrzej Indrzejczak ROZUMOWANIE, ARGUMENTACJA, DOWÓD
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funkcja (n-argumentowa) liczb naturalnych jest obliczalna wtw
istnieje metoda efektywna, która pozwala dla każdego cia̧gu
argumentów ustalić jej wartość

relacja (n-argumentowa) na l. nat. jest obliczalna wtw istnieje
metoda efektywna, która pozwala ustalić czy relacja ta
zachodzi dla każdej n-ki uporza̧dkowanej l. nat.

zbiór l. nat. jest obliczalny wtw istnieje metoda efektywna,
która pozwala dla dowolnej liczby ustalić czy jest elementem
tego zbioru czy nie

Uwaga: poszczególne pojȩcia obliczalności sa̧ wzajemnie
definiowalne
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.
Czy każdy zbiór liczb naturalnych jest obliczalny?
..

.

. ..

.

.

1. liczba różnych zbiorów l. naturalnych wynosi c = Card(P(N))
2. zbiorów obliczalnych jest tylko przeliczalnie wiele
Zatem: istnieje nieprzeliczalnie wiele zbiorów (funkcji, relacji),
które nie sa̧ obliczalne.

Uwaga: aby sprowadzić rozważanie wszelkich metod efektywnych
do rozważania obiektów obliczalnych niezbȩdna jest arytmetyzacja
dziedzin nienumerycznych.
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Arytmetyzacja – historia problemu:
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...1 Kartezjusz – geometria analityczna

...2 Leibniz – algebra logiki

...3 Gödel – arytmetyzacja jȩzyka logiki
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Arytmetyzacja – zasady:
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.

Musi dla każdego wyrażenia w efektywnie ustalić jego unikalny
gödlowski numer gn(w), a dla każdego numeru, przyporza̧dkowana̧
mu formu lȩ, czyli spe lniać warunki:

wi = wj wtw gn(wi ) = gn(wj)

istnieje algorytm obliczania dla dowolnego w jego gn w
skończonym czasie

dla dowolnej l. nat. n jest rozstrzygalne czy jest ona gn dla
jakiegoś wyrażenia

jeżeli n jest numerem gödlowskim, to algorytm pozwala w
skończonym czasie ustlić jego wartość
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Andrzej Indrzejczak ROZUMOWANIE, ARGUMENTACJA, DOWÓD
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skończonym czasie

dla dowolnej l. nat. n jest rozstrzygalne czy jest ona gn dla
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Arytmetyzacja – przyk lad:
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.

Alfabet = {a, b, c}.
Dla dowolnego s lowa x1...xn, gdzie xi ∈ {a, b, c} przypisujemy
liczbȩ 2d0 × 3d1 × ...× pdn

n , gdzie pi to i-ta liczba pierwsza, a

d i =


1 jeżeli xi = a

2 jeżeli xi = b

3 jeżeli xi = c

np. gn(cba) = 23 × 32 × 51 = 360
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2 jeżeli xi = b
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1 jeżeli xi = a
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Ważniejsze wspó lczesne definicje funkcji obliczalnych:
..

.

. ..

.

.

...1 definiowalność w logice kombinatorycznej – Schönfinkel
(1924), Curry (1929)

...2 funcje rekurencyjne – Gödel (1931, 1934 – ogólne f.
rekurencyjne), Herbrand (1932)

...3 definiowalność w rachunku lambda – Church (1936)

...4 reprezentowalność w arytmetyce – Kleene (1952)
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.
definicja zbioru funkcji rekurencyjnych:
..

.

. ..

.

.
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.
definicja zbioru funkcji rekurencyjnych:
..

.

. ..

.

.
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operacje podstawiania, rekursji prostej i minimum efektywnego.
Funkcje wyj́sciowe:

...1 sta la funkcja zero – Z (x) = 0
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. . . . . .

AUTOMATYZACJA

Metody efektywne
Z lożoność
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Z lożoność
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Zbiór jest rekurencyjny wtw funkcja charakterystyczna tego
zbioru jest rekurencyjna

Zbiór jest rekurencyjnie przeliczalny wtw istnieje efektywna
metoda, która dla każdego elementu tego zbioru pozwala
pokazać, że do niego należy

Przyk lady:

zbiory rekurencyjne – np. w KRK: s lownik, zbiór poprawnych
wyrażeń, zbiór aksjomatów, zbiór dowodów

zbiór rekurencyjnie przeliczalny – zbiór tez KRK
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Twierdzenie: Zbiór jest rekurencyjny wtw zarówno on jak i jego
dope lnienie jest rek. przeliczalne
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zbiór rekurencyjnie przeliczalny – zbiór tez KRK
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. . . . . .

AUTOMATYZACJA

Metody efektywne
Z lożoność
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zbiór rekurencyjnie przeliczalny – zbiór tez KRK
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Jeżeli funkcja zdefiniowana na liczbach naturalnych jest efektywna,
to:
a) jest funkcja̧ rekurencyjna̧ (Church)
b) jest obliczalna przez maszynȩ Turinga (Turing)
Czȩściowe poparcie tezy C-T – dowody równoważności rozmaitych
charakterystyk procedury efektywnej (the most amazing fact)
Obiekcje – np. Post, Kalmar (1959)
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Automatyczne dowodzenie
Sztuczna Inteligencja

.. OBLICZALNOŚĆ
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Z lożoność
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Jeżeli funkcja zdefiniowana na liczbach naturalnych jest efektywna,
to:
a) jest funkcja̧ rekurencyjna̧ (Church)
b) jest obliczalna przez maszynȩ Turinga (Turing)
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Automatyczne dowodzenie
Sztuczna Inteligencja

.. WYNIKI

.
Program Hilberta 1900:
..

.

. ..

.

.

Ugruntowanie podstaw matematyki oraz znalezienie uniwersalnej i
mechanicznej procedury rozwia̧zywania wszystkich problemów
arytmetycznych
Narzȩdzie realizacji: formalizacja (syntaktyczna) teorii
matematycznych, metody finitystyczne stosowane do konkretnych
obiektów syntaktycznych.
Zadania: dowody niesprzeczności, zupe lności i roztrzygalności
(Entscheidungsproblem) teorii matematycznych.
=⇒ Hilbert, Ackermann (1928) – problem rozstrzygalności to
zasadniczy problem logiki matematycznej
Oryginalność programu Hilberta: poszukiwanie zwiȩkszonej
ścis lości nie tylko narzȩdzi dowodzenia w matematyce ale przede
wszystkim o matematyce =⇒ metamatematyka
Wady: niedostateczne sprecyzowanie pojȩcia metody finitystycznej,
czysto syntaktyczny charakter
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Z lożoność
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Z lożoność
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. . . . . .

AUTOMATYZACJA

Metody efektywne
Z lożoność
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ścis lości nie tylko narzȩdzi dowodzenia w matematyce ale przede
wszystkim o matematyce =⇒ metamatematyka
Wady: niedostateczne sprecyzowanie pojȩcia metody finitystycznej,
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Teoria jest rozstrzygalna wtw zbiór (numerów gödlowskich) jej
twierdzeń jest rekurencyjny

Teoria jest nierozstrzygalna wtw zbiór jej twierdzeń nie jest
rekurencyjny

Teoria jest istotnie nierozstrzygalna wtw każde jej
niesprzeczne rozszerzenie jest nierozstrzygalne

Teoria jest pó lrozstrzygalna wtw zbiór jej twierdzeń jest
rekurencyjnie przeliczalny
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Automatyczne dowodzenie
Sztuczna Inteligencja

.. WYNIKI

.
Roztrzygalność teorii:
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. . . . . .

AUTOMATYZACJA

Metody efektywne
Z lożoność
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Teoria jest zupe lna wtw dla dowolnego zdania albo ono albo
jego negacja należy do teorii, w przeciwnym wypadku jest
niezupe lna

Teoria jest Post-zupe lna wtw staje siȩ sprzeczna po do la̧czeniu
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Teoria jest istotnie niezupe lna wtw każde jej niesprzeczne
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istotnie niezupe lna
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Z lożoność
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jego negacja należy do teorii, w przeciwnym wypadku jest
niezupe lna

Teoria jest Post-zupe lna wtw staje siȩ sprzeczna po do la̧czeniu
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Automatyczne dowodzenie
Sztuczna Inteligencja

.. WYNIKI

.
Twierdzenia limitacyjne:
..

.

. ..

.

.

1931 – I tw. Gödla o (istotnej) niezupe lności arytmetyki l. nat.

1931 – II tw Gödla o nieudowadnialności niesprzeczności
arytmetyki

1936 – tw. Churcha o nierozstrzygalności KRK

1936 – tw. Churcha o istotnej nierozstrzygalności arytmetyki

Andrzej Indrzejczak ROZUMOWANIE, ARGUMENTACJA, DOWÓD
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...2 Teorie niektórych relacji porza̧dkuja̧cych (np. gȩstego
porza̧dku liniowego bez elementu pierwszego i ostatniego,
porza̧dku dyskretnego (Langford 1927))

...3 Teoria algebr Boole’a (Tarski 1949)

...4 Teoria grup abelowych (Szmielew 1955)

...5 Arytmetyka Presburgera liczb naturalnych z + (1929)

...6 Arytmetyka Skolema liczb naturalnych z × (1930)

...7 Teoria liczb rzeczywistych (Tarski 1951)

Andrzej Indrzejczak ROZUMOWANIE, ARGUMENTACJA, DOWÓD
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. . . . . .

AUTOMATYZACJA

Metody efektywne
Z lożoność
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. . . . . .

AUTOMATYZACJA

Metody efektywne
Z lożoność
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ale nie jest istotnie nierozstrzygalna!

ad 5 i 6: pokazuje to niezależność operacji dodawania i mnożenia

as 7: fakt ten nie jest w konflikcie z istotna̧ nierozstrzygalnościa̧
arytmetyki liczb naturalnych!
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Wybrane metody:

metoda̧ eliminacji kwantyfikatorów (Löwenheim 1915, Skolem
1919)

przez metody teoriomodelowe (np. wykazanie kategoryczności
teorii lub w lasności skończonych modeli)

przez interpretacjȩ w rozstrzygalnych teoriach

przez konstrukcjȩ poprawnego algorytmu decyzyjnego
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Z lożoność
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Z lożoność
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(implementacja zasta̧pi la kontemplacjȩ
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Automatyczne dowodzenie
Sztuczna Inteligencja
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Z lożoność
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wiele teorii uznawanych za mechaniczne (bo rozstrzygalne) i
zaniedbanych ponownie sta lo siȩ przedmiotem intensywnych
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.
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Z lożoność
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. . . . . .

AUTOMATYZACJA

Metody efektywne
Z lożoność
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.
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gdzie f to funkcja wyznaczona przez analizowany algorytm, a n to
rozmiar danych

Andrzej Indrzejczak ROZUMOWANIE, ARGUMENTACJA, DOWÓD
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Automatyczne dowodzenie
Sztuczna Inteligencja

.. MIARY Z LOŻONOŚCI

.
Ograniczenie górne czasowe:
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wielomianowy należy do klasy P (albo PTIME )

P = klasa problemów praktycznie rozwia̧zywalnych (tractable)

Andrzej Indrzejczak ROZUMOWANIE, ARGUMENTACJA, DOWÓD
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rozwia̧zanie problemu jest wielomianowa, to algorytm pracuje
w czasie wielomianowym

problem rozwia̧zywalny przez (deterministyczny) algorytm
wielomianowy należy do klasy P (albo PTIME )

P = klasa problemów praktycznie rozwia̧zywalnych (tractable)
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Z lożoność
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każda funkcja na n ograniczona przez funkcjȩ postaci nk (k
ustalone) jest wielomianowa
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Z lożoność
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.
Problemy praktycznie rozwia̧zywalne – hierarchia:
..

.

. ..

.

.

...1 logarytmiczne – O(log n), np. f (n) = log2n

...2 liniowe – O(n), np. f (n) = 3n + 5

...3 kwadratowe – O(n2), np. f (n) = 4n2 + 5n + 3

generalnie: problemy wielomianowe sa̧ rzȩdu O(nk), dla
f (n) = a1n

k + a2n
k−1 + ...+ ak , gdzie a1, a2, ..., ak to dowolne

liczby, w tym a1 6= 0

Uwaga! przy określaniu rzȩdu z lożoności pomijamy czynniki sta le,
choć w praktyce moga̧ mieć znaczny wp lyw na różnice w pracy
konkretnych algorytmów. Podobnie lekceważymy różnice
wyk ladników; n2 i n200 sa̧ rzȩdu O(nk) choć w praktyce różnica
jest drastyczna.

Andrzej Indrzejczak ROZUMOWANIE, ARGUMENTACJA, DOWÓD
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. . . . . .

AUTOMATYZACJA

Metody efektywne
Z lożoność
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Problemy a algorytmy:
..
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.

.

Należy odróżnić problem od algorytmów s luża̧cych do jego
rozwia̧zania!

Aktualne algorytmy wyznaczaja̧ górne ograniczenie
wydajności.

W niektórych przypadkach można udowodnić dolne
ograniczenie z lożoności problemu.

Jeżeli jest miȩdzy nimi różnica, to okreṡlamy ja̧ jako lukȩ
algorytmiczna̧ dla danego problemu; w przeciwnym wypadku
problem jest algorytmicznie zamkniȩty.

Problemy z luka̧ algorytmiczna̧ lub z nieustalonym
ograniczeniem dolnym sa̧ algorytmicznie otwarte.

Andrzej Indrzejczak ROZUMOWANIE, ARGUMENTACJA, DOWÓD
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Problemy z luka̧ algorytmiczna̧ lub z nieustalonym
ograniczeniem dolnym sa̧ algorytmicznie otwarte.

Andrzej Indrzejczak ROZUMOWANIE, ARGUMENTACJA, DOWÓD
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ograniczenie z lożoności problemu.
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Przyk lady problemów algorytmicznych:
..

.

. ..
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.

wieża Hanoi – problem zamkniȩty O(2n)

sortowanie par – metoda naiwna O(n2); metoda sprawna O(n)

przeszukiwanie listy uporza̧dkowanej – metoda naiwna O(n);
wyszukiwanie binarne O(log n)
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Automatyczne dowodzenie
Sztuczna Inteligencja

.. MIARY Z LOŻONOŚCI
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. . . . . .

AUTOMATYZACJA

Metody efektywne
Z lożoność
Automatyczne dowodzenie
Sztuczna Inteligencja

.. MIARY Z LOŻONOŚCI
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Problemy trudno rozwia̧zywalne (niepodatne) – hierarchia:
..

.

. ..

.

.

...1 O(2n), np. f (n) = 2n + 5

...2 O(n!)

...3 O(nn)

Generalnie sa̧ to problemy wyk ladnicze rzȩdu O(kn), dla
ustalonego k (zazwyczaj dajemy k = 2, gdyż liczby o innej
podstawie można sprowadzić do takiej postaci).
Ich klasa to EXP (lub EXPTIME ).
Uwaga: jeszcze gorsze sa̧ problemy wielowyk ladnicze typu 22n

itd.,
np. arytmetyka Presburgera.

Andrzej Indrzejczak ROZUMOWANIE, ARGUMENTACJA, DOWÓD
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np. arytmetyka Presburgera.

Andrzej Indrzejczak ROZUMOWANIE, ARGUMENTACJA, DOWÓD
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.
Problemy trudno rozwia̧zywalne (niepodatne) – hierarchia:
..

.

. ..

.

.

...1 O(2n), np. f (n) = 2n + 5

...2 O(n!)

...3 O(nn)

Generalnie sa̧ to problemy wyk ladnicze rzȩdu O(kn), dla
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Ich klasa to EXP (lub EXPTIME ).
Uwaga: jeszcze gorsze sa̧ problemy wielowyk ladnicze typu 22n

itd.,
np. arytmetyka Presburgera.

Andrzej Indrzejczak ROZUMOWANIE, ARGUMENTACJA, DOWÓD
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n 10 100 1000

1 + log2n 4 7 10

5n 50 500 5000

n log n 33 665 9966

n2 100 10000 1 mln

n3 1000 1 mln 1 mld

2n 1024 liczba 31-cyfrowa

n! 3,6 mln liczba 161-cyfrowa

nn 10 mld liczba 201-cyfrowa
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W praktyce algorytm wielomianowy o dużym wyk ladniku może dla
danych o rozsa̧dnej wielkości pracować znacznie gorzej niż algorytm
wyk ladniczy! np. dla n ≤ 1165 n1000 daje gorszy wynik niż n!.
Ale zazwyczaj algorytmy sa̧ ograniczone przez wielomiany niskiego
stopnia.
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.
Zagadkowa klasa NP:
..

.

. ..

.

.

Czy niedeterminizm wprowadzony do algorytmów coś zmienia?

W sensie obliczalności nic, ale w sensie wydajności bardzo wiele!

NP (NondeterministicPolynomial) – klasa problemów o zasadniczej
luce algorytmicznej: znane algorytmy deterministyczne sa̧
wyk ladnicze, ale najlepsze znane ograniczenia dolne sa̧
logarytmiczne!
Co wiȩcej, dla wielu problemów NP istnieja̧ proste wielomianowe
algorytmy niedeterministyczne.
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W sensie obliczalności nic, ale w sensie wydajności bardzo wiele!

NP (NondeterministicPolynomial) – klasa problemów o zasadniczej
luce algorytmicznej: znane algorytmy deterministyczne sa̧
wyk ladnicze, ale najlepsze znane ograniczenia dolne sa̧
logarytmiczne!
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Z lożoność
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Przyk lady:

Sat-problem dla KRZ

Problem komiwojażera

Problem ścieżki Hamiltona

i jeszcze ponad 1000 innych....
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Automatyczne dowodzenie
Sztuczna Inteligencja

.. MIARY Z LOŻONOŚCI
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Automatyczne dowodzenie
Sztuczna Inteligencja

.. MIARY Z LOŻONOŚCI
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Zasadniczy problem (od 1971 – Cook):
..
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Czy P = NP?

Dok ladniej: czy NP ⊆ P? albo czy NP-problemy sa̧ praktycznie
rozwia̧zywalne?
Jeden z 7 tzw. milenijnych problemów matematycznych.

Uwaga: gdyby NP = P, to można  latwo z lamać wiele szyfrów!
ale sa̧ mocne podstawy by wierzyć, że NP 6= P

Andrzej Indrzejczak ROZUMOWANIE, ARGUMENTACJA, DOWÓD
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Automatyczne dowodzenie
Sztuczna Inteligencja

.. MIARY Z LOŻONOŚCI
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Najtrudniejsze NP-problemy:
..

.

. ..

.

.

Problem P1 jest wielomianowo redukowalny do problemu P2

(P1 ≺ P2) wtw istnieje wielomianowa funkcja f z jȩzyka P1 w
jȩzyk P2, taka, że x ∈ P1 wtw f (x) ∈ P2.
Problem A jest NP-zupe lny wtw:

jest NP-trudny tj. B ≺ A dla dowolnego B ∈ NP

A ∈ NP

Zatem dla pozytywnego rozstrzygniȩcia problemu P = NP?
wystarczy wykazać, że jeden (dowolny) problem NP-zupe lny należy
do klasy P.
Wszystkie podane dota̧d przyk lady NP-problemów sa̧ NP-zupe lne
(Cook 1971), ale np. problem czy x jest liczba̧ pierwsza̧? jest NP
ale nie NP-zupe lny (wiadomo też, że nie należy do klasy P).

Andrzej Indrzejczak ROZUMOWANIE, ARGUMENTACJA, DOWÓD
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Automatyczne dowodzenie
Sztuczna Inteligencja

.. MIARY Z LOŻONOŚCI
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Z lożoność
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Wszystkie podane dota̧d przyk lady NP-problemów sa̧ NP-zupe lne
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Automatyczne dowodzenie
Sztuczna Inteligencja

.. MIARY Z LOŻONOŚCI
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...3 NP = coNP?

...2 PSPACE = NPSPACE = coPSPACE – Tw. Savitcha
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Z lożoność
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. . . . . .

AUTOMATYZACJA

Metody efektywne
Z lożoność
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Co wiemy na pewno:

...1 LOG ⊆ LOGSPACE ⊆ P ⊆ NP ⊆ PSPACE ⊆ EXP ⊆
NEXP ⊆ EXPSPACE ...

...2 P 6= EXP
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Jak zwiȩkszyć wydajność?
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komputery równoleg le i procesy wspó lbieżne

komputery kwantowe

heurystyka – strategie rozwia̧zywania problemu szybko, choć
bez gwarancji:
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optymalności
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. . . . . .

AUTOMATYZACJA

Metody efektywne
Z lożoność
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. . . . . .

AUTOMATYZACJA

Metody efektywne
Z lożoność
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Metody efektywne
Z lożoność
Automatyczne dowodzenie
Sztuczna Inteligencja

.. HEURYSTYKA

.
Dla wydajnego rozwia̧zywania problemu należy skonstruować jego
formalna̧ reprezentacjȩ, czyli:
..

.

. ..

.

.

...1 zdefiniować adekwatna̧ przestrzeń stanów (możliwe
konfiguracje obiektów) – przestrzeń poszukiwania rozwia̧zania

...2 specyfikacja stanu(ów) wyj́sciowego(ych), z którego proces
rozwia̧zania problemu może wystartować

...3 specyfikacja stanu(ów) końcowego, akceptowanego jako
rozwia̧zanie problemu

...4 określenie regu l przej́sć miȩdzy stanami

...5 określenie strategii kontroli dla stosowania regu l (wȩdrówki po
przestrzeni stanów – poszukiwanie rozwia̧zania)

ad. 1 np. drzewo albo graf skierowany
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. . . . . .

AUTOMATYZACJA

Metody efektywne
Z lożoność
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konfiguracje obiektów) – przestrzeń poszukiwania rozwia̧zania
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...3 specyfikacja stanu(ów) końcowego, akceptowanego jako
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.. HEURYSTYKA

.
W laściwa strategia kontroli musi:
..

.

. ..

.

.

prowadzić do zmian

być systematyczna

być wydajna – dawać niekoniecznie najlepsze rozwia̧zanie, ale
wystarczaja̧co dobre

ad 3 np. znane szybkie algorytmy dla problemu komiwojażera
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prowadzić do zmian
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Automatyczne dowodzenie
Sztuczna Inteligencja

.. HEURYSTYKA

.
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Automatyczne dowodzenie
Sztuczna Inteligencja

.. HEURYSTYKA

.
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zbieżnych)
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Z lożoność
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Automatyczne dowodzenie
Sztuczna Inteligencja

.. AUTOMATYCZNE DOWODZENIE

.
Wprowadzenie:
..

.

. ..

.

.

Automatyczne dowodzenie twierdzeń (ADT) jest wspó lcześnie
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każdy problem można sprowadzić do szukania pewnego obiektu, a
szukanie do wnioskowania.

Andrzej Indrzejczak ROZUMOWANIE, ARGUMENTACJA, DOWÓD
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Z lożoność
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automatyzować można dowodzenie w dowolnych teoriach
rekurencyjnie przeliczalnych
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...1 określenia dziedziny problemu (ogólny, czy szczegó lowe
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...1 określenia dziedziny problemu (ogólny, czy szczegó lowe
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. . . . . .

AUTOMATYZACJA

Metody efektywne
Z lożoność
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..

.

. ..

.

.
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..

.

. ..

.

.

...1 Metoda eliminacji kwantyfikatorów (skolemizacja) – 1919

...2 Procedura Herbranda – 1930

...3 Gentzen – rozstrzygalność RS – 1934
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...7 Gilmore – pierwszy prover dla KRK (oparty na TAB) – 1959

...8 Hao Wang – pierwszy prover dla KRK (na RS) – 1958-1963

...9 Davis, Putnam – oryginalny prover dla KRK – 1960

...10 Prawitz – unifikacja termów – 1960

...11 Robinson – rezolucja (z unifikacja̧) – 1965
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Z lożoność
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Z lożoność
Automatyczne dowodzenie
Sztuczna Inteligencja

.. AUTOMATYCZNE DOWODZENIE

.
Przyk lad – prosty algorytm dla TAB Hintikki w KRZ:
..

.

. ..

.

.

0. Start Wpisz Γ (= {¬ϕ}) jako korzeń drzewa.
1. Select skrajny lewy niezamkniȩty lísć Δ.
2. If ⊥ /∈ Δ, then

2.1. If Δ jest atomowa, then
stop: 0 ϕ
else
zastosuj regu lȩ, goto 1.

else zamknij Δ.
3. If Δ jest skrajnym prawym lísciem, then

stop: ⊢ ϕ
else
3.1. przejdź do nastȩpnego líscia Δ′

3.2. Δ′ := Δ goto 2.
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. . . . . .

AUTOMATYZACJA

Metody efektywne
Z lożoność
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.
Prosty algorytm dla TAB Hintikki w KRZ – schemat blokowy:
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.

.

Wpisz  Γ

Wybierz formułę
Weź skrajną lewą złoŜoną i zastosuj
niezamkniętą ∆ odpowiednią regulę

nie

∆’ : =  ∆ Czy nie Czy
    ⊥ ∈ ∆ ? ∆ jest atomowa?

tak tak

Zamknij  ∆ Stop:
nieteza

Idź do następnej nie Czy ∆ tak
prawej ∆’ jest skrajnie prawa? Stop:

teza
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Prosty algorytm dla TAB Hintikki w KRZ – komentarze:
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...1 drzewo budowane wg. strategii depth-first

...2 wczesne zastosowanie testu sprzeczności

...3 ograniczony niedeterminizm

...4 brak strategii preferencji
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Z lożoność
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.
Rezolucja w KRK:
..

.

. ..

.

.

Jest to najbardziej rozpowszechniony i wydajny system dedukcyjny
stosowany w ADT.
Regu la rezolucji w KRK zak lada wykorzystanie:

skolemizacji termów

unifikacji termów
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.
Rezolucja w KRK – skolemizacja:
..

.

. ..

.

.

Aby zastosować rezolucjȩ w KRK trzeba każda̧ formu lȩ ϕ
odpowiednio przekszta lcić wg. nastȩpuja̧cej procedury:

...1 Sprowadź ϕ do PN(ϕ)

...2 Sprowadź PN(ϕ) do SK (ϕ)

...3 Przekszta lć SK (ϕ) w zbiór klauzul

gdzie: PN(ϕ) to normalna postać preneksowa ϕ, a SK (ϕ) to
postać skolemowa ϕ.
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Z lożoność
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...1 Sprowadź ϕ do PN(ϕ)
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.. REZOLUCJA

.
Postacie preneksowe – definicja:
..

.

. ..

.

.

Formu la jest w normalnej postaci preneksowej wtw gdy ma postać
Q1, ...,Qnψ, gdzie Q1, ...,Qn to cia̧g kwantyfikatorów (tzw. prefiks)
a ψ (tzw. matryca) to formu la, która sk lada siȩ z koniunkcji i
alternatyw litera lów (tzn. nie zawiera kwantyfikatorów i innych
spójników, a negacja wystȩpuje tylko przed formu lami atomowymi).
Twierdzenie: Każda formu la ϕ jest sprowadzalna do równoważnej
normalnej postaci prefiksowej PN(ϕ)
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...1 Zastosuj regu ly pozbywania siȩ ↔ i →

...2 Zastosuj regu ly DeMorgana

...3 użyj nastȩpuja̧cych równoważności i (ewentualnie)
przemianowania zmiennych:

Qxϕ(x) ⋆ ψ ↔ Qx(ϕ(x) ⋆ ψ)
∀xϕ(x) ∧ ∀xψ(x) ↔ ∀x(ϕ(x) ∧ xψ(x))
∃xϕ(x) ∨ ∃xψ(x) ↔ ∃x(ϕ(x) ∨ xψ(x))

Q1xϕ(x) ⋆ Q2yψ(y) ↔ Q1xQ2z(ϕ(x) ⋆ ψ(z))
gdzie ⋆ ∈ {∨,∧}, Q,Q1,Q2 ∈ {∀,∃} a z jest zmienna̧, która nie
wystȩpuje w ϕ.
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. . . . . .

AUTOMATYZACJA

Metody efektywne
Z lożoność
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...3 użyj nastȩpuja̧cych równoważności i (ewentualnie)
przemianowania zmiennych:

Qxϕ(x) ⋆ ψ ↔ Qx(ϕ(x) ⋆ ψ)
∀xϕ(x) ∧ ∀xψ(x) ↔ ∀x(ϕ(x) ∧ xψ(x))
∃xϕ(x) ∨ ∃xψ(x) ↔ ∃x(ϕ(x) ∨ xψ(x))

Q1xϕ(x) ⋆ Q2yψ(y) ↔ Q1xQ2z(ϕ(x) ⋆ ψ(z))
gdzie ⋆ ∈ {∨,∧}, Q,Q1,Q2 ∈ {∀,∃} a z jest zmienna̧, która nie
wystȩpuje w ϕ.

Andrzej Indrzejczak ROZUMOWANIE, ARGUMENTACJA, DOWÓD
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.. REZOLUCJA

.
Skolemizacja PN-formu ly polega na:
..

.

. ..

.

.

...1 eliminacji wszystkich kwantyfikatorów egzystencjalnych (od
lewej do prawej), przy czym:

jeżeli przed ∃xi nie ma żadnych ∀, to za wszystkie wysta̧pienia
xi w matrycy wstawiamy nowa̧ sta la̧ nazwowa̧
jeżeli przed ∃xi jest k wysta̧pień ∀, to za wszystkie wysta̧pienia
xi w matrycy wstawiamy nowa̧ sta la̧ funkcyjna̧ k-argumentowa̧,
której argumentami sa̧ te zmienne skwantyfikowane ogólnie,
które wystȩpuja̧ w prefiksie przed ∃xi

...2 eliminacji wszystkich kwantyfikatorów ogólnych z
pozostawieniem zmiennych jako wolnych w matrycy
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Automatyczne dowodzenie
Sztuczna Inteligencja

.. REZOLUCJA

.
Skolemizacja PN-formu ly polega na:
..

.

. ..

.

.

...1 eliminacji wszystkich kwantyfikatorów egzystencjalnych (od
lewej do prawej), przy czym:
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Z lożoność
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które wystȩpuja̧ w prefiksie przed ∃xi

...2 eliminacji wszystkich kwantyfikatorów ogólnych z
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.. REZOLUCJA

.
Skolemizacja PN-formu ly:
..

.

. ..

.

.

Przyk lad:

ϕ := ∃x∀y∀z∃v∀w(Rxy ∧ Qyv ∨ Pzx ∧ Svwz)
SK (ϕ) := Ray ∧ Qyf (yz) ∨ Pza ∧ Sf (yz)wz

Twierdzenie: ϕ jest spe lnialne wtw SK (ϕ) jest spe lnialne

Uwaga: przekszta lcenie SK (ϕ) w zbiór klauzul odbywa siȩ tak
samo jak w KRZ
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Automatyczne dowodzenie
Sztuczna Inteligencja

.. REZOLUCJA

.
Skolemizacja PN-formu ly:
..

.

. ..

.

.

Przyk lad:

ϕ := ∃x∀y∀z∃v∀w(Rxy ∧ Qyv ∨ Pzx ∧ Svwz)
SK (ϕ) := Ray ∧ Qyf (yz) ∨ Pza ∧ Sf (yz)wz

Twierdzenie: ϕ jest spe lnialne wtw SK (ϕ) jest spe lnialne

Uwaga: przekszta lcenie SK (ϕ) w zbiór klauzul odbywa siȩ tak
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samo jak w KRZ

Andrzej Indrzejczak ROZUMOWANIE, ARGUMENTACJA, DOWÓD



. . . . . .

AUTOMATYZACJA

Metody efektywne
Z lożoność
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Z lożoność
Automatyczne dowodzenie
Sztuczna Inteligencja

.. REZOLUCJA

.
Unifikacja:
..

.

. ..

.

.

Jest to operacja ujednolicania termów (formu l) poprzez
znajdowanie dla nich wspólnego podstawienia.
Podstawienie to dowolna funkcja σ : Var −→ Term, gdzie Var to
skończony zbiór zmiennych nazwowych, a Term to zbiór dowolnych
wyrażeń nazwowych nie zawieraja̧cych zmienych z Var .
np. σ = {x/f (y), y/g(x)} nie jest podstawieniem.
Definicjȩ podstawiania można poszerzyć na dowolne termy, formu ly
i ich zbiory:
σ(τn(t1, ..., tn)) = τn(σ(t1), ..., σ(tn))
σ(ϕn(t1, ..., tn)) = ϕn(σ(t1), ..., σ(tn)) itd.
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Z lożoność
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wyrażeń nazwowych nie zawieraja̧cych zmienych z Var .
np. σ = {x/f (y), y/g(x)} nie jest podstawieniem.
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.

Dowolne podstawienie ujednolicaja̧ce zbiór termów (formu l) to
unifikator tego zbioru.
O termach (formu lach) posiadaja̧cych unifikatory powiemy że sa̧
unifikowalne.
Przyk lady par nieunifikowalnych:

Aa i Ba

Rxa i Rxb

Ra i Rax

f (xx) i f (yg(y))
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Z lożoność
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Z lożoność
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σ jest najogólniejszym unifikatorem zbioru X (mgu(X )) wtw dla
dowolnego unifikatora σ′ istnieje unifikator σ′′ taki, że σ′ = σ ◦ σ′′
Przyk lad:
σ = {y/h(x), z/a} jest mgu({Ryh(a),Rh(x)h(z)}) a
σ′ = {x/g(w), y/h(g(w)), z/a} nie jest mgu chociaż też jest
unifikatorem dla {Ryh(a),Rh(x)h(z)}.
σ = {y/a, x/c , z/c} jest mgu({Raxx ,Ryzc}) ale np.
{Raxx ,Ryyb} nie sa̧ unifikowalne.
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σ jest najogólniejszym unifikatorem zbioru X (mgu(X )) wtw dla
dowolnego unifikatora σ′ istnieje unifikator σ′′ taki, że σ′ = σ ◦ σ′′

Przyk lad:
σ = {y/h(x), z/a} jest mgu({Ryh(a),Rh(x)h(z)}) a
σ′ = {x/g(w), y/h(g(w)), z/a} nie jest mgu chociaż też jest
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σ jest najogólniejszym unifikatorem zbioru X (mgu(X )) wtw dla
dowolnego unifikatora σ′ istnieje unifikator σ′′ taki, że σ′ = σ ◦ σ′′
Przyk lad:
σ = {y/h(x), z/a} jest mgu({Ryh(a),Rh(x)h(z)}) a
σ′ = {x/g(w), y/h(g(w)), z/a} nie jest mgu chociaż też jest
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Wej́scie: dwa termy τ1, τ2 takie, że τ1 6= τ2 i | τ1 |=| τ2 |
Wyj́scie: mgu({τ1, τ2}) albo zaprzeczenie jego istnienia (fail)
0. Start Wpisz σ = ∅ jako mgu({τ1, τ2}).
1. While σ(τ1) 6= σ(τ2) do
2. Select pierwsza̧ od lewej niezgodna̧ parȩ wyrażeń t1, t2.

2.1. If ani t1 ani t2 nie sa̧ zmiennymi, then stop: fail
2.2. If t1 (lub t2) jest zmienna̧, then

if: t1 wystȩpuje w t2 (lub odwrotnie) then stop: fail
else
przyjmij, że σ(t1) = t2.
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Z lożoność
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.
Regu la rezolucji w KRK:
..

.

. ..

.

.

Γ ∨ ϕ, Δ ∨ ¬ψ ⊢ Γ′ ∨ Δ′,

gdzie: σ jest mgu({ϕ,ψ}), a Γ′ i Δ′ to faktoryzacje σ(Γ) i σ(Δ).
Faktoryzacja to zredukowanie powtarzaja̧cych siȩ litera lów do
jednego wysta̧pienia.
Przyk lad:
Ay ∨ Rxf (y) ∨ Bya, Qyz ∨ Qya ∨ ¬Baz ⊢ Aa ∨ Rxf (a) ∨ Qaa
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Andrzej Indrzejczak ROZUMOWANIE, ARGUMENTACJA, DOWÓD
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saturacja (nasycanie) zbioru klauzul

strategie usuwania zbȩdnych klauzul:

z litera lami niekomplementarnymi
tautologicznych
redundantnych (tzw. poch loniȩtych)

strategie sterowania procesem dedukcji:

rezolucja linearna
hiperrezolucja
zbiory uzasadnień
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z litera lami niekomplementarnymi
tautologicznych
redundantnych (tzw. poch loniȩtych)
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z litera lami niekomplementarnymi
tautologicznych
redundantnych (tzw. poch loniȩtych)
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z litera lami niekomplementarnymi
tautologicznych
redundantnych (tzw. poch loniȩtych)
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Co to w laściwie znaczy?
..
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Sztuczna Inteligencja (Artificial Intelligence) termin wprowadzony
przez J. McCarthy’ego w 1956. Wcześniej termin ”inteligencja
maszynowa” u A. Turinga w 1948.
Obecne użycie terminu AI jest wieloznaczne, oznacza zarówno:

...1 dyscyplinȩ badawcza̧ oraz zespó l technik i metod stosowanych
w tych badaniach

...2 pogla̧dy filozoficzne dotycza̧ce szeroko rozumianych relacji
pomiȩdzy cz lowiekiem a maszyna̧

...3 obiekty konstruowane w ramach AI1 i rozważane w ramach
AI2
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maszynowa” u A. Turinga w 1948.
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pomiȩdzy cz lowiekiem a maszyna̧

...3 obiekty konstruowane w ramach AI1 i rozważane w ramach
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szczegó lowe rozwia̧zywanie problemów

matematyka
diagnostyka medyczna
analiza chemiczna
projektowanie inżynieryjne

gry

percepcja

widzenie
mowa

rozumienie jȩzyka naturalnego
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szczegó lowe rozwia̧zywanie problemów

matematyka
diagnostyka medyczna
analiza chemiczna
projektowanie inżynieryjne
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szczegó lowe rozwia̧zywanie problemów

matematyka
diagnostyka medyczna
analiza chemiczna
projektowanie inżynieryjne
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Dwa podej́scia:

...1 symbolizm

...2 koneksjonizm

ad 1: Hipoteza Newella i Simona (1976): Fizyczny system
symboliczny ma konieczne i wystarczaja̧ce środki dla wykonywania
inteligentnych dzia lań.
ad 2: Zwia̧zek z badaniami nad procesami wspó lbieżnymi, sieciami
neuronowymi itp. W ADT uwzglȩdnianie rozumowań ogla̧dowych
(np. Heterogenous Logic Barwise i Etchemendy’ego).
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Automatyczne dowodzenie
Sztuczna Inteligencja

.. SZTUCZNA INTELIGENCJA

.
AI w sensie technicznym (dyscyplina):
..

.

. ..

.

.

Dwa podej́scia:

...1 symbolizm

...2 koneksjonizm

ad 1: Hipoteza Newella i Simona (1976): Fizyczny system
symboliczny ma konieczne i wystarczaja̧ce środki dla wykonywania
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.
AI w sensie filozoficznym – kilka pytań:
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.

...1 Czym jest inteligencja?

...2 Czym różnić siȩ ma szuczna inteligencja od naturalnej?

...3 Czy AI już jest czy dopiero siȩ pojawi?

...4 Jak siȩ maja̧ do siebie terminy inteligencja, umys l, myślenie i
świadomość?

...5 Czy maszyny moga̧ myśleć? (Turing 1950)

...6 Czy maszyny moga̧ być świadome?
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...4 Jak siȩ maja̧ do siebie terminy inteligencja, umys l, myślenie i
świadomość?
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Automatyczne dowodzenie
Sztuczna Inteligencja

.. SZTUCZNA INTELIGENCJA

.
AI w sensie filozoficznym – kilka pytań:
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.
Inteligencja – kilka elementarnych uwag:
..

.
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.

.

Inteligencja może być scharakteryzowana jako zdolność do
rozwia̧zywania problemów.

Sam termin wiele razy zmienia l znaczenie, np. w scholastyce
oznacza l zdolność pojmowania pierwszych zasad (cechuja̧ca̧
zw laszcza anio ly).

Inteligencja jest relatywna do gatunku, epoki, krȩgu
kulturowego.

Można wyróżnić kilka rodzajów inteligencji.
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oznacza l zdolność pojmowania pierwszych zasad (cechuja̧ca̧
zw laszcza anio ly).

Inteligencja jest relatywna do gatunku, epoki, krȩgu
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Inteligencja może być scharakteryzowana jako zdolność do
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.
Świadome maszyny – 4 stanowiska wg. Penrose’a:
..

.

. ..

.

.

...1 hard AI – umys l to po prostu oprogramowanie; świadomość
jest funkcja̧ jego z lożoności; myślenie to proces algorytmiczny
(obliczanie) zachodza̧cy w uk ladzie fizycznym (Turing)

...2 świadomość jest w lasnościa̧ fizjologicznej aktywności mózgu
wiȩc nie może być odtworzona w maszynie, ale nie jest to
konieczne; charakterystyka myślenia jak w 1.

...3 myślenie i świadomość sa̧ wprawdzie zjawiskami fizycznymi ale
wykraczaja̧ poza sferȩ obliczalności (Penrose)

...4 dualizm i spirytualizm – świadomość i myślenie nie sa̧
redukowalne do materii i procesów obliczalnych
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. . . . . .

AUTOMATYZACJA

Metody efektywne
Z lożoność
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.
Argumenty za poszczególnymi stanowiskami:
..

.

. ..

.

.

ad 1. sukcesy symulacji komputerowych i kreowania rzeczywistości
wirtualnej
ad 2. wystarczaja̧ca jest możliwość symulacji (wp lyw
behawioryzmu – test Turinga)
ad 3. teoria kwantów implikuje niealgorytmiczność procesów
mózgowych
ad 4. argument z twierdzenia Gödla
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mózgowych
ad 4. argument z twierdzenia Gödla

Andrzej Indrzejczak ROZUMOWANIE, ARGUMENTACJA, DOWÓD
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.
ad 1, 2: Test Turinga i chiński pokój Searle’a:
..

.

. ..

.

.

Przewidywania Turinga nie spe lni ly siȩ, nawet programy
specjalistyczne  latwo rozszyfrować (np. Eliza)

Searle – nawet gdyby jakís program zda l pomyślnie test
Turinga, to i tak nie oznacza to posiadania inteligancji
(argument chińskiego pokoju)
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..

.

. ..

.

.

Przewidywania Turinga nie spe lni ly siȩ, nawet programy
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. . . . . .

AUTOMATYZACJA

Metody efektywne
Z lożoność
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.
ad 4: czy twierdzenie Gödla coś przesa̧dza?
..

.

. ..

.

.

Turing – cz lowiek nie jest w sytuacji bardziej uprzywilejowanej
niż maszyna w poznaniu tego co niedowiedlne

Gödel (Popper, Eccles) – zak lada, że cz lowiek może poznać
prawdy niealgorytmizowalne, ale skoro materia podlega
prawom obliczalnym, to musi istnieć umys l niematerialny

Penrose – zgadza siȩ z Gödlem w pierwszej czȩści ale
przyjmuje, że w materii też prawa niealgorytmiczne, wiȩc nie
ma potrzeby postulować istnienia umys lu niematerialnego.
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prawom obliczalnym, to musi istnieć umys l niematerialny

Penrose – zgadza siȩ z Gödlem w pierwszej czȩści ale
przyjmuje, że w materii też prawa niealgorytmiczne, wiȩc nie
ma potrzeby postulować istnienia umys lu niematerialnego.
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Z lożoność
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