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Rachunki sekwentowe to potezne narzedzie wspdlczesnej teorii dowodu, ktore
pozwala ujawnié¢ wiele interesujacych wlasnosci systeméw logiki i teorii deduk-
cyjnych. Jednak w Polsce, kraju o wielkich tradycjach logicznych, znajomosé
tych systemow formalnych jest niewystarczajaca. Przygotowywana przeze mnie
praca to — w zamierzeniu — elementarne wprowadzenie, ktére ma przyblizyé
polskiemu odbiorcy problematyke zastosowan rachunkéw sekwentowych.

Na nastepnych stronach mozna znalezé wstepna (i niepelna) wersje pierw-
szego rozdzialu. W nawiasach kwadratowych podane sa informacje o przewidy-
wanych uzupetnieniach. Mimo ze materiat jest niekompletny, to zdecydowatem
sie umies¢i¢ go na stronie w przekonaniu, ze nawet w takiej postaci moze oka-
zaé sie przydatny dla osob zainteresowanych problematyka teorii dowodu. W
miare postepéw w pisaniu bede dokonywal uzupelnien tekstu na stronie. Bede
wdzieczny za wszelkie uwagi krytyczne i sugestie dotyczace tekstu.



Rozdzial 1

Metody Gentzena w KRZ

1.1 Rachunek sekwentéw — geneza

Okreslenie rachunek sekwentéw (RS) stosowane jest wspolczesnie w odniesieniu
do obszernej grupy systeméw dedukcyjnych o zblizonym charakterze. Systemy
takie czesto okresla sie tez — ze wzgledu na nazwisko autora — systemami Gent-
zena. Chociaz w konkretnych przypadkach moga pojawié sie watpliwosci natury
klasyfikacyjnej, to systemy RS, zwlaszcza w klasycznej postaci, wyraznie od-
rézniaja sie od systemow aksjomatycznych, dedukcji naturalnej, rezolucji, czy
tablicowych. Systemy RS maja tez znacznie dtuzsza historie od innych popu-
larnych rodzajow formalizacji, jak systemy rezolucji, czy systemy tablicowe. RS
taczy zreszta z tymi rodzajami systeméw dedukcyjnych bardzo bliski zwiazek,
co pokazemy dalej.

Systemy RS wywodza si¢ z badan Gentzena z lat 30-tych (Gentzen []) nad
utworzeniem formalizméw alternatywnych do aksjomatycznych systeméw. Ba-
dania te zaowocowaly stworzeniem dwoéch rodzajow takich systeméw: dedukeji
naturalnej i rachunku sekwentéw. Poszukiwanie pierwszego byto wlasciwym ce-
lem Gentzena, natomiast drugi rodzaj formalizacji byl przez niego postrzegany
jako pomocniczy i czysto techniczny srodek dla udowodnienia réwnowazno$ci
systemu DN z systemem aksjomatycznym (dla logiki intuicjonistycznej i kla-
sycznej). Jednak wlasnie rachunek sekwentow i udowodnione przez Gentzena
twierdzenie o eliminacji ciecia otworzylto droge zaréwno do konstrukcji pierw-
szych systeméw automatycznego dowodzenia opracowanych przez Hintikke|| i
Betha ||, jak i do rozwoju nowoczesnej teorii dowodu. Obecnie systemy RS
znajduje zastosowanie przede wszystkim w rozwazaniach teoretycznych z za-
kresu teorii dowodu, konstruowanie jednak nowych rachunkow tego typu dla
logik nieklasycznych ma réwniez znaczenie praktyczne, np. dla automatycznego
dowodzenia twierdzeni.

Nazwa RS pochodzi od podstawowych jednostek, na ktérych zdefiniowane
sa reguly. Gentzen zapozyczy! ten pomyst od Hertza||, ale dokonal jego daleko
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4 ROZDZIAL 1. METODY GENTZENA W KRZ

idacej modyfikacji. Ponizej zaprezentujemy oryginalny RS Gentzena nazwany
przez niego LK (Logische Kalkiil) oraz jego podstawowe warianty wypracowane
z mysla o specjalnych zastosowaniach.

1.2 Rachunek sekwentéw LK Gentzena

Definicja 1 (Sekwent LK) Sekwent to para uporzedkowana skoriczonych cig-
gow (list) formut rozdzielonych symbolem =. Dowolny sekwent jest wiec obiek-
tem o postaci @1, ..., = Y1,..., Uy, 2k > 0,n > 0. Poniewaz dla oznaczenia
dowolnych ciggow formul uzywaé bedziemy liter I') A, O, A, = 11, X, wiec zapis
I' = A tez oznacza sekwent. T' to poprzednik, a A to nastepnik sekwentu.
Zarowno poprzednik, jak i nastepnik sekwentu mogg byé ciggami pustymi. Se-
kwenty, ktore zawierajg tylko zmienne zdaniowe bedziemy nazywali sekwentami
atomowymi.

Uwaga 1. Podajac przyklady konkretnych sekwentéw nie bedziemy uzywali
ostrych nawiaséw dla zaznaczania ciagéw formul z poprzednika i nastepnika.
Przykladowo, sekwent z T := (p,q V r,—r), A := (p — —q,s A r) zapiszemy na-
stepujaco: p, qVr, -r = p — —q, sAr. Zapis postaci I', IT = A, ¢ oznaczaé¢ bedzie
sekwent, ktérego poprzednik stanowi konkatenacje ciagéw I' i I, a natepnik to
konkatenacja ciaggu A i jednoelementowego ciagu (p). Rezygnacja z uzycia stan-
dardowych teoriomnogosciowych oznaczen sprzyja nie tylko uproszczeniu zapisu
ale 1 jego wiekszej uniwersalnosci, gdyz w wielu rozwazanych dalej wariantach I'
i A nie beda oznaczaly ciagow formul ale multizbiory (zbiory z powtoérzeniami)
lub zwykte zbiory formul. W kazdym przypadku bedziemy stosowaé te samag
forme zapisu sekwentu zaznaczajac jedynie jakiego typu obiektami sa sktadni-
ki sekwentow. I tak w przypadku gdy sekwenty beda zwyklymi zbiorami zapis
postaci I', IT = A, ¢ oznaczaé bedzie sekwent, ktorego poprzednik to suma zbio-
row T' i II, a natepnik to suma zbioru A i jednoelementowego zbioru {¢}. Na
poczatek przyjrzymy si¢ jednak oryginalnej postaci rachunku pochodzacej od
Gentzena.

Uwaga 2. Zauwazmy, ze dopuszczenie pustych ciagow jako skladnikow se-
kwentu powoduje, ze za sekwenty nalezy uznaé¢ nie tylko obiekty o postaci
p,qV T, T =, czy = p — —q, s A1, ale nawet =. Sekwent z pustym poprzedni-
kiem i nastepnikiem pelnil bedzie zreszta — jak sie przekonamy — wazna funkcje.
Bedziemy tez stosowali zapis I' = i = A w przypadku schematéw sekwentow z
ustalonym pustym nastepnikiem lub poprzednikiem.

Definicja 2 (Rachunek sekwentéw LK) Rachunek sktada si¢ z jednego sche-
matu sekwentu aksjomatycznego oraz zbioru regut pozwalajgcych na dedukcje no-
wego sekwentu (sekwentu-wniosku) z pary sekwentow lub pojedynczego sekwentu
(sekwenty-przestanki).
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Oto lista regul podanych przez Gentzena, dajaca adekwatna formalizacje
KRZ:

Reguly strukturalne

(AX) o=

(Cut) PR

=) 2T =)

(C=) FHER (s0) TrAee

(P=) TEpT=A o) 2hvel
Reguly logiczne

=) rEhE () Ea

(=) F2iTex (hs) Sl

on Bt () SRt

(=V) % (=V) %

(o) Zhe W= 3 (o) LAy

pe—Y, T II= A)Y = A, p—v

Reguty strukturalne dotycza jedynie najogdlniejszych operacji dokonywa-
nych na elementach sekwentow, ktore sa niezalezne od ksztaltu formut. Inaczej
mozna powiedzieé, ze reguly strukturalne tworzg teorie =. Reguly logiczne po-
daja warunki wprowadzania statych logicznych, a dokladniej formuty z taks
stata do sekwentu. Tworza one teorie rozwazanych stalych logicznych. Dla kaz-
dej statej reguty logiczne pozwalaja na jej wprowadzenie zar6wno do poprzed-
nika jak i do nastepnika sekwentu. Nazwy regut logicznych odzwierciedlaja te
ich funkcje. W regutach strukturalnych W oznacza ostabianie (weakening), C —
kontrakcje, a P — permutacje; (Cut) pochodzi stad, ze formuta ¢ wystepujaca
w obu przestankach ulega niejako wycieciu w sekwencie-wniosku. Nazwa "osta-
bianie" moze brzmie¢ dosy¢ zagadkowo, wyjasnimy jej sens pézniej. W dalszym
ciggu méwiac po prostu o zastosowaniach regul strukturalnych bez precyzowa-
nia czy chodzi o reguly z nastepnika czy z poprzednika sekwentu, bedziemy
uzywali oznaczeni typu (W), (C), (P) lub okresleri "ostabianie", itp.

Przyktad:
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PANG,q— T = "qp—T PANG,q— 1T = 7gq,S

PAGa—T= g (p—T)As
daje nam przyklad zastosowania (= A), natomiast

PANG,q— T = "7q,p—T,T pVaqg,q—r,gAr=-(pVr),-s

r—=pVqpNGq—T,q—=>T,gANT =g, p—T1,2(pVT), S

daje przyktad zastosowania (—=). Zauwazmy, ze w przypadku (= A) mamy
takie same ciagi I' := p A q,q — r i A := =g w obu przestankach i we wniosku.
Dla odmiany w przyktadzie dla (—=) mamy rozne ciagi w przestankach, nato-
miast we wniosku pojawia sie konkatenacja tych ciagéw, stad np. ¢ — r, ktore
jest ostatnim elementem I' i pierwszym elementem Il we wniosku wystepuje
dwukrotnie.

Dla precyzyjnej analizy dowodéw w RS przydatne jest wyrdznienie pewnych
elementéw w zastosowaniu regut.

Definicja 3 (Elementy regul sekwentowych) Formuta, ktéra powstaje w wy-
niku zastosowania danej requty logicznej to formula zasadnicza tego sekwentu,
formuta bgedz formuty, ktore postuzyty do jej uzyskania, to formuly poboczne
sekwentow-przestanek, natomiast wszystkie pozostate elementy zbiorow T' i A,
to formuly parametryczne (krétko parametry) w zastosowaniu danej reguty. W
requtach strukturalnych wszystkie wyrdznione w schematach regut formuty o,
to formuty zasadnicze w zastosowaniu tych regut.

przyktadowo: w podanym przykladzie zastosowania (—=-)—r i pVq to formu-
ty poboczne przestanek, a —=r — pV g to formuta zasadnicza wniosku; pozostale
formuly to parametry.

Zorganizowane zastosowania regul RS pozwalaja budowaé¢ dowody sekwen-
tow. Intuicyjnie, dowodem sekwentu w RS jest drzewo binarne, ktorego kazdy
lig¢ jest sekwentem aksjomatycznym, korzen jest dowodzonym sekwentem, a po-
szczegbdlne wezty sa uzyskane w wyniku zastosowania wymienionych wyzej regul.
Precyzyjna definicje sformutujemy nastepujaco:

Definicja 4 (Dowo6d sekwentu) 1. Kazde jednoelementowe drzewo, kto-
rego wezel jest sekwentem aksjomatycznym S jest dowodem sekwentu S.

2. Jezeli D jest dowodem sekwentu S, to drzewo uzyskane przez dopisanie
sekwentu S’ ponizej sekwentu S jest dowodem sekwentu S’, pod warunkiem,
ze S jest podstawieniem przestanki a S’ jest podstawieniem wniosku jednej
z requt jednoprzestankowych.

3. Jezeli D jest dowodem sekwentu S a D' jest dowodem S’ to drzewo uzy-
skane przez dopisanie sekwentu S” ponizej sekwentéw S i S’ jest dowodem
sekwentu S”, pod warunkiem, zZe S jest podstawieniem lewej przestanki,
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S’ jest podstawieniem prawej przestanki, a S” jest podstawieniem wniosku
jednej z regut dwuprzestankowych.

4. Nic wiecej nie jest dowodem sekwentu w RS.
To, ze sekwent I' = A ma dowdd bedziemy zaznaczaé piszac - ' = A.

W szczegolnosci dowod sekwentu = ¢ (pusty poprzednik, jednoelementowy
nastepnik), to dowdd tezy .

Podana definicja dowodu jest indukcyjna. Ma to wazne konsekwencje, gdyz
do dowodow w RS mozna bedzie stosowaé¢ dowody przez indukcje.

[we wstepie omow 2 rodzaje indukeji po drzewach — por. Segerberg]]]

Zazwyczaj zapisuje sie¢ dowody w RS jako drzewa z korzeniem na dole, co
oddaje strukture zaleznosci logicznych (procesu inferencji) od aksjomatow w dot
do sekwentu dowodzonego. Jako przyktad zaprezentujemy dowdd tzw. sylogizmu
Fregego, czesto wystepujacego w roli jednego z aksjomatow KRZ.

p=0p q9=4q

=) —ar=q r=r
p=p —TP=ap=T (;;é)
_
p—>(q—>r),p,p—>q,p=>r( )
b b 9 :>
pp—(qg—71),p—qp T(P:>)
p,p—(q—r)pp—=q=>r (P =)
p,p,p—(@—71)p—qg=r (=)
p,p—(q—71),p—q=>7 (=)
p—(@—r)hp—q=>p—r (P =)
p—=qp—(q—=r)=>p—r (=)
R
p—=(q—=r)=@—q —@—r)
(=—)
=@p—(@—r)—=((p—q9—@—r))

W przedstawionym dowodzie zwraca uwage duza ilo$¢ zastosowan regul
strukturalnych. W dalszym ciggu zazwyczaj takie "oczywiste" kroki w dowodzie
bedziemy pomijaé zaznaczajac miejsce ich wystepowania za pomoca podwdjnej
kreski. Powyzszy dowdd w takiej skondensowanej formie bedzie wiec wygladat
nastepujaco:

p=7p q9=4q
pP—¢pP=4q r=r
p=p q—-np—ogp=r

p—(qg—r),p,p—=qp=>r

p—(q@—r),p—oqg=>p—or
p—(@—r)=pP—-9—@—r)
=p—=(@—=r)—=((p—q9—>P—r)

(—=)

(==)
(—==)

—)

=-)
(==)
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Ponizszy lemat pozwala zauwazy¢ pewne zaleznosci miedzy formutami w
poprzedniku i nastepniku dowiedlnego sekwentu i zarazem uswiadomié sobie
pewne intuicje zwigzane z pojeciem sekwentu.

Lemat 1 Dla dowolnego sekwentul = A, 2T = o1, ..., 05, A = 1, ooy Vg, 0, k >
0 podane nizej 4 formy sq¢ réwnowazne:

1. F 1,00 = Y1, Uk

2. F o1,y pi, 1, ey, g =

3. F= @1,y @i, U1, e, Uk

4. F o1 N AN = VLV Y
[dowdd]

Ograniczenie sie do sekwentéow z jednoelementowym nastepnikiem pozwala
dodatkowo ujawni¢ zwiazek = z implikacja, co oddaje ponizszy:

Lemat 2 Dla dowolnego sekwentu @1, ...,0; = 1,i > 0 podane nizej 3 formy
8¢ TOWNOWazne:

1. + D1y ey P; = 1/)

2. F=p1— (g2 = ..., (i = )...)

S F=> o1 AN =Y
[dowdd]

Dla dalszych rozwazan nad dowodami w LK (lub innych wariantach RS)
wygodnie jest wprowadzi¢ dodatkowa terminologie.

Definicja 5 1. Cigg sekwentow tworzy gateZ w dowodzie S witw jego pierw-
szym elementem jest sekwent aksjomatyczny, a ostatnim jest S oraz kazdy
sekwent w tym ciggu oprdcz ostatniego jest (jedng) przestankq pewnej re-
guty, ktorej wnioskiem jest kolejny sekwent z tego ciggu.

2. Sekwent S jest nad sekwentem So lub poprzedza Ss (a S jest pod Sy
lub nastepuje po S1) w dowodzie wtw istnieje gates w tym dowodzie, ktdra
zawiera S1 jako wczesniejszy a So jako pozZniejszy element. Jezeli miedzy
S1 a Sy nie ma Zadnego innego sekwentu, to méwimy o bezposrednim
poprzedzaniu (nastepowaniv po).

3. Zastosowanie reguty R poprzedza lub jest nad zastosowaniem reguty R’
(R’ nastepuje po R lub jest pod R) w dowodzie wtw wniosek R jest nad
wnioskiem R’. Jezeli dodatkowo wniosek R jest przestankq zastosowania
R’ to mamy bezposrednie poprzedzanie (nastepowanie po).



1.3. ADEKWATNOSC LK-KRZ 9

4. Jezeli S wystepuje w dowodzie D, to zbidr zawierajgcy S oraz wszystkie
sekwenty, ktore sq nad S w D jest poddowodem D (i dowodem S). Jezeli D’
jest poddowodem D, to D jest jego dowodem nadrzednym (naddowodem,).

Wprowadzimy tez pewne uogélnienie pojecia dowodu sekwentu S; drzewo,
w ktorym niekoniecznie kazdy 1is¢ jest sekwentem aksjomatycznym, ale ktoére
spelnia pozostate dwa warunki definicji dowodu, to dedukcja sekwentu S. Niech
D bedzie dedukcja S, a X oznacza zbior wszystkich lisci drzewa D, ktore nie
sa sekwentami aksjomatycznymi, wtedy D jest dedukcja S z X, co zaznacza-
my X F S. W szczeg6lnosci dedukcja z pustym X jest dowodem S. Z punktu
widzenia zastosowania RS jako metody rozstrzygalnej szczegolne znaczenie be-
da mialy dedukcje z (nieaksjomatycznych) sekwentéw atomowych i sposoby ich
konstruowania. Oczywiscie terminologia z poprzedniej definicji stosuje sie tez
do dedukcji, z tym, ze galaz w dedukcji nie musi sie zaczynaé¢ od sekwentu
aksjomatycznego. W przypadku dedukcji méwimy tez o poddedukeji, chociaz
w szczegblnych wypadkach poddedukcja moze byé poddowodem nawet jezeli
nadrzedna dedukcja nie jest dowodem.

1.3 Adekwatnosé LK-KRZ

Skad wiemy, ze przedstawiony zestaw regul daje nam adekwatna formalizacje
klasycznego rachunku zdan?

Gentzen udowodnil adekwatno$é¢ LK wykazujac jego rownowaznosé z aksjo-
matycznym ujeciem KRZ, udowodnil zatem twierdzenie:!

Twierdzenie 1 (Réwnowazno$é LK z H) by ¢ wtw k= ¢

Przyjmijmy wersje KRZ z regutg MP jako jedyna reguta inferencji oraz z
nastepujaca lista schematow aksjomatow.

L= (-9

2. (p=W—=x) = ((p—=1) = (¢—=X))
3Ny —p

4 oA —

5. 0= (=AY

6. p = VY

7. ¢Y—=oVY

LGentzen faktycznie udowodnit réwnowaznosé 3 systeméw: LK, H i DN.
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8. (p—=x)—= (¥ —x) = (Vi —x))
9. (= ) = (Y — @)

Udowodnimy teraz jedna z implikacji sktadajacych sie na powyzsze twier-
dzenie:

Lemat 3 Jezelitg ¢, tobF= ¢

Dowdéd lematu wymaga skonstruowania w LK schematéow dowodoéw wszyst-
kich aksjomatéw oraz wykazania, ze kazde zastosowanie MP w dowodzie w H
daje sie odtworzy¢ w LK. Dowody wiekszosci aksjomatow sa tatwe i zachecamy
do ich samodzielnej konstrukcji. Dowod dla konkretnego podstawienia aksjo-
matu 2. podaliSmy w poprzednim paragrafie — wystarczy w nim zamienié¢ kazde
wystapienie p na ¢, ¢ na v a r na x i otrzymamy ogélny schemat dowodu kazdej
instancji tego aksjomatu.

Pokazemy teraz schemat dowodu dla aksjomatu 8.

p=9 X=X V=Y XE X
Yo X P=X Yo, =x
oY =X, = X=X VY = X = X=X

) eVPY Y = X2 X=X
Yoxp—ox=eVY o x
p—=x=(—x)— (Vi —Xx)
S @—=x) = ((¥—=x)—= (VY —Xx)

—>:>)
(= W)

(—=)
W=

(V=)

(=
(=—)
(=—)

Jezeli chodzi o zastosowania MP, to w LK odpowiada im nastepujaca figura
dowodowa:

= w:w(&w
=

gdzie Dy i Dy to symulacje (w LK) dowodéow w H obu tez stanowiacych
przestanki zastosowania MP. W

Aby udowodni¢ implikacje w druga strone musial jednak Gentzen dokonaé
jakiejs formy przekladu sekwentéw na ubozszy jezyk aksjomatycznej formali-
zacji. Dowolny sekwent o postaci ¢1, ..., 0; = ¥1,...,%, z ¢ > 0,k > 0 nalezy
zinterpretowaé jako formule postaci o1 A ... A @; — Y1 V ... V . W przypad-
kui =1 1lub ¥ = 1 mamy do czynienia ze zredukowana (jednoelementowa)
koniunkcja lub alternatywa. Latwo zauwazy¢ zbieznosé tej interpretacji z wyni-
kami podanymi w lematach 1 i 2. Pozostaje kwestia interpretacji sekwentéow z
pustym poprzednikiem lub nastepnikiem. Pusty poprzednik sekwentu interpre-
tujemy jako T natomiast pusty nastepnik jako |, zatem sekwent = 1, ..., ¥
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interpretujemy jako T — 1 V ... V g, lub — prosciej — jako ¢1 V ... V ¢y, nato-
miast ¢1,...,0; = jako 1 A ... A p; — L lub — w my$l defincji negacji — jako
=(¢1 A ... A p;). Sekwent z pustym poprzednikiem i nastepnikiem oznacza po
prostu L,gdyz T - L TV Lo 1LV L.

Dla wykazania, ze F=- ¢ implikuje Fg ¢ Gentzen udowodnil, ze przektad
kazdej regulty LK daje nam regute dowiedlng w systemie aksjomatycznym. Po-
miniemy ten syntaktyczny dowdd, gdyz jest to ¢wiczenie w aksjomatycznym
dowodzeniu, co nie jest przedmiotem tej pracy. Zamiast tego udowodnimy se-
mantyczny lemat o przystosowaniu LK, co wymaga z kolei uprzedniego zdefinio-
wania sposobu semantycznej interpretacji sekwentéw. Mozna oczywiscie odwo-
ta¢ sie do podanego wyzej sposobu przekladu sekwentow na formuty, wygodniej
jest jednak zrobi¢ to bezposrednio, wzmacniajac semantyke przez podanie do-
datkowego warunku prawdziwosci sekwentéow o postaci:

v(I' = A) = 1 wtw przynajmniej jedna formula w poprzedniku jest falszywa
lub przynajmniej jedna w nastepniku jest prawdziwa.

W oczywisty sposob na sekwenty poszerza si¢ inne wazne pojecia semantycz-
ne: tautologiczno$ci, wynikania itp.

[rozwin]

To, ze sekwent jest tautologiczny bedziemy zaznaczaé¢ w taki sam sposob jak
w przypadku formul poprzez uzycie . Latwo wykazaé, ze taki sposéb seman-
tycznej interpretacji sekwentu jest zgodny z syntaktyczna interpretacja zapro-
ponowang przez Gentzena. Ujmuje to ponizszy lemat:

Fakt 1 v(¢1,...0; = 1, .. 05) =1 wtwv(pr A o Ap; > 1 Voo Vb)) =1
[Dowod|
Przy zadanej wyzej interpretacji mozemy wykazac:

Lemat 4 Kazda requta LK jest normalna

Nalezy pokazaé, ze przy dowolnym wartoSciowaniu, jezeli przestanki reguty
sa prawdziwe, to wniosek tez.

[dwa przyklady|

Lemat 5 (Przystosowanie) Jezeli-T'= A, to =T = A

Dowdd przez indukcje po dtugosci dowodu I' = A. Dowdd bazy jest oczywi-
sty, gdyz kazdy jednoelementowy dowdd to sekwent aksjomatyczny, ktory jest
tautologia. Pokazujemy, ze dowdd sekwentu I' = A o dlugosci n jest dowodem
tautologii przy zalozeniu, ze kazdy dowod kroétszy spetnia ten warunek. Ponie-
waz dowod kazdej z przestanek sekwentu I' = A ma dlugo$é mniejsza od n,
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wiec przestanki podpadaja pod zalozenie indukcyjne i sa sekwentami tautolo-
gicznymi. Zgodnie z poprzednim lematem kazda regula LK jest normalna, wiec
wydedukowany sekwent tez jest tautologiczny. M

Poniewaz przedstawiona przez nas aksjomatyka KRZ jest pelna, wiec le-
mat 3 implikuje pelnosé LK a to wraz z ostatnim lematem daje adekwatnosé
LK wzgledem KRZ. Niezalezne od uzyskanego tutaj wyniku w dalszym cia-
gu podamy tez bezposrednie dowody pelnosci dla roznych wariantow RS, ktore
zaprezentujemy w podrozdziale 1.5.

1.4 Warianty regut i rachunkéw

Istnieje wiele wariantéow RS, ktore sa rownowazne rachunkowi LK w sensie po-
siadania dokladnie takiego samego zbioru sekwentow dowiedlnych, ale wybor
takiej lub innej wersji ma wplyw na posiadanie lub brak wielu istotnych wta-
snosci, ktore bedziemy w dalszym ciggu rozwaza¢. Dlatego w tym paragrafie
zbiorczo omowimy kilka najwazniejszych modyfikacji i ich bezposrednich konse-
kwencji.

Aby wykaza¢ rownowaznosé dwoch systeméw RS i RS’ musimy pokazaé, ze
kazda reguta RS jest regutg wyprowadzalng lub dopuszczalna w RS’ i odwrotnie.

Reguta % jest wyprowadzalna w RS wtedy, gdy w RS mamy dedukcje

S z S1,...,9,. Regula % jest dopuszczalna w RS wtedy, gdy jezeli

w RS mamy dowody sekwentow S, ..., Sy, to mamy tez dowod S. Oczywiscie
kazda reguta wyprowadzalna jest regula dopuszczalng, gdyz do dedukcji S z
S, ..., Sy wystarczy doda¢ dowod kazdej z przestanek (tj. dopisa¢ go nad odpo-
wiednim sekwentem S;) i uzyskujemy w ten sposob dowod S. Zaleznosé w druga
strone nie zachodzi?. Wykazywanie dopuszczalnosci reguly, ktora nie jest w da-
nym systemie wyprowadzalna wymaga zazwyczaj sporo wysitku i pomystowosci
i sprowadza sie do wykazania, ze kazde zastosowanie takiej regulty w danym
systemie mozna z dowodu wyeliminowaé, stad czesto zamiast o dopuszczalnosci
moéwi sie o eliminowalnosci takiej reguly z danego rachunku. W podrozdziale
1.6. zaprezentujemy dowody eliminowalnosci (Cut).

Wykazywanie wyprowadzalnosci regut jest zadaniem znacznie prostszym;
wymaga jedynie skonstruowania schematu dedukcji sekwentu wniosku z przesta-
nek przy uzyciu regul pierwotnych. Zabiegu takiego juz wyzej dokonalismy (w
dowodzie lematu 3) pokazujac, ze reguta MP jest w LK wyprowadzalna. W tym
podrozdziale ograniczymy sie do rozwazania takich wariantow regut LK, ktore
sa w nim wyprowadzalne, ale prowadza do uzyskania nietrywialnych wariantéw

RS.

2Nie myli¢ ze strukturalna zupelnoscia aksjomatycznych formalizacji KRZ!



1.4. WARIANTY REGUE I RACHUNKOW 13

1.4.1 Aksjomaty uogoélnione

W sformutowaniu regul wielu wariantéow RS wymaga sie, aby kazde podsta-
wienie (AX) bylo sekwentem atomowym. Przy okazji dowodu wielu twierdzen
pokazemy potrzebe takiego obostrzenia, natomiat teraz wykazemy, ze takie ogra-
niczenie w stosunku do sekwentéw aksjomatycznych nie powoduje ostabienia RS.

Lemat 6 Jezeli w RS jedyne sekwenty aksjomatyczne sqg sekwentami atomowy-
mi, to = @ = ¢ dla dowolnego ¢

Dowoéd przeprowadzimy przez indukcje po dtugosci p. Wystarczy zbudowaé
schematy dowodéw pokazujace, ze ¢ = ¢ dla ¢ o dowolnej strukturze mozna
wydedukowaé z sekwentow 1 = 1, gdzie ¢ jest formula krotsza od . Jezeli
p := ¢ A1, to mozna zbudowaé nastepujacy schemat dowodu:

o= =
(Aj)wAwéw ¢A¢$¢Egjg
ONY = NP

7 drugiej strony dla utatwienia dowodu wielu twierdzen wygodne jest dyspo-
nowanie uogoélniong wersja aksjomatéw, w ktérej na miejscu ¢ moze wystepowaé
dowolna formuta. Przykladowo korzystaliémy z tego faktu w dowodzie lematu
1, gdyby aksjomaty w LK byly ograniczone do atomowych, to wczesniej musie-
libysmy i tak dowies¢ poprzedni lemat.

Zauwazmy ze dopuszczalng postaé aksjomatéw mozna uogélnié jeszcze bar-
dziej poprzez zastosowanie do tak sekwentéw aksjomatycznych regutl ostabiania
i permutacji. Odnotujmy to jako

Lemat 7 Jezeli ciggi T' i A majg przynajmniej po jednym wystgpieniu takiej
samej formuty, to T = A

Rozr6znijmy dla wygody mozliwe formy aksjomatow: oryginalna forma Gent-
zena to (Ax,,), czyli sekwent nieatomowy, ale dwuelementowy. Jego ograniczenie
do formutl atomowych, to (Az,), czyli sekwent dwuelementowy atomowy. Wersja
uogodlniona (lemat 8), to (U Ax,,). W szczegdlnosci mozemy tez ograniczy¢ sie do
takiej warsji uogolnionej, gdzie sekwent aksjomatyczny I' = A jest atomowy;
oznaczmy ja jako (UAzx,), jest ona dowiedlna bezposrednio z (Ax,) przez osta-
bianie i permutacje zastosowane do zmiennych zdaniowych. Jezeli w gre bedzie
wchodzita dowolna postaé¢ aksjomatu, to bedziemy po prostu uzywaé skrotu
(Ax). Poniewaz (Az,) jest szczegdlnym przypadkiem wszystkich pozostatych
wersji, a one z niego dadzg sie wydedukowaé, wiec mozemy stwierdzic:

Twierdzenie 2 Wersje RS z dowolng forma aksjomatu sg réwnowazne.
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1.4.2 Warianty regul dwuprzestankowych

Daleko wazniejsza réznica w konstrukeji przyjmowanych regul dotyczy roli pa-
rametrow, czyli kontekstu danej reguly. Zauwazmy, ze w oryginalnym syste-
mie Gentzena wystepuje istotna asymetria pomiedzy regutami (= A) i (V =)
z jednej strony, a (Cut) i (—=-) z drugiej. W regutach dla A i V obie prze-
stanki maja takie same listy parametréow jak wniosek; w pozostatych regutach
2-przestankowych listy parametréw we wniosku to konkatenacja réznych list
wystepujacych w przestankach. Latwo zauwazy¢, ze LK Gentzena mozna zmo-
dyfikowa¢ na dwa roézne sposoby dokonujac ujednolicenia ksztaltu regut. Obie
reguty dla A i V mozna zastapi¢ przez:

= Ap I= 39 o, I'= A Y Il= X%
=N TS A, oA (V=) e T IS A, S

W otrzymanej wersji RS wszystkie reguty 2-przestankowe sa stosowalne bez
koniecznosci uzgodnienia list parametrow w przestankach, ich zastosowania sg
zatem niezalezne od kontekstu. Reguly takie okreslaé¢ bedziemy jako k-niezalezne
(context-free, context-independent).

Z drugiej strony mozemy (Cut) i (—=) zastapi¢ przez warianty, w ktorych
listy parametréw w obu przestankach sa identyczne jak we wniosku. Obie reguty
wygladaja wtedy nastepujaco:

I'= A ol A I'=Ap ¢,I=A
(Cut) =A 5=) =5 T=a

Reguly takie wymagaja dla swojego zastosowania jednolitego kontekstu w
obu przestankach, dlatego bedziemy je okreslaé jako k-jednolite (context-sharing).

Latwo wykazaé, ze regulty k-niezalezne sa wyprowadzalne z regutl k-jednolitych,
przy uzyciu ostabiania i permutacji. Natomiast reguly k-jednolite sa wyprowa-
dzalne z regul k-niezaleznych przy uzyciu kontrakeji.

[Dowod|

To, ze w systemie Gentzena wystepuja oba rodzaje regut wiazalo sie gléwnie
z tym, ze dokonal on réwnoczesnie formalizacji logiki intuicjonistycznej (por.
dalej). Ponizej pokazemy, ze wybor ktoregos rodzaju regut ma istotne znaczenie,
najpierw jednak rozwazymy jeszcze jeden wariant regul sekwentowych.

1.4.3 Reguly Ketonena

Wystepowanie dwoch regul (= V) i (A =) rowniez wiazalo si¢ z kwestia for-
malizacji logiki intuicjonistycznej i w przypadku RS dla KRZ ujawnia pewne
trudnosci. Po pierwsze, w wielu dowodach nie mozna uniknaé¢ zastosowan kontr-
akcji.

Przyktad
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p=p
Pp=D
P=q—p
p=(p—qV(g—Dp)
b= o0 )
=(p—qV(g—p),p—q
={@P—qVg—p),p—q9Vg—p)
=((@—qV(g—Dp)

(W =)
(=—)

(=V)

= V)
= (C)

Taka konstrukcja regut okazuje sie jeszcze bardziej ktopotliwa w przypad-
ku zastosowan RS jako procedury rozstrzygalnej, co oméwimy doktadnie dale;j.
Z drugiej strony latwo zauwazy¢, ze sposob interpretacji poprzednika jako ko-
niunkcji, a nastepnika jako alternatywy elementéw pozwala uniknaé tych proble-
moéw i wprowadzié¢ pojedyncze reguly, tak jak w przypadku implikacji. Reguly
takie o postaci:

e, P, I'= A I'= A p,¢
(A=) Ao TS A =V) =R v

jako pierwszy wprowadzil Ketonen. W dowolnym systemie RS z kontrakcja
i ostabianiem reguly Gentzena i Ketonena sg rownowazne. Aby dowiesé¢ wypro-
wadzalnos$¢ wariantu Ketonena wystarczy do przestanki dwukrotnie zastosowaé
wariant Gentzena a nastepnie kontrakcje; aby dowie$¢ wyprowadzalnosé warian-
tu Gentzena wystarczy do przestanki zastosowaé ostabianie aby uzyska¢ braku-
jaca formulte poboczng, a nastepnie uzy¢ reguty Ketonena. Dow6d powyzszego
sekwentu z uzyciem wariantu Ketonena wyglada nastepujaco:

Przyktad
q=q
pa=q W)
T=p—oq )
= W)

qépﬂ%p(
=p—qq—p
={P—qVig—p)

=—)
(=V)

Wprowadzajac warianty Ketonena na miejsce regul Gentzena uzyskujemy
nie tylko uproszczenie w repertuarze regul (tylko jedna zamiast dwoch) i prost-
sze dowody, ale takze wazna wlasno$¢ zwana odwracalnodcia, ktérej omowieniu
poswiecimy nastepny paragraf.

1.4.4 Odwracalno$é regut

Rozréznienie pomiedzy regutami k-jednolitymi i k-niezaleznymi w przypadku
regut dwuprzestankowych, oraz wariantami Gentzena i Ketonena dla regutl jed-
noprzestankowych ma niebagatelne znaczenie. Oznaczmy system z regutami Ke-
tonena i k-jednolitymi jako RS-K; zachodzi dla niego wazna wlasnosé, ktora
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okreslimy jako odwracalnos¢ regul. Sprowadza sie ona do tego, ze w regule od-
wracalnej przestanki sa dedukowalne z wniosku reguty.

Lemat 8 (o odwracalnosci regut w RS-K) W RS-K dla kazdej reguty opricz
ostabiania, jezeli wniosek ma dowdd, to przestanki tez

Pokazemy dowdd dla obu regul z A:

przypadek (A =)

= Y=

NS ore oAU = A
0,0, ' = Ao N1 eAY, 0,0, = A
T = A (Cut)

przypadek (= A)

L= A @AY pY =

N =

((:;P) F'= A, oA, p pAY = (=)
= A ¢ 0N wAwF:Aw>Wt)

= Ap “

Analogicznie dla drugiej przestanki (I' = A1) w (= A). Dla innych regut
w podobny sposéb. B

Warto odnotowaé przy okazji dowodu poprzedniego lematu, dowiedlnosé kil-
ku sekwentéw, ktore bedziemy dalej wykorzystywaé. Pojawiaja sie one jako se-
kwenty wyprowadzalne z aksjomatéw, a nie z przestanek.

Fakt 2 W RS dowiedlne sq¢ nastepujgce sekwenty:
* Y= T
e =
s pAY =

PAY =

o= 9N

=V

v=9VY

eV =@
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==
e o — = p
* ==
CY=p—

Uwazny czytelnik, ktory dowiéd! wszystkie aksjomaty w lemacie 3 z pewno-
$cig mogt odnotowaé dowiedlnosé tych sekwentow juz wtedy.

Oczywiscie lemat o odwracalno$ci mozna tez dowie$¢ w wersji semantycz-
nej; pozostawiamy to czytelnikom. My korzystajac z semantycznej interpretacji
pokazemy czemu osltabianie, reguly k-niezalezne i G-reguly nie sa odwracalne.

Lemat 9 W LK wtasnos$¢ odwracalnosci nie zachodzi dla regut: (W =), (=
W), (Cut), (—=), (A=), (= V)

[dowod]

[redundancja regul; relacja konsekwencji Scotta]

1.4.5 Modyfikacje regul strukturalnych

[1. eliminacja permutacji — multizbiory
2. eliminacja kontrakcji — zbiory
3. Wersja z (UAx) — eliminacja (W) i pelna odwracalnosé¢ regut
4. Warianty (Cut) — (Mix)
5. RS Galliera — ciagi ale bez reg. strukt.|

1.5 Pelnosé RS

Pokazemy obecnie jak mozna dla RS wykaza¢ dowod o petnosci korzystajac ze
standardowej metody Henkina opartej o wykorzystanie lematu Lindenbauma.
Formalizm RS umozliwia eleganckie uogoélnienie tej metody. Dowod przedstawi-
my dla wariantu RS z regutami Ketonena, k-jednolitymi, w ktérym poprzedniki
i nastepniki sekwentow interpretowane sa jako zbiory (tylko (W) jako regu-
ly strukturalne). Oczywiscie odpowiednie fragmenty dowodu tatwo zmienié tak
aby pasowaly do dowolnego innego wariantu RS.

Definicja 6 (Niesprzecznos$é par zbioréw formul) (I',A) jest niesprzecz-
ne wtw I' = A ¢ KRZ

Oto kilka prostych wnioskow z podanej wyzej definicji.
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Lemat 10 Jezeli (I', A) jest niesprzeczna, to:

e 'NA=g

o (I, A') jest niesprzeczna, dla dowolnego T CT i A’ C A
DowoOD: W pierwszym wypadku jezeli ' N A # @ to istnieje jakies ¢, nalezace
do obu zbioréw. Poniewaz ¢ = ¢ €L, wiec przez (W) mamy dowod T' = A,
co przeczy zalozeniu. Podobnie w drugim przypadku, gdyby jakies (IV, A’) byto
sprzeczne, to wtedy z IV = A’ takze wydedukujemy przez (W) ' = A. N
Lemat 11 Jezeli (I, A) jest niesprzeczna, to:

1. jezelip €T, top ¢ A

2. jezelip € A, to p ¢ T

3. jezeli~p el to p ¢T

4. jezeli ~p € A, to o ¢ A

5. jezelipoNp e, top & Aip ¢ A

6. jezeli o Np e A, top ¢ T luby ¢ T

7. jezelioV i €T, to o & A lubp ¢ A

8. jezelioViype AN top ¢l iy ¢l
9. jezelip — T, top ¢ T lubyp ¢ A
10. jezelipo - €A top e Ai ¢l

DowoD: Pierwsze dwa przypadki, to bezposrednia konsekwencja poprzedniego
lematu. Dla ilustracji udowodnimy punkt 9 i 10. Dla 9. zalézmy niewprost, ze
p—1peTaleypeliye A Jednak ¢ — ¥, = ¢ €L, wiec przez (W)
dowiedziemy, ze I' = A €L, co jest sprzeczne z zalozeniem lematu. Dla 10.
zakladamy niewprost, ze ¢ € A lub ¥ € T" chociaz ¢ — ¥ € A. Zauwazmy
jednak, ze zarowno = ¢ — 1, ¢ jak i ¥ = ¢ — 1 sa dowiedlne (por. Fakt
2), wiec w kazdym wypadku przez (W) otrzymamy dowdd I' = A co przeczy
zalozeniu lematu. W

Lemat 12 Jezeli (I', A) jest niesprzeczna, to (L U{p}, A) jest niesprzeczna lub
(T, AU {p}) jest niesprzeczna, dla dowolnej formuty ¢

DowoOD: Zatézmy niewprost, ze oba zbiory sa sprzeczne, wtedy zaréwno I'; ¢ =
A €Ljakil = A, €L. Przez (Cut) otrzymamy I' = A, co przeczy zalozeniu.
|

Aby dowie$¢ petnosci metoda Henkina-Lindenbauma musimy uogélni¢ poje-
cie zbioru maksymalnego na pary formut.
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Definicja 7 (Maksymalnosé¢ par zbioréow formul) (I',A) jest maksymal-
na wtw ' UA =FOR

Oczywiste konsekwencje definicji maksymalnosci dla par niesprzecznych po-
daje ponizszy:

Lemat 13 Jezeli (T', A) jest niesprzeczna i maksymalna, to:
1. jezelip ¢ T, to p € A
2. jezelip ¢ A, top €T
3. jezeli—p ¢ T, top el
4. jezeli mp & A, to o € A

Dowob: Dla 3. — gdyby zaréwno - ¢ I" jak i ¢ ¢ T', to — z racji maksymalnosci
—{—p, 0} C A. Ale = -, ¢ € L, co przeczy niesprzecznosci (I, A). N

Kolejny lemat to odpowiednik lematu Lindenbauma dla par zbioréw formut.

Lemat 14 (Lindenbaum) Jezeli (I'; A) jest niesprzeczna, to istnieje maksy-
malna i niesprzeczna (I, A’) taka, ze T C TV i A C A’

DowoOD: Z racji przeliczalnosci FOR mozemy uporzadkowaé liniowo ten zbior i
kolejno dodawaé kazda formute do I' lub A. Doktadniej, niech 1, 2, .... bedzie
nieskonczong lista wszystkich formut . Definiujemy nieskonczony ciag sekwentow
'y = Ao, 'y = A27 ... taki, ze I'g = Ay =T = A, a dla kaZdego i >0,
Fi+1 = Ai+1 =1, = Ai7(p1'+1, Jezeh (anAl U {QDH_l}) jest niesprzeczna; w
przeciwnym wypadku I'; 11 = A1 =Ty, 0501 = A,

7 lematu 12 i konstrukcji ciagu wynika, ze na kazdym etapie przynajmniej
jedna z rozwazanej pary sekwentoéw jest niesprzeczna, zatem kazdy kolejny ele-
ment ciggu sekwentéw jest niesprzeczny.

Niech I" = Ty, a A’ = A, dlai < w, jest oczywiste, ze IV UA’ = FOR,
(T, A’) jest zatem maksymalna. Zalozmy niewprost, ze (I, A’) jest sprzeczna.
Poniewaz kazdy dowdd jest skoriczony oznacza to, ze istnieje skoriczona para
(I, %), taka, ze II C TV, C A’ oraz IT = ¥ ma dowdd. Z racji skonczonosci
(I1, %) istnieje w konstrukeji ciagu sekwentow taki etap i, ze I CT'; 1 ¥ C A,
ale to oznacza, ze I'; = A, jest sprzeczna, wbrew temu, co dowiedliSmy wyzej. Z
definicji konstrukeji ciagu mamy tez, ze ' C TV i A C A’. Zatem (I'; A) mozna
poszerzy¢ do niesprzecznej pary maksymalnej. B

Lemat 15 (truth lemma) Jezeli (I', A) jest maksymalna, to istnieje model
M, taks, ze:

o pel wtwIME ¢
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e p e A wtwME ¢

DowoOD: Definujemy model przyjmujac, ze 9 = Var(I") i dowodzimy, ze spelnia
warunki przez indukcje po dtugosci formut. Baza wynika z definicji. Niech ¢ :=
—\Qﬁ:

a) jezeli - € T, to — przez lemat 11, 3. — ¢ ¢ T', a przez lemat 13, 2. —
¥ € A. 7 zalozenia indukcyjnego I ¥ i, zatem 9T F —p. Podobnie w druga
strone.

[zakoricz dowod]

Uwaga o alternatywnym podejsciu. Mozna sformutowaé definicje zbioru mak-
symalnego w podany nizej sposéb lub udowodnié¢ taki lemat o wlasnosciach
zbioru maksymalnego; jest to przydatne pdzniej w dowodach truth lemma, nie
powolujemy sie wtedy w dowodzie na lemat 11 i lemat 13, ale na sama definicje
zbioru maksymalnego (lub stosowny lemat).

Zbiér maksymalny ma nastepujace wlasnosci:

1. v pelwtwpe A

2. pe Awtw p el

3. pANYvelwtwpel'igp el

4. pANYp e Awtw p € Alubyp € A

5 pVyv el wtwpel'luby el

6. pVYpeAwtwpe AipeA

7. p—oypelwtwpeAlubyp el

. op—veAwtwpeliyeA

Wtedy dowod warunkéw w truth lemma wyglada tak:

[podaj przyktady]
Twierdzenie 3 (Pelnosé) Jezeli =T = A, toI'= A€ L

DowOD: Zalézmy, ze I' = A ¢ L co oznacza, ze (I, A) jest niesprzeczna.
Zgodnie z lematem 14 istnieje jej maksymalne poszerzenie (I, A’) a zgodnie z
lematem 15 istnieje dla tej pary model, taki, ze wszystkie elementy I (a zatem
iT') sa w nim spelnione, a wszystkie elementy A’ (a zatem i A) sa tam falszywe.
Ale wtedy nie jest prawda, ze ET'= A. N
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1.6 Dowdd o eliminacji ciecia
[Uwagi o znaczeniu i naturalnosci (Cut) oraz o kwestii jego eliminowalnosci]

1.6.1 Dowo6d Gentzena

Klasyczna wersja dowodu, przedstawiona przez Gentzena, zawiera potrdjng in-
dukcje: po ilogci wystapien ciecia w dowodzie, po dtugosci cut-formuty (parametr
ten okreslany jest przez Gentzena jako grade) i po ilosci sekwentow zawieraja-
cych cut-formute i wystepujacych nad sekwentem wnioskiem tego zastosowania
(Cut). Ten ostatni parametr, rank, zdefiniujmy dokladniej:

Definicja 8 (Rank) Niech ¢ bedzie cut-formutq, a B dowolng galezig zawie-
rajgcq lewg przestanke (Cut). Rank(B) to ilos¢ weztéw w tej gatezi, w ktorych
wystepuje ¢ i ktore sq nad wnioskiem (Cut). L-rank(y) to maksymalna wartosé
rank(B), gdzie B to dowolna z gatezi zawierajgcych lewq przestankq (Cut).
R-rank(p) definiujemy analogicznie ale dla prawej przestanki.
Rank(yp)=L-rank(y) +R-rank(p).
Glebokosé danego zastosowania (Cut) to rank jego cut-formuty.

Dowdd bedzie przeprowadzony dla oryginalnej wersji RS, jednak ze wzgledu
na obecnosé kontrakcji nalezy zastapi¢ (Cut) przez jego uogodlniona wersje —
regute (Mix), okreslana takze jako (multicut):

I'=Ao¢ "= %

(Miz) = AS

gdzie k > 01 n > 0, to ilos¢ wystapien cut-formuty w lewej i prawej prze-
stance. Dlaczego (Cut) zostaje wymienione na (Mix) wyjasnimy w uwadze .. po
przedstawieniu dowodu. Teraz pokazemy, ze (Mix) jest rownowazne (Cut).

Poniewaz caly dowdd jest potréjna indukcja, wieec warto przeanalizowaé
jego ogblna strukture, aby ilos¢ detali nie przestonita nam jego sensu. Nadrzedna
indukcja przebiega po ilosci wystapien (Mix) w dowodzie. Oczywiscie w bazie
udowadniamy nietrywialny przypadek, ze (Mix) jest eliminowalny z kazdego
dowodu, w ktorym wystepuje jeden raz. Nastepnie wykazujemy, ze (Mix) jest
eliminowalny z dowodu, w ktérym wystepuje n > 1, przy zalozeniu, ze jest
eliminowalny z kazdego dowodu o mniejszej ilosci wystapien (Mix). Cala reszta
dowodu przebiega w obrebie dowodu bazy tej pierwszej indukcji. Z tego wzgledu,
i poniewaz dowod kroku indukcyjnego jest — jak zobaczymy — do$é trywialny,
eliminacja ciecia jest w literaturze czesto prezentowana jako indukcja podwojna
zastosowana do kazdego dowodu, w ktorym (Mix) wystepuje tylko raz.

Nadrzedna indukcja przebiega tutaj po dtugosci cut-formuly — w bazie wyka-
zujemy, ze jesli jest to zmienna, to z dowodu mozna wyeliminowaé to (jedyne)
wystapienie (Mix). W kroku indukcyjnym zakladamy, ze (Mix) jest elimino-
walne w kazdym przypadku, gdy dtugosé cut-formuly jest mniejsza od n > 11
wykazujemy, ze dowdd z (Mix) na cut-formule o dtugosci n mozna zastapi¢ przez
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dowod, w ktorym kazdy (Mix) jest na cut-formule krotszej (a zatem eliminowal-
ny na mocy zalozenia indukcyjnego). Tym razem to dowod kroku indukcyjnego
a nie bazy wymaga przeprowadzenia kolejnej indukcji — po glebokosci (Mix). W
bazie dowodzimy, ze ilekro¢ rank=2 (w obu przestankach cut-formuta pojawita
sie po raz pierwszy, to mozna ten dowod zastapié¢ przez dowody z cut-formutami
o mniejszej dtugosci. Dowéd kroku indukeyjnego sprowadza sie do wykazania,
ze (Mix), w ktorym (lewy lub prawy) rank > 1, mozna zastapi¢ przez (Mix) o
nizszej glebokosci, ktéry — z zalozenia indukcyjnego — jest redukowalny.

Schematycznie mozna wiec dowdd eliminacji ciecia przedstawié¢ nastepujaco:

I. Indukcja po ilosci (Mix)

1.1. Baza: W dowodzie z jednym (Mix), jest on eliminowalny

II. Indukcja po dtugosci cut-formuty

2.1. Baza: (Mix) na formule atomowej jest eliminowalny
2.2. Krok indukcyjny: Jezeli (Mix) na cut-formule o dtugosci k < n jest
eliminowalny, to jest tez eliminowalny na cut-formule o dtugosci n

III. Indukcja po gtebokosci cut-formuty

3.1. Baza: (Mix) na cut-formule o dtugosci n i o rank=2 jest
zastepowalny przez (Mix) na cut-formutach o dlugosci k < n
3.2. Krok indukcyjny: Jezeli (Mix) na cut-formule o dtugosci n ma rank

> 2, to mozna go zastapi¢ przez (Mix) o nizszej gltebokosci

Whiosek z 3.1., 3.2: (Mix) o dowolnej glebokosci na cut-formule o

dlugosci n mozna zastapi¢ przez zastosowania (Mix) na cut-formutach

o dlugoéci mniejszej

Whiosek z 2.1., 2.2: (Mix) na cut-formule o dowolnej dtugosci jest

eliminowalny

1.2. Krok indukcyjny: Jezeli (Mix) jest eliminowalny w dowodzie, w ktorym
wystepuje k < n razy, to jest eliminowalny w dowodzie, w ktérym wystepuje n
razy

Whiosek z 1.1., 1.2: (Mix) jest eliminowalne w kazdym dowodzie

[doktadny dowod]

Tlustracja punktu 3.1. Przypadek gdy cut-formuta := ¢ A ¢

fragment dowodu o postaci:
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= A =Xy p, Y, A==

= A A=
( (C)ut) D= AY A pANY,A=Z= ( )
DILA= AN E
zostaje zastapiony przez:
I'= A, O, A==
© 0P (Cut)

M=%, O.0,A= A=
TILA= A, Y =

(Cut)

[1. Dowod Dragalina z bezposrednig eliminacja cut
2. Dowody oparte na globalnych transformacjach dowodu: Curry, Buss|

1.7 Konsekwencje eliminacji ciecia

Dlaczego eliminacja ciecia jest tak wazna? Wykazanie ze RS bez tej reguly jest
systemem réwnie silnym niesie dla KRZ, a takze dla innych logik, dla ktorych
zachodzi, szereg interesujacych konsekwencji. Do najwazniejszych naleza m.in.:
niesprzeczno$é, rozstrzygalnosé, konserwatywnosé, separowalnosé i zachodzenie
twierdzenia o interpolacji.

Wiekszo$¢é wymienionych przez nas konsekwencji eliminacji ciecia jest po-
chodna tzw. wtasnosé podformut, ktora posiadaja wszystkie rozwazane przez
nas regulty RS oprocz (Cut). W asnosé¢ ta powoduje, ze RS (bez (Cut)) jest sys-
temem analitycznym. Okreslenia te sa uzywane w réznych znaczeniach, totez
nalezy je doktadniej wyjasnic.

1.7.1 Wtlasno$é podformut

Okreslenie wlasnosé podformut jest zazwyczaj uzywane w odniesieniu do syste-
moéw tablicowych, w ktérych wnioski regul sktadaja sie z podformul przestanek,
wzglednie z podformut i ich negacji. W RS mamy niejako odwrotnos¢ takiej cha-
rakterystyki; reguta posiada te wtasnosé wtedy gdy w sekwentach-przestankach
wystepuja tylko podformuty formul z sekwentu-wniosku. Latwo zauwazy¢, ze
wszystkie reguty RS oprocz (Cut) posiadaja te wlasnosé, wobec tego powiemy,
ze caly system (tj. RS bez (Cut)) posiada wtasnosé podformul. Na koniec przyj-
mijmy, ze dowod sekwentu S posiada wtasnosé podformut wtedy gdy wszystkie
sekwenty w nim wystepujace sktadaja sie tylko z podformul S. Zauwazmy, ze
jezeli system RS ma wtasnosé¢ podformut, to i kazdy dowodd w tym systemie ja
posiada, ale nie odwrotnie — wyjasnimy to ponizej.
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1.7.2 Analitycznosé

Termin analityczny uzywany jest w badaniach nad systemami dowodzenia twier-
dzenl co najmniej dwojako. W jednym ze znaczen przeciwstawia si¢ systemy
analityczne, jako te w ktorych reguly pozwalaja tylko rozbija¢ formuly na ich
czesci sktadowe, systemom syntetycznym, w ktorych reguty przeciwnie, pozwa-
laja sktada¢ formuly z podformul. Z tego punktu widzenia systemy tablicowe
bylyby systemami analitycznymi, natomiast RS bez (Cut) bylby systemem syn-
tetycznym. Jednak jezeli za podstawe kwalifikacji systemow przyjaé nie definicje
regut i dowodu w RS, ale sam fakt posiadania wtasnosci podformut, to RS bez
(Cut) jest rowniez systemem analitycznym. Jest to uzasadnione zaréwno odwra-
calnoscia regul jak i powszechng praktyka konstruowania dowodéw w RS. Otdz
w praktyce dowdd najczesciej konstruuje sie "od dotu" zaczynajac od sekwen-
tu dowodzonego i systematycznie poszukujac dla niego mozliwych przestanek.
System RS, ktory posiada wlasno$é podformut bedziemy okresla¢ jako $cisle
analityczny.

Na marginesie warto zauwazy¢, ze czesto w pracach dotyczacych sekwento-
wych formalizacji, utozsamia sie analityczno$¢ w tym sensie, z zachodzeniem
twierdzenia o eliminacji ciecia. Nie jest to uzasadnione; jest wiele systeméw dla
logik nieklasycznych, w ktorych cigcie jest eliminowalne, ale nie sa one analitycz-
ne w tym znaczeniu, gdyz nieusuwalne sg inne reguly, ktore wtasnosci podformul
nie spelniaja3.

7 drugiej strony analityczno§é mozna rozumieé szerzej, tak ze ani wlasnosé
podformut ani nawet eliminacja ciecia nie jest wymagana. Wystarczy, ze wszyst-
kie dowody konstruowane w systemie maja wlasno$¢ podformul. Generalnie
analityczno$é oznacza po prostu eliminacje indeterminizmu w poszukiwaniu ko-
lejnych krokéw konstrukeji dowodu. System $cisle analityczny dobrze spetnia te
role, ale nie jest niezbedny; wybory ograniczone do podformutl tego sekwentu,
ktorego dowdd usitujemy skonstruowaé tez gwarantuja ograniczenie przestrzeni
poszukiwarl. Zauwazmy, ze nawet (Cut) mozna ograniczy¢ do takich zastosowar.

[przyktad|

Kazde zastosowanie regulty, w ktérym przestanki zawieraja tylko podformu-
ly dowodzonego sekwentu okreslaé¢ bedziemy jako analityczne zastosowanie tej
reguly, natomiast system, w ktérym kazda regula jest stosowana analitycznie
(czyli kazdy dowdd spelia wlasno$é podformut) okreslimy jako system anali-
tyczny. Oczywiscie kazdy system $cisle analityczny jest systemem analitycznym;
dowolny system analiyuczny ale nie $cigle analityczny okre$la¢ bedziemy jako
system stabo analityczny.

3Por. dalej np. Display Calculus [], czy RS Mintsa [] dla S5
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1.8 Rozstrzygalnosé KRZ

Rozwazania nad (silng) analitycznoscia RS bez (Cut) w naturalny sposob pro-
wadza do problematyki rozstrzygalnosci.

[Ogolne rozwazania nad problematyka rozstrzygalnosci — niekonstruktywne
a konstruktywne dowody rozstrzygalnosci, warunki, ktére musi spetniaé¢ system
aby umozliwi¢ zdefiniowanie procedury rozstrzygalnej]

Przy okazji udowadniania rozstrzygalnosci dla KRZ przy uzyciu RS pokaze-
my ze z punktu widzenia automatyzacji procesu dowodzenia i jego efektywnosci
nie jest sprawa obojetna jakiej wersji RS uzyjemy. Dlatego najpierw zademon-
strujemy procedure dla LK bez (Cut) a potem pokazemy, jakie korzysci mozna
uzyska¢ przy zastapieniu LK przez inne wersje RS.

Niezaleznie od stosowanej wersji RS zasadniczy schemat pozostaje ten sam.
Dlatego zanim formalnie zdefiniujemy procedury rozstrzygalne dla KRZ opar-
te na roznych wersjach RS i skupimy sie na szczegoétach, opiszmy krotko jej
istote. Zaczynamy od dowodzonego sekwentu i konstruujemy drzewo dowodowe
stosujac reguly w porzadku odwrotnym, od sekwentu-wniosku do sekwentow-
przestanek. Poniewaz na kazdym kroku ilo§¢ wyborow jest ograniczona (skoriczo-
na ilos¢ formut zlozonych w sekwencie-wniosku) wigc mamy tutaj do czynienia
z ograniczonym niezdeterminowaniem procedury, ktory tatwo przeksztalcié w
algorytm deterministyczny, np. narzucajac porzadek wyboru zawsze od lewej
ku prawej. Pokazemy, ze w KRZ daje to zawsze drzewo skoiiczone, ktore jest
badz dowodem (kazda galaz zakoniczona lisciem, ktory jest sekwentem aksjo-
matycznym) badz umozliwia falsyfikacje sprawdzanego sekwentu (co najmniej
jedna galaz zakoriczona sekwentem atomowym, ale nie aksjomatycznym).

Powyzej uzyliSmy okreslenia "drzewo dowodowe", gdyz efekt stosowania ta-
kiej procedury nie musi da¢ dowodu. Dla potrzeb stosowania RS jako procedury
rozstrzygalnej warto wprowadzi¢ formalnie pojecie drzewa dowodowego sekwen-
tu S, ktore utatwi precyzyjne ujecie etapéw poszukiwania dowodu dla sekwentu
S oraz wykazywanie odpowiednich wtasnosci procedury. Definicja ta zgodna jest
z tym, ze w praktyce dowod najczesciej konstruuje sie "od dohu" zaczynajac od
sekwentu dowodzonego i systematycznie poszukujac dla niego mozliwych prze-
stanek.

Definicja 9 (Drzewo dowodowe sekwentu S) 1. Kazde jednoelemento-
we drzewo, ktorego wezel jest sekwentem S jest drzewem dowodowym se-
kwentu S.

2. Jezeli S’ jest nieatomowym lisciem w drzewie dowodowym sekwentu S,
to drzewo uzyskane przez dopisanie sekwentu T powyzej sekwentu S’ jest
drzewem dowodowym sekwentu S, pod warunkiem, ze T jest podstawieniem
przestanki a S’ jest podstawieniem wniosku jednej z regut jednoprzestan-
kowych.
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3. Jezeli S’ jest nieatomowym lisciem w drzewie dowodowym sekwentu S, to
drzewo uzyskane przez dopisanie sekwentow T i T’ powyzej sekwentu S’
jest drzewem dowodowym sekwentu S, pod warunkiem, ze T jest podsta-
wieniem lewej przestanki, T’ jest podstawieniem prawej przestanki, a S’
jest podstawieniem wniosku jednej z regut dwuprzestankowych.

4. Nic wiecej nie jest drzewem dowodowym sekwentu S.

Warto porownac te definicje z definicja dowodu (i dedukeji) sekwentu. Obie
sg indukcyjnymi definicjami szczegoélnego rodzaju drzew, jednak budowanymi
w rozny sposob. Definicja dowodu zaczyna od lisci i pokazuje jak doj$¢ do ko-
rzenia, natomiast definicja drzewa dowodowego zaczyna od korzenia i pokazuje
jak dojs¢ do lisci. Definicja taka jest przydatniejsza jako podstawa dla stosowa-
nia indukcji wstepujacej po galteziach konstruowanego drzewa. Zalezno$é¢ miedzy
dwoma ujeciami oddaje ponizszy:

Lemat 16 D jest dedukcjg S z X wtw D jest drzewem dowodowym sekwentu S,
w ktorym X jest podzbiorem zbioru lisci.

[dowdd]

Szczegdlnie wazne sa takie drzewa dowodowe, ktorych juz nie da sie posze-
rzy¢, nazwijmy je kompletnymi.

Definicja 10 (drzewo dowodowe kompletne) Jest to drzewo dowodowe, w
ktorym kazdy lisé jest sekwentem atomowym

Dla drzew dowodowych zachodzi wazny:

Lemat 17 Kazde drzewo dowodowe sekwentu S mozna poszerzyé do drzewa
kompletnego

[dowod — definicja algorytmu dla LK]
Prosta konsekwencja powyzszego lematu jest:

Lemat 18 Kazde kompletne drzewo dowodowe sekwentu S jest dowodem S albo
dedukcjg S z niepustego zbioru atomowych sekwentéw X.

1.8.1 Zbieznosé

Pojecie zbieznosci (ang. confluency) systemu ma sens tylko na gruncie takich
formalizacji, ktore pozwalaja na definiowanie algorytmow poszukiwania dowodu.
Dla RS mozna ta wtasnos¢ zdefinowaé nastepujaco:

Definicja 11 System RS jest zbieiny wtw, jezeli sekwent jest dowiedlny, to do-
wolne drzewo dowodowe z tym sekwentem jako korzeniem mozna poszerzyé tak,
ze uzyskamy dowdd tego sekwentu.
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Innymi stowy, bez wzgledu na to, w jakiej kolejnosci zastosujemy reguty,
prébujac konstrukeji dowodu od koiica, to i tak w rezultacie otrzymamy do-
wod, o ile sprawdzany sekwent jest dowiedlny. Systemy zbiezne sa wygodne
z punktu widzenia automatycznego dowodzenia twierdzen, gdyz nie zmuszaja
do uwzgledniania mozliwosci powrotu (backtracking) do wczesniejszych etapow
konstrukcji, jezeli dokonaliSmy po drodze "zlych" wyborow, zatem mniej ob-
ciazaja pamieé programu. Z punktu widzenia rezultatu w systemach zbieznych
nie ma ztych wyborow, cho¢ takie a nie inne wybory moga mie¢ niebanalny
wplyw na rozmiary otrzymanego dowodu.

Latwo zauwazyé, ze w procesie poszukiwania dowodu dla LK mozemy by¢
zmuszeni do wielokrotnych powrotéw i zaczynania poszukiwan dowodu od nowa.
Przyczyna braku zbieznosci LK jest wystepowanie kontrakcji, ostabiania, G-
reguly (= V) i (A =) oraz k-niezalezna regula (—=>).

[zilustruj przykladami]

Probleméw takich mozemy uniknaé jezeli procedure oprzemy na wariancie
RS-K, czyli z regutami Ketonena i k-jednolitymi. Mozna wtedy dowies¢:

Lemat 19 (zbieznos¢) Jezeli S jest dowiedlne w RS-K, to kazde drzewo do-
wodowe sekwentu S mozna poszerzyé do dowodu S w RS-K

[dowdd]

[kwestie efektywnosci — obliczanie przestrzeni poszukiwania dowodu]

1.9 Dowédd analityczny pelnosci

Zaprezentowane w poprzednim podrozdziale procedury rozstrzygalne pokazuja,
ze do problemu adekwatnosci RS bez (Cut) ozna podejs¢ w sposéb bezposredni,
tzn. zbudowaé konstruktywny dowod pelnosci. Twierdzenie o pelnosci bedzie
bezposrednig konsekwencja nastepujacego lematu:

Lemat 20 Jezeli istnieje dedukcjg S z niepustego zbioru atomowych sekwentow
X, to S jest sekwentem falsyfikowalnym.

Dla potrzeb wykazania pelnosci analitycznej wersji RS wprost (tj. bez odwo-
lywania sie do twierdzenia o pelnosci dla wersji z (Cut) i do faktu jej elimino-
walnosci), potrzebujemy nowego pojecie, ktore jest ostabieniem pojecia maksy-
malnosci. Chodzi o pojecie nasycania w dét albo saturacji. Mozna je wprowadzié¢
na dwa sposoby:

a) bezposredni:

Definicja 12 (T, A) jest (w dét) nasycony wtw:
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1. jezeli—~p €T, to p € A
jezeli—p € A, to p € T
jezeli o Ap el topel i el
jezeli o ANMp € A, to p € A lubyp € A
jezeli oV el topel luby el
jezeli oV e A, top e Aiyp e A

jezelipop — Yy el tope Alubyp €T

S R S S

L jezelip v eN topel iy e A

Uwaga. Niektorzy dodaja warunek niesprzecznosci do definicji saturacji, ma
to wplyw na prostsze sformutowanie twierdzen o istnieniu modelu, ale w przy-
padku, gdy chcemy definiowaé algorytmy szukania dowodu poprzez saturacje, to
lepiej tego nie przesadzaé, bo przeciez nie wiemy z gory, czy sprawdzany sekwent
jest dowiedlny czy nie.

b) posrednio (np. Goré []) mozna zdefiniowa¢ nasycanie poprzez pojecie do-
mkniecia na zastosowanie reguly

Definicja 13 (T, A) jest (w dot) nasycony wtw: jest niesprzeczna i ' = A jest
domkniety na ka.zdg regute

Oczywiscie najpierw trzeba zdefiniowaé pojecie domkniecia sekwentu na da-
na regule, np. w taki sposoéb:

Definicja 14 T' = A jest domkniety na regule

a) jednoprzestankowq wtw, jezeli formuta zasadnicza tej reguly nalezy do
sekwentu, to formuty poboczne tez nalezg.

b) dwuprzestankowq wtw, jezeli formuta zasadnicza tej requty nalezy do se-
kwentu, to co najmniej jedna formuta poboczna tez nalezy.

Lemat 21 (Saturacja) Jezeli I' = A €L, to istnieje nasycone (I, Y), takie,
ze:

a) (I, X) C SF(T, A)

b) Il = ¥ ¢L (jest niesprzeczny)

gdzie SF(T',A) oznacza zbior wszystkich podformul wystepujacych w for-
mutach z ' U A.

Lemat ten mozna dowie$¢ na dwa sposoby:

a) definiujemy algorytm szukania dowodu i pokazujemy, ze jezeli wezmiemy
w uzyskanym drzewie dowolng otwarta galaz, to para uogolnionych sum formut
ze wszystkich sekwentow tej galezi daje taka pare. Trzeba wykazaé ze taka para
jest nasycona i ze spelnia warunek a), natomiast warunek b) jest speliony z
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definicji (otwarta galaz). Algorytm podany w poprzednim podrozdziale spelnia
te warunki.

[pokaz]

b) Definiujemy algorytm nasycania a wykaza¢ nalezy, ze otrzymana para
spelia warunek a) i b). Zademonstrujemy te metode ponizej jednak najpierw
musimy wykaza¢ lemat o odwracalnosci regut gdyz odwotamy sie do niego w
dowodzie. Uwaga, nie mozemy wykorzysta¢ lematu o odwracalnosci regut po-
danego w podrozdziale o wariantach regul, gdyz tamten dowoéd wykorzystywat
(Cut), my natomiast chcemy sie odwota¢ do faktu, ze reguly rachunku bez cut
tez te wlasno$é posiadaja.

Lemat 22 (o odwracalnosci regul (invertibility lemma)) Dla kazdej re-
guty, jezeli wniosek ma dowdd, to przestanki tez

Dowéd indukeyjny po dtugoséci dowodu sekwentu-wniosku.

Baza: Dowdd ma dlugosé 1, zatem jest to uogolniony (Ax). Niech to bedzie
np. I''p = p, Ao A ¢, wtedy obie przestanki maja posta¢ I',p = p,A,p i
I',p = p, A, ¢ i obie sa dowiedlne. Analogicznie dla innych przypadkdow.

Zatozenie indukcyjne méwi, ze lemat zachodzi dla dowolnego dowodu wnio-
sku o dlugosci < n. Pokazujemy, ze zajdzie rowniez gdy dowoéd ma dlugosé
n.

Rozwazmy przypadek (A =). Mamy zatem dowod D dtugosci n zakoniczony
sekwentem ¢ A ,I' = A. Jezeli ostatnia regula to (A =) z ¢ A ¢ jako for-
mula zasadnicza, to wtedy po obcieciu ostatniego sekwentu z D mamy dowod
o, 0, I' = A (dlugosci n — 1). Jezeli nie, to ¢ A ¢ bylo formula parametrycz-
ng; przyktadowo, jezeli otatnio zastosowana regula byta 2-przestankowa, to D
oA, T = A’ e AP, T = A"

oA, T = A/
stanek maja dlugosé krotsza niz n, to podpadaja pod zalozenie indukcyjne.
Zatem mamy dowody sekwentow ¢, ¥, IV = A’ i p, ¢, T" = A”. Ale wtedy za
pomoca tej samej reguly 2-przestankowej, ktoéra konczyla D wydedukujemy z
nich sekwent ¢, 1, ' = A, czyli przestanke rozwazanego sekwentu. M

koniczy sie . Poniewaz dowody obu prze-

Mozemy teraz powrédcié do dowodu lematu o nasycaniu.

Definiujemy rekurencyjnie skoriczony ciag sekwentow: I'y = A, ... , '), =
A,

a) o = Ag :=T = A, jezeli nie da sie zastosowa¢ zadna regula logiczna,
to jest to poszukiwany przez nas sekwent nasycony.

b) Rozwazmy przejscie od ¢ do i+ 1, niech I'; = A; bedzie sekwentem otrzy-
manym w etapie i, ktory jest niesprzeczny. Jezeli nie da sie zastosowaé¢ zadna
reguta logiczna, to jest to poszukiwany przez nas niesprzeczny sekwent nasycony.
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W przeciwnym wypadku wybierz formute ze wzgledu, na ktora (I';, A;) nie jest
domkniety. Niech to bedzie np. p A € A, zatem I'; = A; =T, = AL, oAy i
w gre wchodzi zastosowanie reguly (= A) z przestanek I'; = AL o i T'; = Al 4.
Co najmniej jedna z nich nie ma dowodu, gdyz inaczej, wbrew zalozeniu, do-
wiedlny jest T'; = A;. Wybierz te przestanke, ktora nie ma dowodu — niech to
bedzie, np. I'; = A, ¢ i zdefiniuj ' = Ajpq := T = AL o, 0 A

Zauwazmy, ze I'; C T;11 1 A; € Ajyq, aponadto 'y = A4 jest domknie-
ta na jedna formule wiecej (p A ) niz T'; = AL

Nalezy jeszcze wykazaé, ze I';y1 = A;y1 tez jest niesprzeczne. Zaldézmy
niewprost, ze I';11 = A; 41 ma dowdd, wtedy — przez lemat o odwracalnosci —
dowdd maja obie przestanki tego sekwentu, ze wzgledu na regule (= A), czyli
dowoéd maT'; = AL, ¢, ¢, skad przez kontrakcje mamy dowdd I'; = Al o, whrew
zalozeniu o jego niesprzecznosci.

Powtarzamy te procedure az uzyskamy sekwent nasycony. Jest to proces
skoniczony, gdyz kazdy kolejny element ciggu zmniejsza ilo§é¢ formul, na ktére
'y = Ag jest niedomkniety. Warunek a) lematu jest spelniony poprzez kon-
strukcje ciagu, a b) jest spelniony, gdyz jak wykazalismy, kazdy kolejny element
ciggu dziedziczy niesprzecznosé z elementu poprzedzajacego.

Lemat 23 (truth lemma — wersja analityczna) Jezeli (I, A) jest nasyco-
ny i niesprzeczny, to istnieje model M, taki, ze:

o jezelip eI, to ME ¢
o jezelip € A, to ME ¢

DowoD: Definujemy model przyjmujac, ze 9t = Var(T') i dowodzimy, ze spelnia
warunki przez indukcje po dlugosci formul. Baza wynika z definicji. Niech ¢ :=
—\’l/}:

[zakoricz dowod]

W latwy sposéb mozna dodatkowo przeprowadzi¢ dowdd implikacji w druga
strone.

Lemat 24 Jezeli I' = A ma model falsyfikujgcy, to moze byé poszerzona do
niesprzecznego nasyconego sekwentu I = 3.

Niech 9t bedzie modelem falsyfikujacym I' = A. Przyjmijmy, ze IT = {¢ :
ME e}, aX ={p: ME ¢}. Jest oczywiste, ze IINY = & oraz, ze I CII i
A C ¥. Poréwnujac warunki nasycenia z definicja relacji spelniania F widzimy,
ze (I1, ) musi spetniaé te warunki, zatem jest nasycony i niesprzeczny. M

Zatem mamy twierdzenie:

Twierdzenie 4 ' = A ma model falsyfikujgcy, wtw moze byé poszerzona do
niesprzecznego nasyconeqo sekwentu.
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1.9.1 Pelnosé RS z analitycznym (Cut)

Na koniec pokazemy, ze mozna tez zbudowaé¢ konstruktywny dowod pelnosci
oparty na analitycznym cieciu. Oto szkic:

Zalozmy, ze I' = A ¢ L, zatem (I, A) jest niesprzeczna. Tworzymy skon-
czony liste 1, ..., wszystkich podformut I' U A i definiujemy ciag sekwentow
I'y = A()7 ey I, = An, taki, ze 'y = Ao =1 = A, a Fi+1 = Ai+1 =
T = Aj, i1, jezeli (T, A;U{@;11} jest niesprzeczna; w przeciwnym wypadku
Fiti = Ajpr =T, i1 = A,

Z lematu 12 i konstrukcji ciagu wynika, ze kazdy jego element, a w szcze-
gblnosci 'y, = A, jest niesprzeczy. Wystarczy wykazaé, ze ten sekwent jest
tez nasycony, a wtedy — przez lemat 23 mamy istnienie modelu falsyfikujacego
', = A, azarazem I = A.

Aby wykazaé nasycenie I';, = A,, wystarczy odwota¢ sie w dowodzie kazdego
warunku do faktu jego niesprzecznosci i odpowiedniego warunku z lematu 11.
Przyktadowo:

a) zalozmy, ze p Ay € T, wtedy — poprzez lemat 11 war. 5 mamy, ze ¢ ¢ A,
iy ¢ A, ale zarowno ¢ jak i ¢ — jako podformuty T'UA muszg sie w I';, = A,
znajdowaé, zatem obie naleza do T',,.

Oczywiscie procedura rozstrzygalnosci dla KRZ oparta na powyzszym do-
wodzie nie jest rownie efektywna jak procedury zaprezentowane wczesniej i opar-
te na RS $cisle analitycznym. Istnieja jednak rozstrzygalne logiki nieklasyczne
dla ktorych istnieja tylko systemy stabo analityczne, a wtedy procedury oparte
na analitycznych zastosowaniach (Cut) sa konieczne dla dowiedzenia ich roz-
strzygalno$ci w konstruktywny sposéb.

1.10 Inne konsekwencje eliminacji ciecia

[definicje 1 dowody niesprzecznosci, separowalnosci, konserwatywnosci, tw. o in-
terpolacji — metoda Maehary]

1.11 RS a inne systemy dedukcyjne

[Por6wnanie RS z dedukeja naturalna, systemami tablicowymi i rezolucja. Wy-
kazanie, ze RS mozna potraktowaé jako ogdlng rame teoretyczng dla wydefinio-
wania innych klas systemow]



