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Przybornik

Notacja:
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Przybornik

Notacja:
@ Dowolne obiekty: a, b, c, ...
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Przybornik

Notacja:
@ Dowolne obiekty: a, b, c, ...
e Zbiory: A B, C, ...
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Przybornik

Notacja:
@ Dowolne obiekty: a, b, c, ...
e Zbiory: A B, C, ...
o Relacje: R,S, T, ...
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Przybornik

Notacja:
@ Dowolne obiekty: a, b, c, ...
e Zbiory: A B, C, ...
o Relacje: R,S, T, ...
o Funkcje: f,g,h,...
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Przybornik

Notacja:

@ Dowolne obiekty: a, b, c, ...
Zbiory: A, B, C, ...
Relacje: R,S, T, ...
Funkcje: f, g, h, ...
Rodziny zbioréw: A, B,C, ...
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Przybornik

Notacja:

@ Dowolne obiekty: a, b, c, ...
Zbiory: A, B, C, ...
Relacje: R,S, T, ...
Funkcje: f, g, h, ...
Rodziny zbioréw: A, B,C, ...

X,Y,Z,... - zmienne dla obiektéw dowolnej kategorii
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Przybornik

Notacja:
@ Dowolne obiekty: a, b, c, ...
e Zbiory: A B, C, ...
o Relacje: R,S, T, ...
o Funkcje: f, g, h, ...
@ Rodziny zbioréw: A, B,C, ...

X,Y,Z,... - zmienne dla obiektéw dowolnej kategorii

{a, b} - 2-elementowy zbidr (charakteryzacja zbioru przez wyliczenie
elementdéw)

t6dz, semestr zimowy 2008/2009 2/
Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodcd 37



Zbiory

Relacje miedzy zbiorami:

€ - 2-argumentowy pierwotny predykat nalezenia do zbioru (bycia
elementem zbioru)
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Zbiory

Relacje miedzy zbiorami:
€ - 2-argumentowy pierwotny predykat nalezenia do zbioru (bycia

elementem zbioru)
np. x€A A€ A, xey, ac{a b}
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Zbiory

Relacje miedzy zbiorami:

€ - 2-argumentowy pierwotny predykat nalezenia do zbioru (bycia
elementem zbioru)
np. x€A A€ A, xey, ac{a b}

C - 2-argumentowy predykat inkluzji (zawierania, bycia podzbiorem):

t6dz, semestr zimowy 2008/2009 3/
Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodcd 37



Zbiory

Relacje miedzy zbiorami:

€ - 2-argumentowy pierwotny predykat nalezenia do zbioru (bycia
elementem zbioru)

np. x€A A€ A, xey, ac{a b}

C - 2-argumentowy predykat inkluzji (zawierania, bycia podzbiorem):

0o ACB:=Vx(xe A— x€ B)

t6dz, semestr zimowy 2008/2009 3/
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Zbiory

Relacje miedzy zbiorami:

€ - 2-argumentowy pierwotny predykat nalezenia do zbioru (bycia
elementem zbioru)
np. x€A A€ A, xey, ac{a b}

C - 2-argumentowy predykat inkluzji (zawierania, bycia podzbiorem):
0o ACB:=Vx(xe A— x€ B)
0o A=B :=Vx(x€ A+ x€ B)

t6dz, semestr zimowy 2008/2009 3/
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Zbiory

Relacje miedzy zbiorami:

€ - 2-argumentowy pierwotny predykat nalezenia do zbioru (bycia
elementem zbioru)
np. x€A A€ A, xey, ac{a b}

C - 2-argumentowy predykat inkluzji (zawierania, bycia podzbiorem):
0o ACB:=Vx(xe A— x€ B)

0o A=B :=Vx(x€ A+ x€ B)
o ACB:=ACBANA#B

t6dz, semestr zimowy 2008/2009 3/
Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodcd 37



Zbiory

Relacje miedzy zbiorami:

€ - 2-argumentowy pierwotny predykat nalezenia do zbioru (bycia
elementem zbioru)

np. x€A A€ A, xey, ac{a b}

C - 2-argumentowy predykat inkluzji (zawierania, bycia podzbiorem):
0o ACB:=Vx(xe A— x€ B)
0o A=B :=Vx(x€ A+ x€ B)
o ACB:=ACBAA#B

Uwaga: € tonie C, np. AC Aale A¢ A (chot A € {A})

t6dz, semestr zimowy 2008/2009 3/
Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodcd 37



Zbiory

Operator abstrakcji:
{x : p(x)} - zbiér tych x, ktdre spetniaja warunek ¢
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Zbiory

Operator abstrakcji:
{x : p(x)} - zbiér tych x, ktdre spetniaja warunek ¢

y € {x:p(x)} wtw ¢(y)

Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodd OGIKA || — WPROWADZENIE DO LOGIK

+6dz, semestr zimowy 2008/2009

4
37/



Zbiory

Operator abstrakcji:

{x 1 @o(x)} - zbidr tych x, ktére spetniaja warunek ¢
y € {x:p(x)} wtw ¢(y)

Zbiér pusty:

g ={x:x#x}

t6dz, semestr zimowy 2008/2009 4/
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Zbiory

Operator abstrakcji:
{x 1 p(x)} - zbidr tych x, ktére spetniaja warunek ¢

y € {x:p(x)} wtw ¢(y)

Zbidr pusty:

g ={x:x#x}

XED > xF#x

t6dz, semestr zimowy 2008/2009 4/
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Zbiory

Operator abstrakcji:

{x 1 p(x)} - zbidr tych x, ktére spetniaja warunek ¢
y € {x:e(x)} wiw ¢(y)

Zbidr pusty:
g ={x:x#x}
XED > xF#x

Warto zapamietaé:

Q Vx(x ¢ @)

t6dz, semestr zimowy 2008/2009 4 /
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Zbiory

Operator abstrakg;ji:

{x 1 p(x)} - zbidr tych x, ktére spetniaja warunek ¢
y € Ix:e(x)} wiw p(y)

Zbidr pusty:

g ={x:x#x}

XED > xF#x
Warto zapamietaé:
Q Vx(x ¢ ©)
Q@ 9 C A dla dowolnego A
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Zbiory

Operacje na zbiorach:
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Zbiory

Operacje na zbiorach:

lloczyn (przekrdj):

ANB={x:xe AAx e B}
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Zbiory

Operacje na zbiorach:

lloczyn (przekrdj):

ANB={x:xe AAx e B}

inaczej:

x€EANB+< xe AAxeB

+6dz, semestr zimowy 2008/2009 5/
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Zbiory

Operacje na zbiorach:

lloczyn (przekrdj):

ANB={x:xe AAx e B}

inaczej:

x€EANB+< xe AAxeB

Suma:

AUB={x:xe Avxe B}

t6dz, semestr zimowy 2008/2009 5/
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Zbiory

Operacje na zbiorach:

lloczyn (przekrdj):

ANB={x:xe AAx € B}

inaczej:

xeEANB < xeAAxeB
Suma:

AUB={x:x€e Avxe B}
Réznica:

A-B={x:xe AAx ¢ B}

V.

t6dz, semestr zimowy 2008/2009 5/
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Zbiory

Zbiér potegowy:
P(A)={B:BC A}
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Zbiory

Zbiér potegowy:
P(A)={B:BC A}

(inna notacja: 24)
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Zbiory

Zbiér potegowy:
P(A)={B:BC A}

(inna notacja: 24)
inaczej:

BeP(A)«+BCA

+6dz, semestr zimowy 2008/2009 6 /
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Zbiory

Zbiér potegowy:
P(A)={B:BC A}

(inna notacja: 24)
inaczej:

BeP(A) « BCA

Uwaga - warto zapamietac:
AeP(A)izeP(A)

t6dz, semestr zimowy 2008/2009 6 /
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Zbiory

Operacje uogdlnione:
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Zbiory

Operacje uogdlnione:

lloczyn rodziny zbioréw:

NA={x:VA(AC A= xecA)}={x:VAc AxcA

+6dz, semestr zimowy 2008/2009 7/
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Zbiory

Operacje uogdlnione:

lloczyn rodziny zbioréw:

NA={x:VAAec A= xecA)} ={x:VAec A x e A}
xeMAVAAc A xcA) - VAc A xeA
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Zbiory

Operacje uogdlnione:

lloczyn rodziny zbioréw:

NA={x:VAAe A—xecA)}={x:VAe A x e A}
xeMAVAAc A xcA) - VAc A xeA

Suma rodziny zbioréw:

UA={x:3AAc ANnxe A} ={x:3Ac A x € A}

t6dz, semestr zimowy 2008/2009 7/
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Zbiory

Para uporzadkowana:

(a,b) = {{a},{a b}}
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Zbiory

Para uporzadkowana:

(a,b) := {{a},{a, b}}
tréjka uporzadkowana:

(a, b, c) := ((a,b)c)
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Zbiory

Para uporzadkowana:

(a,b) := {{a},{a, b}}
tréjka uporzadkowana:
(a, b, c) := ({a, b)c)

ogdlnie — n-ka uporzadkowana:

(a1, ..oy an) = ((a1, ...y 3n—1)an)

Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodcd

t6dz, semestr zimowy 2008/2009 33 /



Zbiory

Para uporzadkowana:
(a,b) := {{a},{a b}}
tréjka uporzadkowana:
(a, b, c) := ((a,b)c)
ogdlnie — n-ka uporzadkowana:
(a1, ..oy an) = ((a1, ...y 3n—1)an)

zauwaz, ze:

dla a # b mamy {a, b} = {b,a} = {a,a,b} = {b,a, b, b, a}

t6dz, semestr zimowy 2008/2009 8 /
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Zbiory

Para uporzadkowana:
(a,b) := {{a},{a b}}
tréjka uporzadkowana:
(a, b, c) := ((a,b)c)
ogdlnie — n-ka uporzadkowana:
(a1, ..oy an) = ((a1, ...y 3n—1)an)

zauwaz, ze:
dla a # b mamy {a, b} = {b,a} = {a,a,b} = {b,a, b, b, a}
ale (a, b) # (b, a) # (a, a, b)

t6dz, semestr zimowy 2008/2009 8/
Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodcd 37



Zbiory

lloczyn Kartezjanski:
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Zbiory

lloczyn Kartezjanski:
2-giego stopnia:

Ax B={(x,y):x€e ANy € B}
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Zbiory

lloczyn Kartezjanski:
2-giego stopnia:

AxB={(x,y): x€ ANy € B}
n-tego stopnia:

Al X oo X Ap ={{x1, .., Xn) i x1 EALA .. AXp € Ap}

+6dz, semestr zimowy 2008/2009 33 /

Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodd OGIKA || — WPROWADZENIE DO LOGIK



Zbiory

lloczyn Kartezjanski:
2-giego stopnia:

AxB={(x,y):x€e ANy € B}
n-tego stopnia:
Al X o X Ap={{x1, .., Xn) 1 X1 EAL A .. A Xy € Ap}

jezeli Ay = ... = A, to piszemy zwykle A", w szczegdlnosci A® zamiast
A x A.

t6dz, semestr zimowy 2008/2009 9 /
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Relacje

Ogdlne pojecie relacji:
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Relacje

Ogdlne pojecie relacji:
R jest relacja 2-argumentowa (binarna) na zbiorach A,B wtw R C A x B
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Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i MetoddlOGIKA || — WPROWADZENIE DO LOGIK 37



Relacje

Ogdlne pojecie relacji:
R jest relacja 2-argumentowa (binarna) na zbiorach A,B wtw R C A x B

R jest relacja n-argumentowa na zbiorach Az, ..., A, wtw R C A; X ... X A,
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Relacje

Ogdlne pojecie relacji:
R jest relacja 2-argumentowa (binarna) na zbiorach A,B wtw R C A x B
R jest relacja n-argumentowa na zbiorach Az, ..., A, wtw R C A; X ... X A,

Jezeli R C A x B, to:
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Relacje

Ogdlne pojecie relacji:

R jest relacja 2-argumentowa (binarna) na zbiorach A,B wtw R C A x B
R jest relacja n-argumentowa na zbiorach Az, ..., A, wtw R C A; X ... X A,
Jezeli R C A x B, to:

o dziedzina R: D(R)={x€ A:3Jy € B,(x,y) € R}

L6dz, semestr zimowy 2008/2009 10 /
Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodcd 37



Relacje

Ogdlne pojecie relacji:

R jest relacja 2-argumentowa (binarna) na zbiorach A,B wtw R C A x B
R jest relacja n-argumentowa na zbiorach Az, ..., A, wtw R C A; X ... X A,
Jezeli R C A x B, to:

o dziedzina R: D(R)={x€ A:3Jy € B,(x,y) € R}
o przeciwdziedzina R: D,(R) ={x € B:3dy € A, (y,x) € R}

L6dz, semestr zimowy 2008/2009 10 /
Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodcd 37



Relacje

Ogdlne pojecie relacji:

R jest relacja 2-argumentowa (binarna) na zbiorach A,B wtw R C A x B
R jest relacja n-argumentowa na zbiorach Az, ..., A, wtw R C A; X ... X A,
Jezeli R C A x B, to:

o dziedzina R: D(R)={x€ A:3Jy € B,(x,y) € R}
o przeciwdziedzina R: D,(R) ={x € B:3dy € A, (y,x) € R}
Uwaga: zamiast pisaé (x, y) € R bedziemy pisa¢ R(xy) lub Rxy

L6dz, semestr zimowy 2008/2009 10 /
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Relacje

Wiasnosci relacji:

Niech R C A? a x, y, z oznaczaja dowolne elementy A:

+8dz, semestr zimowy 2008/2009 11 /
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Relacje

Wiasnosci relacji:

Niech R C A? a x, y, z oznaczaja dowolne elementy A:

przeciwzwrotno$é
przechodnios$¢
symetria
asymetria mocna
asymetria staba
euklidesowos¢
spojnosé
spojnos¢ staba

nazwa warunek

serialnos¢ Vx3dyRxy

funkcyjnosé Vxyz(Rxy A Rxz — y = z)
zwrotno$é VxRxx

Vx—Rxx

Vxyz(Rxy A Ryz — Rxz)
Vxy(Rxy — Ryx)

Vxy(Rxy — —Ryx)
Vxy(Rxy A x # y — —Ryx)
Vxyz(Rxy A Rxz — Ryz)
Vxy(Rxy V Ryx)

Vxy(Rxy V Ryx V x = y)

v

Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodcd
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Funkcje

funkcje 1-argumentowe:
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Funkcje

funkcje 1-argumentowe:

1-argumentowa funkcja (odwzorowanie, przyporzadkowanie) o dziedzinie
(zbiorze argumentéw) A i przeciwdziedzinie (zbiorze wartosci) w B

(oznaczana f : A — B), to 2-argumentowa relacja f C A x B spetniajaca
warunki:

L6dz, semestr zimowy 2008/2009 12 /
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Funkcje

funkcje 1-argumentowe:

1-argumentowa funkcja (odwzorowanie, przyporzadkowanie) o dziedzinie
(zbiorze argumentéw) A i przeciwdziedzinie (zbiorze wartosci) w B

(oznaczana f : A — B), to 2-argumentowa relacja f C A x B spetniajaca
warunki:

o vxeAElyeB<X>y> ef

L6dz, semestr zimowy 2008/2009 12 /
Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodcd 37



Funkcje

funkcje 1-argumentowe:

1-argumentowa funkcja (odwzorowanie, przyporzadkowanie) o dziedzinie
(zbiorze argumentéw) A i przeciwdziedzinie (zbiorze wartosci) w B

(oznaczana f : A — B), to 2-argumentowa relacja f C A x B spetniajaca
warunki:

o vxeAElyeB<X>y> ef
0 VXEAvy,ZGB(<X?y> € f/\ <X,Z> € f _>y = Z)

L6dz, semestr zimowy 2008/2009 12 /
Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodcd 37



Funkcje

funkcje 1-argumentowe:

1-argumentowa funkcja (odwzorowanie, przyporzadkowanie) o dziedzinie
(zbiorze argumentéw) A i przeciwdziedzinie (zbiorze wartosci) w B

(oznaczana f : A — B), to 2-argumentowa relacja f C A x B spetniajaca
warunki:

o vxeAElyeB<X>y> ef
e VXEAV 7z€B(<X?y> € f/\ <X,Z> € f _>y :Z)

Uwagal: relacje spetniajace tylko 2 warunek to funkcje czesciowe.
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Funkcje

funkcje 1-argumentowe:
1-argumentowa funkcja (odwzorowanie, przyporzadkowanie) o dziedzinie
(zbiorze argumentéw) A i przeciwdziedzinie (zbiorze wartosci) w B

(oznaczana f : A — B), to 2-argumentowa relacja f C A x B spetniajaca
warunki:

o vxEAE|y€B<X>y> ef
O VXEAV ,ZGB(<X?y> € f/\ <X72> € f _>y :Z)

Uwagal: relacje spetniajace tylko 2 warunek to funkcje czesciowe.
Uwaga2: 2 warunek umozliwia wprowadzenie notacji funkcyjnej zamiast
relacyjnej, tzn. zamiast pisa¢ (x,y) € f piszemy f(x) = y.
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Funkcje

Ogodlne pojecie funkgcji:
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Funkcje

Ogdlne pojecie funkgji:

n-argumentowa funkcja (odwzorowanie, przyporzadkowanie) o dziedzinie
(zbiorze argumentéw) A" i przeciwdziedzinie (zbiorze wartosci) w B

(oznaczana f : A” — B), to n + l-argumentowa relacja f C A" x B
spetniajaca warunki:

L6dz, semestr zimowy 2008/2009 13/
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Funkcje

Ogdlne pojecie funkgji:

n-argumentowa funkcja (odwzorowanie, przyporzadkowanie) o dziedzinie
(zbiorze argumentéw) A" i przeciwdziedzinie (zbiorze wartosci) w B

(oznaczana f : A” — B), to n + l-argumentowa relacja f C A" x B
spetniajaca warunki:

(1) vxl,.‘.,x,,EAEIyEB<X15 ---7Xna)’> ef

L6dz, semestr zimowy 2008/2009 13/
Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodcd 37



Funkcje

Ogdlne pojecie funkgji:

n-argumentowa funkcja (odwzorowanie, przyporzadkowanie) o dziedzinie
(zbiorze argumentéw) A" i przeciwdziedzinie (zbiorze wartosci) w B

(oznaczana f : A” — B), to n + l-argumentowa relacja f C A" x B
spetniajaca warunki:

(1) vxl,.‘.,x,,EAEIyEB<X15 ---7Xna)’> ef
Q V.. xeaVy zeB((X1, -, Xn, y) € F A (X1, ... Xn, 2) Ef = y = 2)
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Funkcje

Ogdlne pojecie funkgji:

n-argumentowa funkcja (odwzorowanie, przyporzadkowanie) o dziedzinie
(zbiorze argumentéw) A" i przeciwdziedzinie (zbiorze wartosci) w B
(oznaczana f : A" — B), to n+ l-argumentowa relacja f C A" x B
spetniajaca warunki:

(1) vxl,...,xneAEIyEB<X17 "'aXna.y> ef
Q V.. xeaVy zeB((X1, -, Xn, y) € F A (X1, ... Xn, 2) Ef = y = 2)

Uwagal: Oczywiscie dziedzina funkcji moze by¢ iloczynem kartezjarskim
n-tego stopnia okreslonym na réznych zbiorach (tj. A; X ... X Ap).

L6dz, semestr zimowy 2008/2009 %_3[ /
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Funkcje

Ogdlne pojecie funkgji:

n-argumentowa funkcja (odwzorowanie, przyporzadkowanie) o dziedzinie
(zbiorze argumentéw) A" i przeciwdziedzinie (zbiorze wartosci) w B
(oznaczana f : A” — B), to n + l-argumentowa relacja f C A" x B
spetniajaca warunki:

(1) vxl,...,xneAElyEB(Xlu "‘aXna.y> ef

Q V.. xeaVy zeB((X1, -, Xn, y) € F A (X1, ... Xn, 2) Ef = y = 2)
Uwagal: Oczywiscie dziedzina funkcji moze by¢ iloczynem kartezjarskim
n-tego stopnia okreslonym na réznych zbiorach (tj. A1 X ... X Ap).

Uwaga2: 2 warunek umozliwia wprowadzenie notacji funkcyjnej zamiast
relacyjnej, tzn. zamiast pisaC (xi, ..., Xn, y) € f piszemy f(x1,...,Xn) = ¥.

L6dz, semestr zimowy 2008/2009 %g /

Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodcd



Funkcje

Rodzaje funkg;ji:
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Funkcje

Rodzaje funkg;ji:
Niech f : A" — B, to f jest:
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Funkcje

Rodzaje funkgji:
Niech f : A” — B, to f jest:
o injekcja (f. réznowartosciowa, f. 1-1) wtw

Yt oooxoytyeeyn€AF(XL5 ooy Xn) = F(Y15 oy ¥Yn) = (X1, o Xn) =
(yla"'ayn>)
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Funkcje

Rodzaje funkg;ji:
Niech f : A” — B, to f jest:

o injekcja (f. réznowartosciowa, f. 1-1) wtw
Yt oooxoytyeeyn€AF(XL5 ooy Xn) = F(Y15 oy ¥Yn) = (X1, o Xn) =
(Y1, ¥n))

o surjekcja (f. na) wtw B jest przeciwdziedzina f wtw
vyelexl,..,,xneA y = f(Xl’ ---7Xn)

L6dz, semestr zimowy 2008/2009
Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodcd
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Funkcje

Rodzaje funkg;ji:
Niech f : A” — B, to f jest:

o injekcja (f. réznowartosciowa, f. 1-1) wtw
Yt oooxoytyeeyn€AF(XL5 ooy Xn) = F(Y15 oy ¥Yn) = (X1, o Xn) =
(Y1, ¥n))

o surjekcja (f. na) wtw B jest przeciwdziedzina f wtw
vyelexl,..,,anA Yy = f(Xl’ ---7Xn)

@ bijekcja wtw jest zarazem injekcja i surjekcja

L6dz, semestr zimowy 2008/2009
Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodcd
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Funkcje

Rodzaje funkgji:
Niech f : A” — B, to f jest:
o injekcja (f. réznowartosciowa, f. 1-1) wtw
Yt oooxoytyeeyn€AF(XL5 ooy Xn) = F(Y15 oy ¥Yn) = (X1, o Xn) =

(1, ¥n))
o surjekcja (f. na) wtw B jest przeciwdziedzina f wtw

vyElexl,...,x,,EA y = f(Xl’ -'-7Xn)
@ bijekcja wtw jest zarazem injekcja i surjekcja

Jezeli B = A, to f jest n-argumentowa operacja (dziataniem) w A.

L6dz, semestr zimowy 2008/2009
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Relacje

Operacje na relacjach (funkcjach):
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Relacje

Operacje na relacjach (funkcjach):

Oprécz zwyktych (zbiorowych) operacji N, U, — wazne operacje to:
konwers relacji R C A x B:
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Relacje

Operacje na relacjach (funkcjach):

Oprécz zwyktych (zbiorowych) operacji N, U, — wazne operacje to:
konwers relacji R C A x B:

Rxy wtw Ryx (R C B x A)

+8dz, semestr zimowy 2008/2009 15 /
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Relacje

Operacje na relacjach (funkcjach):

Oprécz zwyktych (zbiorowych) operacji N, U, — wazne operacje to:
konwers relacji R C A x B:

Rxy wtw Ryx (R C B x A)

ztozenie (iloczyn wzgledny, superpozycja) relacji RC Ax Bi S C B x C:

L6dz, semestr zimowy 2008/2009 15 /
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Relacje

Operacje na relacjach (funkcjach):

Oprécz zwyktych (zbiorowych) operacji N, U, — wazne operacje to:
konwers relacji R C A x B:

Rxy wtw Ryx (R C B x A)
ztozenie (iloczyn wzgledny, superpozycja) relacji RC Ax Bi S C B x C:

R o Sxy wtw 3z € B(Rxz A Szy) (RoS C A x C)

L6dz, semestr zimowy 2008/2009 15 /
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Relacje

Operacje na relacjach (funkcjach):

Oprécz zwyktych (zbiorowych) operacji N, U, — wazne operacje to:
konwers relacji R C A x B:

Rxy wtw Ryx (R C B x A)
ztozenie (iloczyn wzgledny, superpozycja) relacji RC Ax Bi S C B x C:
R o Sxy wtw 3z € B(Rxz A Szy) (RoS C A x C)

Uwaga:
1. konwers funkgcji nie musi by¢ funkcja
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Relacje

Operacje na relacjach (funkcjach):

Oprécz zwyktych (zbiorowych) operacji N, U, — wazne operacje to:
konwers relacji R C A x B:

Rxy wtw Ryx (R C B x A)
ztozenie (iloczyn wzgledny, superpozycja) relacji RC Ax Bi S C B x C:
R o Sxy wtw 3z € B(Rxz A Szy) (RoS C A x C)

Uwaga:
1. konwers funkgcji nie musi by¢ funkcja
2. przy ztozeniu funkcji f : A— B i g : B— C zamiast pisac

fog(x) =y piszemy g(f(x)) (x € A,y € C).

L6dz, semestr zimowy 2008/2009 %_5[ /
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Funkcje

Obrazy i przeciwobrazy funkgji:
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Funkcje

Obrazy i przeciwobrazy funkgji:
Niech f : A — B:

fIA] ={xe B:3y € A, x = f(y)} to obraz zbioru A’ C A przez funkcje
f

£8dz, semestr zimowy 2008/2009 16 /
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Funkcje

Obrazy i przeciwobrazy funkgji:
Niech f: A — B:

fI[A]={xe B:3y e A,x=1(y)} to obraz zbioru A’ C A przez funkcje
f

inaczej: x € f[A] wtw 3y € A, x = f(y)

£8dz, semestr zimowy 2008/2009 16 /
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Funkcje

Obrazy i przeciwobrazy funkgji:
Niech f: A — B:

fI[A]={xe B:3y e A,x=1(y)} to obraz zbioru A’ C A przez funkcje
f

inaczej: x € f[A] wtw 3y € A, x = f(y)

f~1[B'] = {x € A: f(x) € B’} to przeciwobraz zbioru B’ C B przez
funkcje f.

£8dz, semestr zimowy 2008/2009 16 /
Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodcd 37



Funkcje

Obrazy i przeciwobrazy funkcji:

Niech f : A — B:

fI[A]={xe B:3y e A,x=1(y)} to obraz zbioru A’ C A przez funkcje
f

inaczej: x € f[A] wtw Ty € A", x = f(y)

f~1[B'] = {x € A: f(x) € B’} to przeciwobraz zbioru B’ C B przez
funkcje f.

inaczej: x € f~1[B'] wtw f(x) € B’

L6dz, semestr zimowy 2008/2009 16 /
Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodcd 37



Podziat logiczny

Podziatem logicznym zbioru A nazywamy rodzine jego podzbioréw
A ={As, ..., A} gdy spetnia warunki:

+8dz, semestr zimowy 2008/2009 %; /
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Podziat logiczny

Podziatem logicznym zbioru A nazywamy rodzine jego podzbioréw
A ={As, ..., A} gdy spetnia warunki:

o adekwatnosci: A=JA=A1U...UA,
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Podziat logiczny

Podziatem logicznym zbioru A nazywamy rodzine jego podzbioréw
A ={As, ..., A} gdy spetnia warunki:

o adekwatnosci: A=JA=A1U...UA,
o roztacznosci: Vi,j < n(i # j — AiNA; = @)

+8dz, semestr zimowy 2008/2009
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Podziat logiczny

Podziatem logicznym zbioru A nazywamy rodzine jego podzbioréw
A ={As, ..., A} gdy spetnia warunki:

o adekwatnosci: A=JA=A1U...UA,

o roztacznosci: Vi,j < n(i # j — AiNA; = @)

@ niepustosci: Vi < n, A; # @

+8dz, semestr zimowy 2008/2009
Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i MetoddlOGIKA || — WPROWADZENIE DO LOGIK
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Relacje réwnowaznosciowe

Dwuargumentowa relacja R C A? jest réwnowaznoscia wtw, spetnia
nastepujace warunki:
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Relacje réwnowaznosciowe

Dwuargumentowa relacja R C A? jest réwnowaznoscia wtw, spetnia
nastepujace warunki:

© zwrotnosci: Vx, Rxx
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Relacje réwnowaznosciowe

Dwuargumentowa relacja R C A? jest réwnowaznoscia wtw, spetnia
nastepujace warunki:

© zwrotnosci: Vx, Rxx
Q symetrii: Vxy(Rxy — Ryx)
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Relacje réwnowaznosciowe

Dwuargumentowa relacja R C A? jest réwnowaznoscia wtw, spetnia
nastepujace warunki:

© zwrotnosci: Vx, Rxx
Q symetrii: Vxy(Rxy — Ryx)
@ przechodniosci: Vxyz(Rxy A Ryz — Rxz)

+8dz, semestr zimowy 2008/2009
Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodd OGIKA || — WPROWADZENIE DO LOGIK
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Relacje réwnowaznosciowe

Dwuargumentowa relacja R C A? jest réwnowaznoécia wtw, spetnia
nastepujace warunki:

@ zwrotnosci: Vx, Rxx
Q symetrii: Vxy(Rxy — Ryx)
@ przechodniosci: Vxyz(Rxy A Ryz — Rxz)

np. relacje wyrazone predykatem " jest tego samego koloru co”, " jest tego
samego ksztattu co”.

+8dz, semestr zimowy 2008/2009 18 /
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Relacje réwnowaznosciowe

Niech R bedzie réwnowaznoscia na A wtedy:

+8dz, semestr zimowy 2008/2009 %{79 /
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Relacje réwnowaznosciowe

Niech R bedzie réwnowaznoscia na A wtedy:
Q [x]r = {y : Rxy} jest klasa abstrakcji x-a wzgledem R

+8dz, semestr zimowy 2008/2009 19 /
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Relacje réwnowaznosciowe

Niech R bedzie réwnowaznoscia na A wtedy:
Q [x]r = {y : Rxy} jest klasa abstrakcji x-a wzgledem R

Q A/r ={[x]r : x € A} jest algebra ilorazowa (zbiorem wszystkich klas
abstrakgji)

+8dz, semestr zimowy 2008/2009 19 /
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Relacje réwnowaznosciowe

Zasada Abstrakgji:

Jezeli R jest relacja réownowaznosci na A, to A/g jest podziatem logicznym
A, tzn. spetnia warunki:
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Relacje réwnowaznosciowe

Zasada Abstrakgji:

Jezeli R jest relacja réwnowaznosci na A, to A/ jest podziatem logicznym
A, tzn. spetnia warunki:

o adekwatnosci: A= JAr

+8dz, semestr zimowy 2008/2009 20 /
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Relacje réwnowaznosciowe

Zasada Abstrakgji:

Jezeli R jest relacja réwnowaznosci na A, to A/ jest podziatem logicznym
A, tzn. spetnia warunki:

o adekwatnosci: A= JAr
o roztacznosci: Vx,y € A([x]r # [¥lr — [x]r N [y]r = @)
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Relacje réwnowaznosciowe

Zasada Abstrakgji:

Jezeli R jest relacja réwnowaznosci na A, to A/ jest podziatem logicznym
A, tzn. spetnia warunki:

o adekwatnosci: A= JAr

e roztacznosci: Vx,y € A([x]r # [y]r = [X]lr N [y]r = @)
@ niepustosci: Vx € A, [x]g # @

+8dz, semestr zimowy 2008/2009 20 /
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Relacje réwnowaznosciowe

Tw odwrotne do zasady abstrakgji:
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Relacje réwnowaznosciowe

Tw odwrotne do zasady abstrakcji:

Jezeli A jest podziatem logicznym zbioru A, to mozna utworzy¢ na nim
relacje réwnowaznosci zdefiniowana nastepujaco:
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Relacje réwnowaznosciowe

Tw odwrotne do zasady abstrakcji:

Jezeli A jest podziatem logicznym zbioru A, to mozna utworzy¢ na nim
relacje réwnowaznosci zdefiniowana nastepujaco:

Rxy wtw JA, € A(x € A, Ay € Ap)

+8dz, semestr zimowy 2008/2009 21 /
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Relacje réwnowaznosciowe

Tw odwrotne do zasady abstrakcji:

Jezeli A jest podziatem logicznym zbioru A, to mozna utworzy¢ na nim
relacje réwnowaznosci zdefiniowana nastepujaco:

Rxy wtw JA, € A(x € A, Ay € Ap)

Inny sposéb otrzymywania relacji rdwnowaznosciowych:
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Relacje réwnowaznosciowe

Tw odwrotne do zasady abstrakcji:

Jezeli A jest podziatem logicznym zbioru A, to mozna utworzy¢ na nim
relacje réwnowaznosci zdefiniowana nastepujaco:

Rxy wtw JA, € A(x € A, Ay € Ap)

Inny sposéb otrzymywania relacji rdwnowaznosciowych:
Niech f C A x B, wtedy relacja Kerf zdefiniowana nastepujaco:
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Relacje réwnowaznosciowe

Tw odwrotne do zasady abstrakgji:

Jezeli A jest podziatem logicznym zbioru A, to mozna utworzy¢ na nim
relacje réwnowaznosci zdefiniowana nastepujaco:

Rxy wtw JA, € A(x € A, Ay € Ap)

Inny sposéb otrzymywania relacji rdwnowaznosciowych:
Niech f C A x B, wtedy relacja Kerf zdefiniowana nastepujaco:

Rxy wtw f(x) = f(y)

L6dz, semestr zimowy 2008/2009 21 /
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Relacje réwnowaznosciowe

Tw odwrotne do zasady abstrakgji:

Jezeli A jest podziatem logicznym zbioru A, to mozna utworzy¢ na nim
relacje réwnowaznosci zdefiniowana nastepujaco:

Rxy wtw JA, € A(x € A, Ay € Ap)

Inny sposéb otrzymywania relacji rdwnowaznosciowych:
Niech f C A x B, wtedy relacja Kerf zdefiniowana nastepujaco:

Rxy wtw f(x) = f(y)

jest réwnowaznoscia na A.
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Relacje porzadkujace

Wybrane rodzaje relacji porzadkujacych:
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Relacje porzadkujace

Wybrane rodzaje relacji porzadkujacych:

@ R jest quasi-porzadkiem wtw jest zwrotna i przechodnia
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Relacje porzadkujace

Wybrane rodzaje relacji porzadkujacych:
@ R jest quasi-porzadkiem wtw jest zwrotna i przechodnia

@ R jest czeSciowym porzadkiem wtw jest quasi-porzadkiem (stabo)
asymetrycznym:
Vxy(x #y — (Rxy — —Ryx))

+8dz, semestr zimowy 2008/2009 22 /
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Relacje porzadkujace

Wybrane rodzaje relacji porzadkujacych:

@ R jest quasi-porzadkiem wtw jest zwrotna i przechodnia

@ R jest czeSciowym porzadkiem wtw jest quasi-porzadkiem (stabo)
asymetrycznym:
Vxy(x # y = (Rxy = =Ryx))

@ R jest liniowym porzadkiem wtw jest czesSciowym porzadkiem
(mocno) spéjnym:
Vxy(Rxy V Ryx)

L6dz, semestr zimowy 2008/2009
Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodcd
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Relacje porzadkujace

Wybrane rodzaje relacji porzadkujacych:
@ R jest quasi-porzadkiem wtw jest zwrotna i przechodnia
@ R jest czeSciowym porzadkiem wtw jest quasi-porzadkiem (stabo)
asymetrycznym:
Vxy(x # y = (Rxy = =Ryx))
@ R jest liniowym porzadkiem wtw jest czesSciowym porzadkiem
(mocno) spéjnym:
Vxy(Rxy V Ryx)
np. < na zbiorze liczb naturalnych jest liniowym porzadkiem. Relacja
wyrazona predykatem " jest niegtupszy od” lub "jest co najmniej réwnie
inteligentny co” jest liniowym porzadkiem w zbiorze ludzi.

L6dz, semestr zimowy 2008/2009
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Relacje porzadkujace

Wybrane rodzaje relacji porzadkujacych:
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Relacje porzadkujace

Wybrane rodzaje relacji porzadkujacych:
@ R jest Scistym czeSciowym porzadkiem wtw jest przechodnia i
(mocno) asymetryczna:
Vxy(Rxy — —Ryx))

+8dz, semestr zimowy 2008/2009 %; /
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Relacje porzadkujace

Wybrane rodzaje relacji porzadkujacych:
@ R jest Scistym czeSciowym porzadkiem wtw jest przechodnia i
(mocno) asymetryczna:
Vxy(Rxy — —Ryx))
@ R jest Scistym liniowym porzadkiem wtw jest Scistym czesciowym
porzadkiem (stabo) spdjnym:
Vxy(x #y — (Rxy V Ryx))

L6dz, semestr zimowy 2008/2009
Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodcd
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Relacje porzadkujace

Wybrane rodzaje relacji porzadkujacych:
@ R jest Scistym czeSciowym porzadkiem wtw jest przechodnia i
(mocno) asymetryczna:
Vxy(Rxy — —Ryx))
@ R jest Scistym liniowym porzadkiem wtw jest Scistym czesciowym
porzadkiem (stabo) spdjnym:
Vxy(x #y — (Rxy V Ryx))

Uwaga: kazdy Scisty porzadek jest tez przeciwzwrotny: Vx, =Rxx

L6dz, semestr zimowy 2008/2009
Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodcd
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Relacje porzadkujace

Wybrane rodzaje relacji porzadkujacych:
@ R jest Scistym czeSciowym porzadkiem wtw jest przechodnia i
(mocno) asymetryczna:
Vxy(Rxy — —Ryx))
@ R jest Scistym liniowym porzadkiem wtw jest Scistym czesciowym
porzadkiem (stabo) spdjnym:
Vxy(x #y — (Rxy V Ryx))

Uwaga: kazdy Scisty porzadek jest tez przeciwzwrotny: Vx, =Rxx

np. < na zbiorze liczb naturalnych jest scistym liniowym porzadkiem, a
relacja wyrazona predykatem " jest wyzszy od” w zb. ludzi jest Scistym
czesciowym porzadkiem.
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Relacje porzadkujace

Relacje porzadkujace i scisle porzadkujace:

Relacje porzadkujace bedziemy oznaczali symbolem =< a Scisle
porzadkujace <

+8dz, semestr zimowy 2008/2009 24 /
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Relacje porzadkujace

Relacje porzadkujace i scisle porzadkujace:

Relacje porzadkujace bedziemy oznaczali symbolem =< a Scisle
porzadkujace <

Kazda relacja < indukuje <:

X<ywtwx X yAx#y
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Relacje porzadkujace

Relacje porzadkujace i scisle porzadkujace:

Relacje porzadkujace bedziemy oznaczali symbolem =< a Scisle
porzadkujace <

Kazda relacja < indukuje <:

X<ywtwx X yAx#y

Kazda relacja < indukuje =<:

X2ywtwx <yVx=y )

+8dz, semestr zimowy 2008/2009 24 /
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Relacje porzadkujace

Elementy wyréznione:

Niech (A, <) bedzie zb. cz. uporzadkowanym i a € A, to:
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Relacje porzadkujace

Elementy wyrdznione:

Niech (A, <) bedzie zb. cz. uporzadkowanym i a € A, to:

o a jest elementem =<-najwiekszym wtw Vx € A, x X a

+8dz, semestr zimowy 2008/2009 g; /
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Relacje porzadkujace

Elementy wyrdznione:
Niech (A, =) bedzie zb. cz. uporzadkowanym i a € A, to:

o a jest elementem =<-najwiekszym wtw Vx € A, x X a

@ a jest elementem =<-najmniejszym wtw Vx € A ja = x

+8dz, semestr zimowy 2008/2009 %; /

Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodcd



Relacje porzadkujace

Elementy wyrdznione:

Niech (A, =) bedzie zb. cz. uporzadkowanym i a € A, to:

o a jest elementem =<-najwiekszym wtw Vx € A, x X a
@ a jest elementem =-najmniejszym wtw Vx € A, a < x

o a jest elementem =<-maksymalnym wtw
Vx € A,ma < x(-3x € Aja < x)

L6dz, semestr zimowy 2008/2009
Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodcd
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Relacje porzadkujace

Elementy wyrdznione:

Niech (A, =) bedzie zb. cz. uporzadkowanym i a € A, to:

o a jest elementem =<-najwiekszym wtw Vx € A, x X a
@ a jest elementem =-najmniejszym wtw Vx € A, a < x
o a jest elementem =<-maksymalnym wtw

Vx € A,ma < x(-3x € Aja < x)
@ a jest elementem =<-minimalnym wtw

Vx € A,~x < a(-3dx € A,x < a)

L6dz, semestr zimowy 2008/2009
Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodcd
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Relacje porzadkujace

Elementy wyrdznione:
Niech (A, =) bedzie zb. cz. uporzadkowanym i a € A, to:

o a jest elementem =<-najwiekszym wtw Vx € A, x X a
@ a jest elementem =-najmniejszym wtw Vx € A, a < x

o a jest elementem =<-maksymalnym wtw
Vx € A,ma < x(-3x € Aja < x)

@ a jest elementem =<-minimalnym wtw
Vx € A,~x < a(-3dx € A,x < a)

Uwaga: elementy najwieksze (najmniejsze) sa jedyne (jezeli sa) podczas
gdy elementéw maksymalnych (minimalnych) moze by¢ wiele. Element
najwiekszy (najmniejszy) jest zarazem maksymalny (minimalny).
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Relacje porzadkujace

Elementy wyrdznione:
Niech (A, <) bedzie zb. cz. uporzadkowanym B C Ai a € A, to:
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Relacje porzadkujace

Elementy wyréznione:
Niech (A, <) bedzie zb. cz. uporzadkowanym B C Ai a € A, to:

@ a jest ograniczeniem gérnym B wtw Vx € B, x < a

+8dz, semestr zimowy 2008/2009 gg /
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Relacje porzadkujace

Elementy wyrdznione:
Niech (A, <) bedzie zb. cz. uporzadkowanym B C Ai a € A, to:

@ a jest ograniczeniem gérnym B wtw Vx € B, x < a

@ a jest ograniczeniem dolnym B wtw Vx € B;a < x

+8dz, semestr zimowy 2008/2009 26 /
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Relacje porzadkujace

Elementy wyrdznione:
Niech (A, <) bedzie zb. cz. uporzadkowanym B C Ai a € A, to:

@ a jest ograniczeniem gérnym B wtw Vx € B, x < a

@ a jest ograniczeniem dolnym B wtw Vx € B;a < x

@ a jest kresem gérnym (supremum) B (a = supB) wtw a jest
najmniejszym ograniczeniem gérnym B (tzn.
Vx € AWy € B,y < x — a < x)

L6dz, semestr zimowy 2008/2009
Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodcd
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Relacje porzadkujace

Elementy wyrdznione:
Niech (A, <) bedzie zb. cz. uporzadkowanym B C Ai a € A, to:

@ a jest ograniczeniem gérnym B wtw Vx € B, x < a

@ a jest ograniczeniem dolnym B wtw Vx € B;a < x

@ a jest kresem gérnym (supremum) B (a = supB) wtw a jest
najmniejszym ograniczeniem gérnym B (tzn.
Vx € AWy € B,y < x — a < x)

o a jest kresem dolnym (infimum) B (a = infB) wtw a jest najwiekszym
ograniczeniem dolnym B (tzn. Vx € A(Vy € B,x Xy — x < a)

v
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Struktury Relacyjne

Struktury relacyjne maja postac:
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Struktury Relacyjne

Struktury relacyjne maja postac:
M = (D, Rl, asog) Rj, ﬂ, asog) fk, Gilg coos Cn>,
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Struktury Relacyjne

Struktury relacyjne maja postac:

Qﬁ = (D, Rl, ceey Rj, ﬂ, ceey fk, Cil g caog) Cn>,
gdzie:

@ D to niepusta dziedzina (nosnik)

+8dz, semestr zimowy 2008/2009
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Struktury Relacyjne

Struktury relacyjne maja postac:
M = (D, Rl, ceey Rj, ﬂ, ceey fk, Cly.eey Cn>,
gdzie:

@ D to niepusta dziedzina (nosnik)

@ Ri,...,R; to relacje na D

+8dz, semestr zimowy 2008/2009
Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodd OGIKA || — WPROWADZENIE DO LOGIK
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Struktury Relacyjne

Struktury relacyjne maja postac:
M= (D,Ry,....R;, fi, ..., fx,c1, ..., Cn),
gdzie:
@ D to niepusta dziedzina (nosnik)
@ Ri,...,R; to relacje na D

o fi,..., fx to funkcje (operacje, dziatania) na D

+8dz, semestr zimowy 2008/2009
Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodcd
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Struktury Relacyjne

Struktury relacyjne maja postac:
M = (D, Ry, ... Rj, iy ooy Fies CLy ooy G,
gdzie:
@ D to niepusta dziedzina (nosnik)
@ Ri,...,R; to relacje na D
o fi,..., fx to funkcje (operacje, dziatania) na D

@ cf,..., ) to wybrane elementy D

+8dz, semestr zimowy 2008/2009 %; /

Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodcd



Struktury Relacyjne

Struktury relacyjne maja postac:
M = (D, Ry, ... Rj, iy ooy Fies CLy ooy G,
gdzie:
@ D to niepusta dziedzina (nosnik)
@ Ri,...,R; to relacje na D
o fi,..., fx to funkcje (operacje, dziatania) na D
o

ci, -, €y to wybrane elementy D

Struktury z j = 0 to algebry abstrakcyjne.
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Przyktady algebr

Teoria grup:
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Przyktady algebr

Teoria grup:
Grupa nazywamy algebre 2 = (D, -, 1) spetniajaca warunki:
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Przyktady algebr

Teoria grup:
Grupa nazywamy algebre 2 = (D, -, 1) spetniajaca warunki:
(G1) x,y,z(x-(y-2)=(x-y) 2)

(G2) Vx(1-x=x)
(G3) V¥x3dy(y-x=1)

+8dz, semestr zimowy 2008/2009 28 /
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Przyktady algebr

Teoria grup:
Grupa nazywamy algebre 2 = (D, -, 1) spetniajaca warunki:

(G1) Vx,y,z(x-(y-2) = (x-y)-2)
(G2) Vx(1-x=x)
(G3) V¥x3dy(y-x=1)

Po dodaniu:

(G4) ¥x,y(x-y =y x)

+8dz, semestr zimowy 2008/2009 28 /
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Przyktady algebr

Teoria grup:
Grupa nazywamy algebre 2 = (D, -, 1) spetniajaca warunki:

(G1) Vx,y,z(x-(y-z)=(x"y)-2)
(G2) Vx(1-x=x)
(G3) V¥x3dy(y-x=1)

Po dodaniu:

(G4) ¥x,y(x-y =y x)

otrzymujemy grupy przemienne (Abelowe).

L6dz, semestr zimowy 2008/2009 28 /
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Przyktady algebr

Teoria krat:
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Przyktady algebr

Teoria krat:
Krata nazywamy algebre 20 = (D, 1, 1) spetniajaca warunki:
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Przyktady algebr

Teoria krat:
Krata nazywamy algebre 20 = (D, 1, 1) spetniajaca warunki:

(K1) ¥x(xMx=x) Vx(x U x = x)

(K2) ¥x,y(xMy=yMx) Vx,y(x Uy =y Ux)

(K3) ¥x,y,z(xM(yMNz)= Vx,y,z(xU(yUz)=
(xMy)nz) (xUy)Uz)

(K4) V¥x,y(xMN(xUy)=x) Vx,y(xU(xMy)=x)
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Przyktady algebr

Algebry Boole'a:
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Przyktady algebr

Algebry Boole'a:

Algebra Boole'a nazywamy algebre 20 = (D, —, 11, LI, 1,0) spetniajaca dla M
i L warunki kratowe oraz:
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Przyktady algebr

Algebry Boole'a:

Algebra Boole'a nazywamy algebre 20 = (D, —, 11, LI, 1,0) spetniajaca dla M
i LI warunki kratowe oraz:

(Bl) Vx,y,z(xM(yUz)= V¥x,y,z(xU(yMNz)=

(xNy)U(xnz)) (xUy)n(xUz))
(B2) Vx(0Ux=x) Vx(0Mx =0)
(B3) Vx(1ux=1) Vx(1Mx = x)
(B4) Vx(xU—x=1) Vx(x M —x = 0)
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Morfizmy

Struktury podobne:
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Morfizmy

Struktury podobne:
Niech
M = <D, R]_, 0005 Rj, ﬁ_, 0005 fk, Gl coog C,,>,
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Morfizmy

Struktury podobne:

Niech
M = <D7 Ly voos Rja ﬁ.a co0g fk) Cly-eey Cn>v
i

!/ __ / / / ! ! / /
m' = (D,Rl,...,RJ-,fl,...7 s Cly -ovy Cp)

n
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Morfizmy

Struktury podobne:

Niech

M = <D, Rl, <oy Rj, fl, <oy fk, Gl coog Cn>,
i

m' = (D', R{,...,Rj{,fl’,..., > Ly +evy Cp)
maja tyle samo relacji i funkcji o takiej samej argumentowosci oraz
obiektéw wyréznionych, wtedy sa strukturami podobnymi (algebrami

podobnymi jezeli j = 0).
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Morfizmy

Morfizmy:
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Morfizmy

Morfizmy:

Niech 9t i 9 beda strukturami podobnymi, odwzorowanie h: D — D’
jest homomorfizmem z M w M’ (inaczej h € Hom(I, M')) wiw:
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Morfizmy

Morfizmy:

Niech 9t i 9 beda strukturami podobnymi, odwzorowanie h: D — D’
jest homomorfizmem z M w M’ (inaczej h € Hom(I, M')) wiw:

Q Vi < n(c; = h(ci))

L6dz, semestr zimowy 2008/2009 32 /
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Morfizmy

Morfizmy:

Niech 9t i 9 beda strukturami podobnymi, odwzorowanie h: D — D’
jest homomorfizmem z M w M’ (inaczej h € Hom(I, M')) wiw:
Q Vi < n(c/ = h(ci))

Q Vi < kYoo sscn(h(Fi(x1, o x0)) = F/(h(x1), - h(x0))), glzie n to
argumentowos¢ f; (i f/)

L6dz, semestr zimowy 2008/2009 32 /
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Morfizmy

Morfizmy:

Niech 9t i 9 beda strukturami podobnymi, odwzorowanie h: D — D’
jest homomorfizmem z M w M’ (inaczej h € Hom(I, M')) wiw:
O Vi < n(c; = h(ci))
Q Vi < kY, pealh(fi(xi, ..., xn)) = f/(h(x1), ..., h(xn))), gdzie n to
argumentowos¢ f; (i f/)

© Vi < J\ Yo poea((61s o Xe) € Ri = (A(30), s h(a)) € R, idzie
to argumentowos¢ R; (i Rf)
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Morfizmy

Morfizmy:

Niech 9t i 9 beda strukturami podobnymi, odwzorowanie h: D — D’
jest homomorfizmem z M w M’ (inaczej h € Hom(I, M')) wiw:
@ Vi < n(c; = h(c))
Q Vi < kY, pealh(fi(xi, ..., xn)) = f/(h(x1), ..., h(xn))), gdzie n to
argumentowos¢ f; (i f/)
O Vi < .Y socal(xts s Xa) € Re = (1), s h(3n)) € RY), gdzie m
to argumentowos¢ R; (i Rf)

Uwaga: jezeli war. (3) wzmocnimy do réwnowaznosci, to mamy silny
homomorfizm (w (1) i (2) nic sie nie zmienia).

L6dz, semestr zimowy 2008/2009
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Morfizmy

Rodzaje morfizmoéw:
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Morfizmy

Rodzaje morfizmoéw:

Niech h € Hom(9, 9") bedzie silnym homomorfizmem, wtedy h jest:
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Morfizmy

Rodzaje morfizmoéw:

Niech h € Hom(9, 9") bedzie silnym homomorfizmem, wtedy h jest:

@ monomorfizmem (zanurzeniem) wtw h jest injekcja
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Morfizmy

Rodzaje morfizmoéw:
Niech h € Hom(9, 9") bedzie silnym homomorfizmem, wtedy h jest:

@ monomorfizmem (zanurzeniem) wtw h jest injekcja

@ epimorfizmem wtw h is surjekcja
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Morfizmy

Rodzaje morfizmoéw:
Niech h € Hom(9, 9") bedzie silnym homomorfizmem, wtedy h jest:
@ monomorfizmem (zanurzeniem) wtw h jest injekcja

@ epimorfizmem wtw h is surjekcja

@ izomorfizmem wtw h jest bijekcja
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Morfizmy

Rodzaje morfizmoéw:
Niech h € Hom(9, 9") bedzie silnym homomorfizmem, wtedy h jest:

@ monomorfizmem (zanurzeniem) wtw h jest injekcja
@ epimorfizmem wtw h is surjekcja

@ izomorfizmem wtw h jest bijekcja

Uwaga: jezeli h € Hom(9t, 1) (odwzorowanie w te sama strukture) to
nazywamy go endomorfizmem w 9; jezeli jest to izomorfizm, to méwimy
o automorfizmie.

Przyktadem homomorfizmu jest dowolna valuacja dla KRZ, a
endomorfizmu operacja podstawiania.

L6dz, semestr zimowy 2008/2009 g}l /

Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodcd



Inne wyniki

Twierdzenie o izomorfizmie:

Niech 9t = 9 oznacza izomorfizm 2 struktur. tatwo sprawdzi¢, ze

relacja & jest réwnowaznoscia (zwrotna, przechodnia, symetryczna) i ze
dowolne struktury izomorficzne sa réwnoliczne.
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Inne wyniki

Twierdzenie o izomorfizmie:

Niech 9t = 9 oznacza izomorfizm 2 struktur. tatwo sprawdzi¢, ze
relacja & jest réwnowaznoscia (zwrotna, przechodnia, symetryczna) i ze
dowolne struktury izomorficzne sa réwnoliczne.

Twierdzenie: Jezeli h ustala 9 = 9 a v jest dowolna waluacja w 9, to:
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Inne wyniki

Twierdzenie o izomorfizmie:

Niech 9t = 9 oznacza izomorfizm 2 struktur. tatwo sprawdzi¢, ze
relacja & jest réwnowaznoscia (zwrotna, przechodnia, symetryczna) i ze
dowolne struktury izomorficzne sa réwnoliczne.

Twierdzenie: Jezeli h ustala 9 = 9 a v jest dowolna waluacja w 9, to:

Q h(I(7)) = Inw)(7), gdzie Iy,)(7) jest interpretacja 7 w I
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Inne wyniki

Twierdzenie o izomorfizmie:

Niech 9t = 9 oznacza izomorfizm 2 struktur. tatwo sprawdzi¢, ze
relacja & jest réwnowaznoscia (zwrotna, przechodnia, symetryczna) i ze
dowolne struktury izomorficzne sa réwnoliczne.

Twierdzenie: Jezeli h ustala 9 = 9 a v jest dowolna waluacja w 9, to:

Q h(I(7)) = Inw)(7), gdzie Iy,)(7) jest interpretacja 7 w I
Q M, vEpwtw M h(v)Ep
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Inne wyniki

Twierdzenie o izomorfizmie:

Niech 9t = 9 oznacza izomorfizm 2 struktur. tatwo sprawdzi¢, ze
relacja & jest réwnowaznoscia (zwrotna, przechodnia, symetryczna) i ze
dowolne struktury izomorficzne sa réwnoliczne.

Twierdzenie: Jezeli h ustala 9 = 9 a v jest dowolna waluacja w 9, to:

Q h(I(7)) = Inw)(7), gdzie Iy,)(7) jest interpretacja 7 w I
Q M, vEpwtw M h(v)Ep
Q@ E(MM) = E(MM)
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Twierdzenie o izomorfizmie:

Przyktad struktur izomorficznych:
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Twierdzenie o izomorfizmie:

Przyktad struktur izomorficznych:
N=(N,=,<,s,+,0), gdzie N to zb. |. naturalnych i
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Twierdzenie o izomorfizmie:

Przyktad struktur izomorficznych:

N=(N,=,<,s,+,0), gdzie N to zb. |. naturalnych i
B=(P,=,<,s',+,0), gdzie P to zb. |. parzystych a s’ jest zdefiniowane

nastepujaco:

+8dz, semestr zimowy 2008/2009 35 /
Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodcd 37



Twierdzenie o izomorfizmie:

Przyktad struktur izomorficznych:

N=(N,=,<,s,+,0), gdzie N to zb. |. naturalnych i
B=(P,=,<,s',+,0), gdzie P to zb. |. parzystych a s’ jest zdefiniowane
nastepujaco:

s'(x)=x+2.
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Twierdzenie o izomorfizmie:

Przyktad struktur izomorficznych:

N=(N,=,<,s,+,0), gdzie N to zb. |. naturalnych i
B=(P,=,<,s',+,0), gdzie P to zb. |. parzystych a s’ jest zdefiniowane
nastepujaco:

s'(x)=x+2.

h(x) = 2x ustala 9t = B, gdyz jest bijekcja i spetnia warunki silnego
homomorfizmu, tzn:
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Twierdzenie o izomorfizmie:

Przyktad struktur izomorficznych:

N=(N,=,<,s,+,0), gdzie N to zb. |. naturalnych i
B=(P,=,<,s',+,0), gdzie P to zb. |. parzystych a s’ jest zdefiniowane
nastepujaco:

s'(x)=x+2.

h(x) = 2x ustala 9t = B, gdyz jest bijekcja i spetnia warunki silnego
homomorfizmu, tzn:

o x =y wtw 2x = 2y (tj. h(x) = h(y))
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Twierdzenie o izomorfizmie:

Przyktad struktur izomorficznych:

N=(N,=,<,s,+,0), gdzie N to zb. |. naturalnych i
B=(P,=,<,s',+,0), gdzie P to zb. |. parzystych a s’ jest zdefiniowane
nastepujaco:

s'(x) =x+2.

h(x) = 2x ustala 9t = B, gdyz jest bijekcja i spetnia warunki silnego
homomorfizmu, tzn:

o x =y wtw 2x = 2y (tj. h(x) = h(y))
0 X <y wtw 2x < 2y
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Twierdzenie o izomorfizmie:

Przyktad struktur izomorficznych:

N=(N,=,<,s,+,0), gdzie N to zb. |. naturalnych i
B=(P,=,<,s',+,0), gdzie P to zb. |. parzystych a s’ jest zdefiniowane
nastepujaco:
s'(x) =x+2.
h(x) = 2x ustala 9t = B, gdyz jest bijekcja i spetnia warunki silnego
homomorfizmu, tzn:

o x =y wtw 2x = 2y (tj. h(x) = h(y))

0 X <y wtw 2x < 2y

o h(s(x)) =s'(h(x)) (tj. 2s(x) =2(x +1) =2x +2 = s'(2x))
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Twierdzenie o izomorfizmie:

Przyktad struktur izomorficznych:

N=(N,=,<,s,+,0), gdzie N to zb. |. naturalnych i
B=(P,=,<,s',+,0), gdzie P to zb. |. parzystych a s’ jest zdefiniowane
nastepujaco:
s'(x) =x+2.
h(x) = 2x ustala 9t = B, gdyz jest bijekcja i spetnia warunki silnego
homomorfizmu, tzn:

o x =y wtw 2x = 2y (tj. h(x) = h(y))

0 X <y wtw 2x < 2y

o h(s(x)) =s'(h(x)) (tj. 2s(x) =2(x +1) =2x +2 = s'(2x))

o h(x+y)=h(x)+ h(y) (tj- 2(x +y) = 2x +2y)
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Twierdzenie o izomorfizmie:

Przyktad struktur izomorficznych:
N=(N,=,<,s,+,0), gdzie N to zb. |. naturalnych i
B=(P,=,<,s',+,0), gdzie P to zb. |. parzystych a s’ jest zdefiniowane
nastepujaco:
s'(x) =x+2.
h(x) = 2x ustala 9t = B, gdyz jest bijekcja i spetnia warunki silnego
homomorfizmu, tzn:

o x =y wtw 2x = 2y (tj. h(x) = h(y))

0 X <y wtw 2x < 2y

o h(s(x)) =s'(h(x)) (tj. 2s(x) =2(x +1) =2x +2 = s'(2x))

o h(x+y)=h(x)+ h(y) (tj- 2(x +y) = 2x +2y)

e h(0) =0 (tj. 20=0)
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Twierdzenie o izomorfizmie:

Przyktad struktur nieizomorficznych:
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Twierdzenie o izomorfizmie:

Przyktad struktur nieizomorficznych:

Twierdzenie o izomorfizmie daje kryterium odréznienia struktur
nieizomorficznych (choé réwnolicznych).
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Twierdzenie o izomorfizmie:

Przyktad struktur nieizomorficznych:
Twierdzenie o izomorfizmie daje kryterium odréznienia struktur

nieizomorficznych (choé réwnolicznych).
Aby wykazaé, ze M i M’ nie sa izomorficzne nalezy skonstruowaé takie ¢,

ze

ME @ ale M E

Przyktad:
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Twierdzenie o izomorfizmie:

Przyktad struktur nieizomorficznych:

Twierdzenie o izomorfizmie daje kryterium odréznienia struktur
nieizomorficznych (choé réwnolicznych).
Aby wykazaé, ze M i M’ nie sa izomorficzne nalezy skonstruowaé takie ¢,

ze
ME @ ale M E

Przyktad:
N nie jest izomorficzne z € (I. catkowite) gdyz
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Twierdzenie o izomorfizmie:

Przyktad struktur nieizomorficznych:

Twierdzenie o izomorfizmie daje kryterium odréznienia struktur
nieizomorficznych (choé réwnolicznych).
Aby wykazaé, ze M i M’ nie sa izomorficzne nalezy skonstruowaé takie ¢,

ze
ME @ ale M E

Przyktad:
N nie jest izomorficzne z € (I. catkowite) gdyz

MEIxVy(x £y = x <y) ale
CEIXVy(x#y = x<y)
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Twierdzenie o izomorfizmie:

Struktury izomorficzne a nieodréznialnos¢ teorii:
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Twierdzenie o izomorfizmie:

Struktury izomorficzne a nieodréznialnos¢ teorii:

Twierdzenie o izomorfizmie mozna sformutowaé nieformalnie:

Jezeli 2 struktury sa izomorficzne, to sa (matematycznie) nieodréznialne.
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Twierdzenie o izomorfizmie:

Struktury izomorficzne a nieodréznialnos¢ teorii:

Twierdzenie o izomorfizmie mozna sformutowaé nieformalnie:
Jezeli 2 struktury sa izomorficzne, to sa (matematycznie) nieodréznialne.

Twierdzenia tego nie mozna odwrdci¢, tzn. istnieja struktury
nieodrdznialne w sensie opisujacego je jezyka 1-go rzedu (charakteryzujace
semantycznie te sama teorie) ale nieizomorficzne.
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Twierdzenie o izomorfizmie:

Struktury izomorficzne a nieodréznialnos¢ teorii:

Twierdzenie o izomorfizmie mozna sformutowaé nieformalnie:
Jezeli 2 struktury sa izomorficzne, to sa (matematycznie) nieodréznialne.

Twierdzenia tego nie mozna odwrdci¢, tzn. istnieja struktury
nieodrdznialne w sensie opisujacego je jezyka 1-go rzedu (charakteryzujace
semantycznie te sama teorie) ale nieizomorficzne.

Np. Arytmetyka l.nat. jest charakteryzowana nie tylko przez 91 ale i przez
nieizomorficzne z ) modele niestandardowe.
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