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Motywy konstrukcji logik nieklasycznych

Logika klasyczna ma ograniczone zastosowania m.in. w:

formalizacji akceptowalnych form wnioskowania używanych w
jȩzykach naturalnych

naukach komputerowych, informatyce, badaniach nad AI

specyficznych naukach (np. mechanika kwantowa)

specjalnych dzia lach wiedzy (np. prawoznawstwo, etyka)

Mora l: Potrzebne sa̧ silniejsze lub bardziej wyspecjalizowane systemy
logiczne.
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jȩzykach naturalnych

naukach komputerowych, informatyce, badaniach nad AI

specyficznych naukach (np. mechanika kwantowa)

specjalnych dzia lach wiedzy (np. prawoznawstwo, etyka)

Mora l: Potrzebne sa̧ silniejsze lub bardziej wyspecjalizowane systemy
logiczne.

Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodologii Nauk U L )LOGIKA II – WPROWADZENIE DO LOGIK NIEKLASYCZNYCH
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Kiedy to siȩ zaczȩ lo

Wybrane historyczne propozycje rozwia̧zań nieklasycznych:

Sylogizmy modalne Arystotelesa

logika zdań stoików jako uzupe lnienie logiki nazw Arystotelesa

implikacje nieklasyczne Chryzypa i Diodora jako alternatywa dla
implikacji materialnej Filona

sylogizmy temporalne Ockhama

sylogizmy ”ukośne” Hamiltona
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 Lódź, semestr zimowy 2008/2009 3 /

53



Kiedy to siȩ zaczȩ lo
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logika zdań stoików jako uzupe lnienie logiki nazw Arystotelesa

implikacje nieklasyczne Chryzypa i Diodora jako alternatywa dla
implikacji materialnej Filona

sylogizmy temporalne Ockhama

sylogizmy ”ukośne” Hamiltona
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Logiki nieklasyczne – wstȩp

Typy logik nieklasycznych

Wzmocnienia logiki klasycznej (zbudowane na bogatszym jȩzyku).

Os labienia logiki klasycznej (logiki dewiacyjne) – punktem wyj́scia jest
kwestionowanie poprawności logiki klasycznej.

Systemy krzyżuja̧ce siȩ z logika̧ klasyczna̧
I rozwiniȩcia logik dewiacyjnych na bogatszym jȩzyku
I logiki dewiacyjne na tym samym jȩzyku (connexive logic)
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Os labienia logiki klasycznej (logiki dewiacyjne) – punktem wyj́scia jest
kwestionowanie poprawności logiki klasycznej.
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Powody wprowadzania logik dewiacyjnych

Lista przyk ladowych tez i regu l inferencji logiki klasycznej, które
czȩsto poddawano w wa̧tpliwość:

EM p ∨ ¬p

NSP ¬(p ∧ ¬p)

PN ¬¬p → p

AI (p → q) ∨ (q → p)

DS p → (¬p → q) lub p ∧ ¬p → q lub ϕ,¬ϕ ` ψ lub ⊥ → ϕ
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czȩsto poddawano w wa̧tpliwość:

EM p ∨ ¬p

NSP ¬(p ∧ ¬p)

PN ¬¬p → p

AI (p → q) ∨ (q → p)

DS p → (¬p → q) lub p ∧ ¬p → q lub ϕ,¬ϕ ` ψ lub ⊥ → ϕ

Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodologii Nauk U L )LOGIKA II – WPROWADZENIE DO LOGIK NIEKLASYCZNYCH
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czȩsto poddawano w wa̧tpliwość:
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czȩsto poddawano w wa̧tpliwość:
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DP p → (q → p) lub ϕ ` ψ → ϕ

TI p → (q → q), p → q ∨ ¬q lub ϕ→ >
OP ϕ→ ψ ` ϕ ∧ χ→ ψ

TR ϕ→ ψ ` ¬ψ → ¬ϕ
SH ϕ→ ψ,ψ → χ ` ϕ→ χ

SDNW jeżeli Γ,¬ϕ ` ⊥, to Γ ` ϕ
EU ϕ(a)→ ∃xϕ(x)

DM ¬∃x¬ϕ→ ∀xϕ

Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodologii Nauk U L )LOGIKA II – WPROWADZENIE DO LOGIK NIEKLASYCZNYCH
 Lódź, semestr zimowy 2008/2009 6 /

53



Powody wprowadzania logik dewiacyjnych

Lista przyk ladowych tez i regu l inferencji logiki klasycznej, które
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Powody wprowadzania logik dewiacyjnych

Należy podkreślić, że wystȩpowanie tych tez czy regu l, to jedynie
symptom poważniejszch trudności, które wia̧ża̧ siȩ z:

sposobem definiowania konkretnych sta lych logicznych (np. logiki
implikacji nieklasycznych)

ba̧dź nawet ca lej semantyki (np. logiki wielowartościowe)

lub pojmowania relacji wynikania czy innych relacji logicznych, np.
sprzeczności (np. logiki niemonotoniczne, parakonsystentne)
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K lopotliwe w lasności logiki klasycznej

Podstawowe cechy generuja̧ce logiki nieklasyczne:

formalna – logika nieformalna, teoria argumentacji, nowa retoryka
(Perelmann), critical thinking – raczej pewne tendencje nauczania niż
systemy

dedukcyjna – logika indukcji (Carnap), wnioskowania probabilistyczne,
l. niemonotoniczne

2-wartościowa – l. wielowartościowe (odrzucenie samej zasady
2-wartościowoáci), l. intuicjonistyczna i l. pośrednie, l.
parakonsystentne (odrzucenie tez bȩda̧cych wyrazem zas.
2-wartościowości: EM lub NSP)

asertoryczna – lokalne poszerzenia: l. erotetyczne, l. norm, l.
rozkazów, l. życzeń; globalne poszerzenia: logiki czynności mowy:
Austin, Searle, Vanderveken, Nowak
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K lopotliwe w lasności logiki klasycznej

Podstawowe cechy generuja̧ce logiki nieklasyczne:

ekstensjonalna – lokalne poszerzenia: l. modalne, l. implikacji (́scis le,
silne, relewantne, entailment, analityczne, conditionals); globalne
poszerzenia: logika intensjonalna ogólna (Church, Montague, Fitting)

aczasowa – logiki tensalne i temporalne (Reichenbach, Prior)

uniwersalna – logiki lokalne: l. kwantowa, l. algorytmiczna (Salwicki),
l. kategorialne

niekonstruktywna – intuicjonizm, logika modalna GL (dowiedlność
arytmetyczna), logiki dowodów (Artemov, Fitting), logika linearna
Girarda
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K lopotliwe w lasności logiki klasycznej

Podstawowe cechy generuja̧ce logiki nieklasyczne:

1-go rzȩdu – l. wyższych rzȩdów, teorie typów (Russell/Whitehead,
Chwistek, Montague)

wa̧skie rozumienie nazw (struktura predykatowa) – rachunki nazw,
mereologia (Leśniewski)

egzystencjalna (brak nazw pustych) – logiki wolne

realistyczna (niepusta dziedzina) – logiki inkluzywne

terminy jasne i wyraźne – logiki rozmyte (Pawlak – rough sets, Zadeh
– fuzzy logics)

oparta na Tarskiego koncepcji wynikania – logiki podstrukturalne
(intuicjonizm, relewantne, BCK-logiki), logiki niemonotoniczne, l.
Q-inferencji (Malinowski)
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 Lódź, semestr zimowy 2008/2009 10 /

53



K lopotliwe w lasności logiki klasycznej

Podstawowe cechy generuja̧ce logiki nieklasyczne:
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(intuicjonizm, relewantne, BCK-logiki), logiki niemonotoniczne, l.
Q-inferencji (Malinowski)
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Klasyczna koncepcja wynikania

Tarski (1928)

W lasności operacji konsekwencji Cn : P(FOR) −→ P(FOR):

(ZWR) Γ ⊆ Cn(Γ)

(MON) Γ ⊆ ∆→ Cn(Γ) ⊆ Cn(∆)

(TR) CnCn(Γ) ⊆ Cn(Γ)

lub (poprzez ϕ ∈ Cn(Γ) wtw Γ |= ϕ)

W lasności relacji wynikania |=⊆ P(FOR)× FOR :

(ZWR) ϕ |= ϕ

(MON) Γ |= ϕ→ Γ, ψ |= ϕ

(TR) Γ |= ϕ & ϕ, Γ |= ψ → Γ |= ψ
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 Lódź, semestr zimowy 2008/2009 11 /

53



LOGIKI MODALNE – WSTȨP

Trzy tradycje w badaniach nad modalnościami:

jȩzykoznawstwo: m. jako fenomen jȩzykowy, wskaźnik postawy
nadawcy komunikatu wobec jego treści i odbiorcy

filozoficzna: m. jako fenomen pojȩciowy, kwalifikacja m.in. cech
(istotne/akcydentalne), sposobów istnienia, bytów, zdarzeń i
zwia̧zków miȩdzy nimi

logiczna: m. jako kwalifikacje prawdziwości zdań, sposobów (trybów)
orzekania
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zwia̧zków miȩdzy nimi

logiczna: m. jako kwalifikacje prawdziwości zdań, sposobów (trybów)
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LOGIKI MODALNE – WSTȨP

Różne znaczenia i rodzaje modalności:

1 Modalności w sensie wa̧skim – m. aletyczne (konieczność, możliwość,
przygodność)

2 Modalności w sensie szerokim:
I deontyczne (powinność, zakaz)
I epistemiczne (wiedza, wiara)
I doksastyczne (mniemanie, wrażenie)
I temporalne
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I temporalne

Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodologii Nauk U L )LOGIKA II – WPROWADZENIE DO LOGIK NIEKLASYCZNYCH
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I temporalne

Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodologii Nauk U L )LOGIKA II – WPROWADZENIE DO LOGIK NIEKLASYCZNYCH
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I temporalne

Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodologii Nauk U L )LOGIKA II – WPROWADZENIE DO LOGIK NIEKLASYCZNYCH
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2 Modalności w sensie szerokim:
I deontyczne (powinność, zakaz)
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I temporalne

Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodologii Nauk U L )LOGIKA II – WPROWADZENIE DO LOGIK NIEKLASYCZNYCH
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LOGIKI MODALNE – WSTȨP

Wieloznaczność m. aletycznych:

logiczna konieczność/możliwość

metafizyczna konieczność/możliwość

nomologiczna konieczność/możliwość
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Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodologii Nauk U L )LOGIKA II – WPROWADZENIE DO LOGIK NIEKLASYCZNYCH
 Lódź, semestr zimowy 2008/2009 14 /

53



LOGIKI MODALNE – WSTȨP
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LOGIKI MODALNE – WSTȨP

Wybrane (zdaniotwórcze) funktory modalne i ich popularne
oznaczenia:

konieczne, że ϕ – �ϕ, Lϕ

możliwe, że ϕ – ♦ϕ,Mϕ

powinno być tak, że ϕ – Oϕ

ϕ jest dopuszczalne – Pϕ

ϕ jest zakazane – Fϕ

ϕ jest znane – Kϕ

a wie, że ϕ – Kaϕ

wierzy siȩ, że ϕ – Bϕ

a wierzy, że ϕ – Baϕ
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LOGIKI MODALNE – WSTȨP

Historia

1 Arystoteles – sylogistyka zdań modalnych

2 Diodor Kronos – temporalne ujȩcie modalności

3 Leibniz – koncepcja możliwych światów

4  Lukasiewicz – modalności w logice wielowartościowej

5 Lewis/Langford – implikacja ścis la

6 Goedel – nowoczesna formalizacja modalności

7 Kripke – semantyka relacyjna
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4  Lukasiewicz – modalności w logice wielowartościowej

5 Lewis/Langford – implikacja ścis la
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6 Goedel – nowoczesna formalizacja modalności

7 Kripke – semantyka relacyjna

Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodologii Nauk U L )LOGIKA II – WPROWADZENIE DO LOGIK NIEKLASYCZNYCH
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6 Goedel – nowoczesna formalizacja modalności

7 Kripke – semantyka relacyjna

Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodologii Nauk U L )LOGIKA II – WPROWADZENIE DO LOGIK NIEKLASYCZNYCH
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LOGIKI MODALNE – WSTȨP

Klasyczny podzia l sa̧dów modalnych:

wg. formy: apodyktyczne, asertoryczne, problematyczne (podzia l
syntaktyczny)

wg. mocy: konieczne, przygodne (podzia l metafizyczny)

Pokrewne dystynkcje (czȩsto utożsamiane):

a priori/a posteriori (podzia l epistemologiczny)

analityczne/syntetyczne (podzia l semantyczny)

ϕ jest zdaniem analitycznym := �ϕ ∨�¬ϕ
ϕ jest zdaniem syntetycznym := ♦ϕ ∧ ♦¬ϕ
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 Lódź, semestr zimowy 2008/2009 18 /

53



LOGIKI MODALNE – WSTȨP
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a priori/a posteriori (podzia l epistemologiczny)

analityczne/syntetyczne (podzia l semantyczny)

ϕ jest zdaniem analitycznym := �ϕ ∨�¬ϕ
ϕ jest zdaniem syntetycznym := ♦ϕ ∧ ♦¬ϕ

Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodologii Nauk U L )LOGIKA II – WPROWADZENIE DO LOGIK NIEKLASYCZNYCH
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a priori/a posteriori (podzia l epistemologiczny)

analityczne/syntetyczne (podzia l semantyczny)

ϕ jest zdaniem analitycznym := �ϕ ∨�¬ϕ
ϕ jest zdaniem syntetycznym := ♦ϕ ∧ ♦¬ϕ

Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodologii Nauk U L )LOGIKA II – WPROWADZENIE DO LOGIK NIEKLASYCZNYCH
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Klasyczny podzia l sa̧dów modalnych:

wg. formy: apodyktyczne, asertoryczne, problematyczne (podzia l
syntaktyczny)

wg. mocy: konieczne, przygodne (podzia l metafizyczny)

Pokrewne dystynkcje (czȩsto utożsamiane):
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LOGIKI MODALNE – WSTȨP

Wieloznaczność pojȩcia przygodności
(to co niekonieczne, to co możliwe, to co możliwe ale niekonieczne, to
co jest ale niekoniecznie):

1 ϕ jest zdaniem przygodnym := ¬�ϕ
2 ϕ jest zdaniem przygodnym := ♦ϕ
3 ϕ jest zdaniem przygodnym := ♦ϕ ∧ ¬�ϕ
4 ϕ jest zdaniem przygodnym := ϕ ∧ ¬�ϕ

1. najpopularniejsze w filozofii,
2. – b la̧d Arystotelesa,
3. – obustronna możliwość = zdanie syntetyczne
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co jest ale niekoniecznie):

1 ϕ jest zdaniem przygodnym := ¬�ϕ

2 ϕ jest zdaniem przygodnym := ♦ϕ
3 ϕ jest zdaniem przygodnym := ♦ϕ ∧ ¬�ϕ
4 ϕ jest zdaniem przygodnym := ϕ ∧ ¬�ϕ

1. najpopularniejsze w filozofii,
2. – b la̧d Arystotelesa,
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Wieloznaczność pojȩcia przygodności
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 Lódź, semestr zimowy 2008/2009 19 /

53



LOGIKI MODALNE – WSTȨP

Minimalne warunki dla modalności aletycznych:

pozytywne:

1 wzajemna definiowalność ♦ i �: ♦ϕ↔ ¬�¬ϕ; �ϕ↔ ¬♦¬ϕ
2 T �ϕ→ ϕ; ϕ→ ♦ϕ
3 D �ϕ→ ♦ϕ – konsekwencja T

4 zmodalizowane MP �(ϕ→ ψ) ∧�ϕ→ �ψ
lub K �(ϕ→ ψ)→ (�ϕ→ �ψ)

5 RG ` ϕ / ` �ϕ; ` ♦ϕ / ` ϕ
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Minimalne warunki dla modalności aletycznych:
pozytywne:

1 wzajemna definiowalność ♦ i �: ♦ϕ↔ ¬�¬ϕ; �ϕ↔ ¬♦¬ϕ
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1 wzajemna definiowalność ♦ i �: ♦ϕ↔ ¬�¬ϕ; �ϕ↔ ¬♦¬ϕ
2 T �ϕ→ ϕ; ϕ→ ♦ϕ
3 D �ϕ→ ♦ϕ – konsekwencja T

4 zmodalizowane MP �(ϕ→ ψ) ∧�ϕ→ �ψ

lub K �(ϕ→ ψ)→ (�ϕ→ �ψ)

5 RG ` ϕ / ` �ϕ; ` ♦ϕ / ` ϕ

Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodologii Nauk U L )LOGIKA II – WPROWADZENIE DO LOGIK NIEKLASYCZNYCH
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LOGIKI MODALNE – WSTȨP

Minimalne warunki dla modalności aletycznych:
negatywne:

1 0 p → �p; 0 ♦p → p

2 0 ♦p; 0 ¬�p

3 0 �ϕ↔ ¬ϕ
4 0 �ϕ↔ ⊥
5 0 �ϕ↔ ¬⊥
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 Lódź, semestr zimowy 2008/2009 21 /

53



LOGIKI MODALNE – WSTȨP
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LOGIKI MODALNE – SEMANTYKA RELACYJNA

Struktura:

Struktura̧ relacyjna̧, albo rama̧ (frame) jest dowolna para F = 〈 W,R〉
gdzie:

dziedzina to W 6= ∅, który jest zbiorem punktów (światów
możliwych);

R to binarna relacja na W, zwana relacja̧ osia̧galności.

W logikach modalnych aletycznych Rww ′ oznacza, że w ′ jest osia̧galne z
w (możliwe ze wzglȩdu na w).

Model na strukturze relacyjnej:

Modelem na danej strukturze F jest dowolny uk lad M = 〈 F,V 〉, gdzie V
jest funkcja̧ ewaluacji dla zmiennych, tj. V : ZZ −→ P(W).
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 Lódź, semestr zimowy 2008/2009 22 /

53



LOGIKI MODALNE – SEMANTYKA RELACYJNA

Struktura:

Struktura̧ relacyjna̧, albo rama̧ (frame) jest dowolna para F = 〈 W,R〉
gdzie:
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możliwych);

R to binarna relacja na W, zwana relacja̧ osia̧galności.

W logikach modalnych aletycznych Rww ′ oznacza, że w ′ jest osia̧galne z
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LOGIKI MODALNE – SEMANTYKA

Definicja spe lniania formu ly ϕ w punkcie w modelu M ( M,w � ϕ):

M,w � ϕ wtw w ∈ V (ϕ)
dla dowolnej ϕ ∈ ZZ

M,w � ¬ϕ wtw M,w 2 ϕ
M,w � ϕ ∧ ψ wtw M,w � ϕ i M,w � ψ
M,w � ϕ ∨ ψ wtw M,w � ϕ lub M,w � ψ
M,w � ϕ→ ψ wtw M,w 2 ϕ lub M,w � ψ
M,w � �ϕ wtw M,w ′ � ϕ dla dowolnego w ′

takiego, że Rww ′

M,w � ♦ϕ wtw M,w ′ � ϕ dla pewnego w ′

takiego, że Rww ′
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LOGIKI MODALNE – SEMANTYKA

Ważne pojȩcia semantyczne:

Dla zbiorów formu l zapis M,w � Γ oznacza, że M,w � ψ dla ∀ψ∈Γ.

M,w 2 ϕ oznacza fa lszywość formu ly ϕ w w ; M,w 2 Γ oznacza
fa lszywość co najmniej jednego elementu Γ w w .

W przypadku gdy model jest ustalony, ba̧dź domyślny bȩdziemy po prostu
pisać w � ϕ (wzglȩdnie w 2 ϕ) lub w � Γ (wzglȩdnie w 2 Γ) dla zbioru.
Zbiór wszystkich punktów spe lniaja̧cych dana̧ formu lȩ (zbiór) oznaczamy:

‖ϕ‖M = {w ∈ WM : w � ϕ};
‖Γ‖M =

⋂
‖ψ‖M dla ∀ψ∈Γ

Zazwyczaj używać bȩdziemy notacji skróconej ‖ϕ‖ (‖Γ‖) przy M
domyślnym lub ustalonym.
‖ϕ‖ bȩdziemy czytać dla wygody zwyczajowo jako ”sa̧d ϕ” (intensja ϕ) w
danym M.

Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodologii Nauk U L )LOGIKA II – WPROWADZENIE DO LOGIK NIEKLASYCZNYCH
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Dla zbiorów formu l zapis M,w � Γ oznacza, że M,w � ψ dla ∀ψ∈Γ.

M,w 2 ϕ oznacza fa lszywość formu ly ϕ w w ; M,w 2 Γ oznacza
fa lszywość co najmniej jednego elementu Γ w w .

W przypadku gdy model jest ustalony, ba̧dź domyślny bȩdziemy po prostu
pisać w � ϕ (wzglȩdnie w 2 ϕ) lub w � Γ (wzglȩdnie w 2 Γ) dla zbioru.
Zbiór wszystkich punktów spe lniaja̧cych dana̧ formu lȩ (zbiór) oznaczamy:

‖ϕ‖M = {w ∈ WM : w � ϕ};

‖Γ‖M =
⋂
‖ψ‖M dla ∀ψ∈Γ

Zazwyczaj używać bȩdziemy notacji skróconej ‖ϕ‖ (‖Γ‖) przy M
domyślnym lub ustalonym.
‖ϕ‖ bȩdziemy czytać dla wygody zwyczajowo jako ”sa̧d ϕ” (intensja ϕ) w
danym M.
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domyślnym lub ustalonym.
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M,w 2 ϕ oznacza fa lszywość formu ly ϕ w w ; M,w 2 Γ oznacza
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LOGIKI MODALNE – SEMANTYKA

Przyk lad 1:

Rozważmy strukturȩ F = 〈 W,R〉 gdzie: W = {w1,w2,w3,w4}, a
R = {〈w1,w2〉, 〈w1,w3〉, 〈w2,w2〉, 〈w3,w4〉, 〈w4,w3〉}. Niech
M1 = 〈F,V1〉, gdzie V1(p) = {w2,w3},V1(q) = {w1,w4}, a
M2 = 〈F,V2〉, gdzie V2(p) = ∅,V2(q) = {w1,w3,w4}.

M1,w1 � �p M2,w1 2 �p

M2,w1 � ♦q M1,w1 � ♦�q

M1,w3 � ��p M1,w1 2 �p → p

M1,w2 � �p → p M1,w2 � ♦p → p

M2,w1 � ♦�nq, dla dowolnego n > 0
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 Lódź, semestr zimowy 2008/2009 25 /

53



LOGIKI MODALNE – SEMANTYKA

Przyk lad 1:
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LOGIKI MODALNE – SEMANTYKA

Spe lnialność, falsyfikowalność

ϕ (Γ) jest spe lnialna w modelu M wtw, ‖ϕ‖ 6= ∅ (‖Γ‖ 6= ∅).

ϕ (Γ) jest spe lnialna wtw, istnieje model, w którym jest spe lnialna.

ϕ (Γ) jest sfalsyfikowana w modelu M wtw,
‖ϕ‖ 6=WM (‖Γ‖ 6=WM) (inaczej: M falsyfikuje ϕ (Γ)).

ϕ (Γ) jest sfalsyfikowana wtw, istnieje model, w którym jest
sfalsyfikowana.

Przyk lad 2: ♦p ∧�(p → ♦¬p) jest spe lnialne.
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Spe lnialność, falsyfikowalność
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ϕ (Γ) jest sfalsyfikowana w modelu M wtw,
‖ϕ‖ 6=WM (‖Γ‖ 6=WM) (inaczej: M falsyfikuje ϕ (Γ)).

ϕ (Γ) jest sfalsyfikowana wtw, istnieje model, w którym jest
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LOGIKI MODALNE – SEMANTYKA

Definicja spe lniania formu ly (czy zbioru formu l) w modelu daje nam
lokalna̧ charakterystykȩ prawdziwości.

Dalszym krokiem jest wprowadzenie pojȩcia globalnej prawdziwości:

Prawdziwość w modelu

M � ϕ wtw, ∀w∈WM
,M,w � ϕ (lub ‖ϕ‖M =WM);

analogicznie dla Γ, M � Γ wtw, ‖Γ‖M =WM.
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LOGIKI MODALNE – SEMANTYKA

Trzeci poziom prawdziwości to tautologiczność, czyli prawdziwość w
każdym modelu.

Prawdziwość w każdym modelu

|= ϕ wtw , ∀M,M � ϕ

6|= ϕ oznacza formu lȩ nietautologiczna̧, czyli falsyfikowalna̧.
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LOGIKI MODALNE – SEMANTYKA

Lemat 1 (tautologie)

Nastȩpuja̧ce schematy generuja̧ formu ly prawdziwe we wszystkich
modelach:

♦ϕ↔ ¬�¬ϕ
�ϕ↔ ¬♦¬ϕ
�(ϕ→ ψ)→ (�ϕ→ �ψ)

�(ϕ→ ψ)→ (♦ϕ→ ♦ψ)

�ϕ ∨�ψ → �(ϕ ∨ ψ)

♦(ϕ ∧ ψ)→ ♦ϕ ∧ ♦ψ
�(ϕ ∧ ψ)↔ �ϕ ∧�ψ

♦(ϕ ∨ ψ)↔ ♦ϕ ∨ ♦ψ
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Nastȩpuja̧ce schematy generuja̧ formu ly prawdziwe we wszystkich
modelach:

♦ϕ↔ ¬�¬ϕ
�ϕ↔ ¬♦¬ϕ

�(ϕ→ ψ)→ (�ϕ→ �ψ)

�(ϕ→ ψ)→ (♦ϕ→ ♦ψ)

�ϕ ∨�ψ → �(ϕ ∨ ψ)

♦(ϕ ∧ ψ)→ ♦ϕ ∧ ♦ψ
�(ϕ ∧ ψ)↔ �ϕ ∧�ψ

♦(ϕ ∨ ψ)↔ ♦ϕ ∨ ♦ψ

Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodologii Nauk U L )LOGIKA II – WPROWADZENIE DO LOGIK NIEKLASYCZNYCH
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LOGIKI MODALNE – SEMANTYKA

Lemat 2 (formu ly falsyfikowalne)

Nastȩpuja̧ce schematy nie sa̧ schematami tautologii:

(D) �ϕ→ ♦ϕ
(T) �ϕ→ ϕ

(T’) ϕ→ ♦ϕ
(4) �ϕ→ ��ϕ

(5) ♦ϕ→ �♦ϕ
(B) ϕ→ �♦ϕ
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 Lódź, semestr zimowy 2008/2009 30 /

53



LOGIKI MODALNE – UJȨCIE AKSJOMATYCZNE

Bazowa logika K standardowo jest charakteryzowane nastȩpuja̧co:

Dowolne ϕ, które jest schematem tezy KRZ

(Dual) ♦ϕ↔ ¬�¬ϕ
(K) �(ϕ→ ψ)→ (�ϕ→ �ψ)

(MP) jeżeli ϕ ∈ K i ϕ→ ψ ∈ K, to ψ ∈ K

(RG) jeżeli ϕ ∈ K, to �ϕ ∈ K
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(RG) jeżeli ϕ ∈ K, to �ϕ ∈ K

Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodologii Nauk U L )LOGIKA II – WPROWADZENIE DO LOGIK NIEKLASYCZNYCH
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LOGIKI MODALNE – UJȨCIE AKSJOMATYCZNE

dowód, teza

Dowodem formu ly ϕ jest skończony cia̧g, którego dowolny element to
aksjomat lub formu la wydedukowana z wcześniejszych elementów za
pomoca̧ regu lpierwotnych, a ostatni element cia̧gu to ϕ.

ϕ jest teza̧ K (`K ϕ) wtw, ϕ ma dowód.

Twierdzenie 1 (Przystosowanie, pe lność, adekwatność (s laba))

1 Jeżeli `K ϕ, to |= ϕ.

2 Jeżeli |= ϕ, to `K ϕ.

3 |= ϕ wtw, `K ϕ.
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1 Jeżeli `K ϕ, to |= ϕ.
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LOGIKI MODALNE – UJȨCIE AKSJOMATYCZNE

Mocniejsze normalne logiki monomodalne

Rozważmy nastȩpuja̧ce schematy formu l:

nazwa aksjomat

(T) �ϕ→ ϕ
(4) �ϕ→ ��ϕ
(B) ϕ→ �♦ϕ

Z ich użyciem można zaksjomatyzować kolejne 3 ważne logiki modalne:
K+(T) = T
T+(4) = S4
S4+(B) = S5
Mamy wiȩc nastȩpuja̧ca̧ sytuacjȩ:
K ⊂ T ⊂ S4 ⊂ S5
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Mamy wiȩc nastȩpuja̧ca̧ sytuacjȩ:
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LOGIKI MODALNE – SEMANTYKA

Aby scharakteryzować semantycznie inne logiki normalne musimy
wprowadzić dodatkowa̧ terminologiȩ:

Prawdziwość w strukturach

F � ϕ wtw , ∀M∈MOD(F),M � ϕ
(gdzie MOD(F) to klasa wszystkich modeli zbudowanych na
strukturze F)

Niech F oznacza dowolna̧ klasȩ struktur, wtedy:
F � ϕ wtw , ∀F∈F ,F � ϕ.

Zawartościa̧ struktury F nazywamy zbiór E (F) = {ϕ : F � ϕ}.
Zawartościa̧ klasy struktur F nazywamy zbiór E (F) = {ϕ : F � ϕ}.

Twierdzenie: Zawartość dowolnej F (F) jest logika̧ normalna̧.
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 Lódź, semestr zimowy 2008/2009 34 /

53



LOGIKI MODALNE – SEMANTYKA
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Twierdzenie: Zawartość dowolnej F (F) jest logika̧ normalna̧.

Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodologii Nauk U L )LOGIKA II – WPROWADZENIE DO LOGIK NIEKLASYCZNYCH
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Aby scharakteryzować semantycznie inne logiki normalne musimy
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LOGIKI MODALNE – SEMANTYKA
Nośnik danej struktury (charakter jego elementów i liczność) nie ma
wp lywu na określenie danej logiki, natomiast strukturalne w lasności relacji
osia̧galności maja̧, wiȩc bȩdziemy mówić o klasach struktur jednolitych
pod wzglȩdem w lasności relacji osia̧galności. Oto najważniejsze z nich:

Warunki relacyjne:

nazwa warunek

serialność ∀x∃yRxy
zwrotność ∀xRxx
przechodniość ∀xyz(Rxy ∧Ryz → Rxz)
symetria ∀xy(Rxy → Ryx)
euklidesowość ∀xyz(Rxy ∧Rxz → Ryz)

Struktury i klasy struktur (a także modele na nich ufundowane) bȩdziemy
określać wed lug w lasności, które posiadaja̧ ich relacje osia̧galności. Np.
powiemy, że F (F,M) jest klasa̧ (struktura̧, modelem) zwrotna̧, gdy każda
struktura F ∈ F jest struktura̧ zwrotna̧.

Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodologii Nauk U L )LOGIKA II – WPROWADZENIE DO LOGIK NIEKLASYCZNYCH
 Lódź, semestr zimowy 2008/2009 35 /

53



LOGIKI MODALNE – SEMANTYKA
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pod wzglȩdem w lasności relacji osia̧galności. Oto najważniejsze z nich:
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zwrotność ∀xRxx
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wp lywu na określenie danej logiki, natomiast strukturalne w lasności relacji
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LOGIKI MODALNE – ADEKWATNOŚĆ

Twierdzenie 5

Zachodza̧ nastȩpuja̧ce równoważności dla formu l (D), (T), (4), (5) i (B):

F � �ϕ→ ♦ϕ wtw, F jest serialna

F � �ϕ→ ϕ wtw, F jest zwrotna

F � �ϕ→ ��ϕ wtw, F jest przechodnia

F � ♦ϕ→ �♦ϕ wtw, F jest euklidesowa

F � ϕ→ �♦ϕ wtw, F jest symetryczna.

Twierdzenie 4: Zawartość dowolnej F (F) jest logika̧ normalna̧.
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Zachodza̧ nastȩpuja̧ce równoważności dla formu l (D), (T), (4), (5) i (B):

F � �ϕ→ ♦ϕ wtw, F jest serialna

F � �ϕ→ ϕ wtw, F jest zwrotna

F � �ϕ→ ��ϕ wtw, F jest przechodnia

F � ♦ϕ→ �♦ϕ wtw, F jest euklidesowa

F � ϕ→ �♦ϕ wtw, F jest symetryczna.
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LOGIKI MODALNE – ADEKWATNOŚĆ

Adekwatność wzglȩdem klas struktur

Ogólna postać twierdzenia o przystosowaniu logiki L wzglȩdem klasy
struktur F mówi, że:

Twierdzenie 1 (Przystosowanie): Jeżeli `L ϕ , to |=F ϕ.
Twierdzenie o pe lności logiki L wzglȩdem klasy struktur F mówi, że:
Twierdzenie 2 (Pe lność): Jeżeli |=F ϕ, to `L ϕ.
Oba twierdzenia daja̧ nam twierdzenie o s labej adekwatności L wzglȩdem
klasy F : L=E (F).

Mówimy wtedy, że F determinuje, albo charakteryzuje L. F jest wtedy
określane jako klasa L-struktur, a każdy model należa̧cy do MOD(F), to
L-model. Powiemy też, że ϕ (Γ) jest L-spe lnialny (lub L-falsyfikowalny)
wtw, jest spe lnialny (falsyfikowalny) w jakimś L-modelu.
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L-model. Powiemy też, że ϕ (Γ) jest L-spe lnialny (lub L-falsyfikowalny)
wtw, jest spe lnialny (falsyfikowalny) w jakimś L-modelu.
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Twierdzenie 1 (Przystosowanie): Jeżeli `L ϕ , to |=F ϕ.
Twierdzenie o pe lności logiki L wzglȩdem klasy struktur F mówi, że:

Twierdzenie 2 (Pe lność): Jeżeli |=F ϕ, to `L ϕ.
Oba twierdzenia daja̧ nam twierdzenie o s labej adekwatności L wzglȩdem
klasy F : L=E (F).

Mówimy wtedy, że F determinuje, albo charakteryzuje L. F jest wtedy
określane jako klasa L-struktur, a każdy model należa̧cy do MOD(F), to
L-model. Powiemy też, że ϕ (Γ) jest L-spe lnialny (lub L-falsyfikowalny)
wtw, jest spe lnialny (falsyfikowalny) w jakimś L-modelu.
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Oba twierdzenia daja̧ nam twierdzenie o s labej adekwatności L wzglȩdem
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Oba twierdzenia daja̧ nam twierdzenie o s labej adekwatności L wzglȩdem
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LOGIKI MODALNE – ADEKWATNOŚĆ

Adekwatność wzglȩdem klas struktur

Tabela zestawia wyniki dotycza̧ce determinacji wyróżnionych wcześniej
logik.

L L-struktury

K dowolne
T zwrotne
S4 zwrotne i przechodnie
S5 równoważnościowe
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LOGIKI MODALNE – ETYKIETOWANE DIAGRAMY
BETHA

Konwencje zapisu – formu ly klasyczne:

α α1 α2 β β1 β2

+ϕ ∧ ψ +ϕ +ψ −ϕ ∧ ψ −ϕ −ψ
−ϕ ∨ ψ −ϕ −ψ +ϕ ∨ ψ +ϕ +ψ
−ϕ→ ψ +ϕ −ψ +ϕ→ ψ −ϕ +ψ

Konwencje zapisu – formu ly modalne:

π ν π′ = ν ′

+♦ϕ +�ϕ +ϕ
−�ϕ −♦ϕ −ϕ
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LOGIKI MODALNE – ETYKIETOWANE DIAGRAMY
BETHA

Etykiety

1 1 ∈ET

2 Jeżeli σ ∈ET, to σ.k ∈ET

σ.k denotuje etykietȩ, której ostatni element to k ; στ : oznacza etykietȩ,
która jest konkatenacja̧ dwóch cia̧gów;
Bȩdziemy nazywali etykietȩ σ rodzicem a σ.i dzieckiem; oprócz 1. każda
inna etykieta jest dzieckiem.
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LOGIKI MODALNE – ETYKIETOWANE DIAGRAMY
BETHA

Przyk lad i interpretacja

1, 1.2.1.1.5, 1.1.1.1.3, sa̧ etykietami, a 4.1.3.7., czy 1.3.0.5. etykietami
nie sa̧.
Nieformalnie, etykieta jest nazwa̧ określonego świata w konstruowanym
modelu, a jej struktura pokazuje, jakie punkty w tym modelu ja̧
poprzedzaja̧ przez R, np. drugi przyk lad etykiety można odczytać jako
(czȩściowy) opis modelu, w którym 1, 1.2, 1.2.1, 1.2.1.1, i 1.2.1.1.5, należa̧
do W a pary 〈1, 1.2〉, 〈1.2, 1.2.1〉, ...., 〈1.2.1.1, 1.2.1.1.5〉 należa̧ do R.
Ogólnie, dla dowolnych dwóch etykiet, z których jedna jest dzieckiem
drugiej, oznacza to, że σ.i jest osia̧galne przez R z σ.
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(czȩściowy) opis modelu, w którym 1, 1.2, 1.2.1, 1.2.1.1, i 1.2.1.1.5, należa̧
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LOGIKI MODALNE – ETYKIETOWANE DIAGRAMY
BETHA

Formu ly etykietowane

Jeżeli ϕ ∈ FOR(MOD) a σ ∈ET, to σ : +ϕ i σ : −ϕ sa̧ formu lami
etykietowanymi.
Intuicyjnie σ : +ϕ oznacza, że ϕ jest spe lnione w modelu w punkcie σ a
σ : −ϕ, że ϕ jest fa lszywa w σ.
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LOGIKI MODALNE – ETYKIETOWANE DIAGRAMY
BETHA

Regu ly – Bazowa formalizacja (K-EDB)

(⊥) σ : +ϕ, σ : −ϕ / ⊥
(¬) σ : +¬ϕ / σ : −ϕ σ : −¬ϕ / σ : +ϕ
(α) σ : α / σ : α1, σ : α2

(β) σ : β, / σ : β1 | σ : β2 ,
(π) σ : π / σ.k : π′ , gdzie σ.k jest nowa̧ etykieta̧
(ν) σ : ν / σ.k : ν ′ , gdzie σ.k jest dowolna̧ etykieta̧

Regu ly dodatkowe:

(T) σ : ν / σ : ν ′

(4) σ : ν / σ.k : ν , gdzie σ.k jest dowolna̧ etykieta̧
(B) σ.k : ν / σ : ν , gdzie σ.k jest dowolna̧ etykieta̧
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LOGIKI MODALNE – ETYKIETOWANE DIAGRAMY
BETHA

Formalizacje znanych logik normalnych można uzyskać przez
nastȩpuja̧ce kombinacje podanych regu l:

T-EDB = K-EDB + (T)
S4-EDB = T-EDB + (4)
S5-EDB = S4-EDB + (B)

Definicja:
ϕ ma dowód w L-EDB wtw istnieje zamkniȩte drzewo dla 1 : −ϕ.
Adekwatność diagramów Betha:
Twierdzenie |=L ϕ wtw 1 : −ϕ ma dowód w L-EDB
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nastȩpuja̧ce kombinacje podanych regu l:

T-EDB = K-EDB + (T)
S4-EDB = T-EDB + (4)
S5-EDB = S4-EDB + (B)

Definicja:
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LOGIKI MODALNE – ETYKIETOWANE DIAGRAMY
BETHA

Przyk lad dowodu (drzewo zamkniȩte)

1 : −�p ∨�q → �(p ∨ q)
1 : +�p ∨�q
1 : −�(p ∨ q)
1.1 : −p ∨ q
1.1 : −p
1.1 : −q
� �

1 : +�p 1 : +�q
1.1 : +p 1.1 : +q
⊥ ⊥
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LOGIKI MODALNE – WYNIKANIE I DOWIEDLNOŚĆ

Wynikanie lokalne i globalne

1. ϕ wynika lokalnie z Γ w logice L:

Γ |=L ϕ wtw, ∀M∈MOD(L)(‖Γ‖M ⊆ ‖ϕ‖M)
(inaczej: ∀M∈MOD(L),∀w∈WM

(jeżeli M,w � Γ , to M,w � ϕ))
2. ϕ wynika globalnie z Γ w logice L:
Γ ||=L ϕ wtw ∀M∈MOD(L)

(jeżeli M � Γ , to M � ϕ))
Twierdzenie Jeżeli Γ |=L ϕ , to Γ ||=L ϕ, ale nie odwrotnie.

Przyk lad:
ϕ ||=L �ϕ, ale ϕ 6|=L �ϕ.
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(jeżeli M � Γ , to M � ϕ))
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(jeżeli M � Γ , to M � ϕ))
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(jeżeli M,w � Γ , to M,w � ϕ))
2. ϕ wynika globalnie z Γ w logice L:
Γ ||=L ϕ

wtw ∀M∈MOD(L)
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LOGIKI MODALNE – WYNIKANIE I DOWIEDLNOŚĆ

Dowiedlność lokalna i globalna

1 Γ `L ϕ wtw `L ∧Γ′ → ϕ , dla pewnego skończonego Γ′ ⊆ Γ

2 Γ L ϕ wtw istnieje dowód ϕ z Γ na gruncie L

 jest relacja̧ mocniejsza̧ od `, gdyż dla  nie zachodzi twierdzenie o
dedukcji, które w przypadku ` jest spe lnione z definicji. Dla przyk ladu,
mamy p L �p (z racji domkniȩcia na (RG)), ale p 0L �p (bo
0L p → �p). Natomiast zachodzi zależność jednostronna:
Jeżeli Γ `L ϕ, to Γ L ϕ
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LOGIKI MODALNE – WYNIKANIE I DOWIEDLNOŚĆ

Mocna adekwatność

Wynikanie lokalne odpowiada dowiedlności typu `L, a globalne
dowiedlności typu L, w tym sensie, że twierdzenie 1. i 2. można
wzmocnić otrzymuja̧c mocne twierdzenia o adekwatności:

Twierdzenie

1 Γ `L ϕ wtw , Γ |=L ϕ

2 Γ L ϕ wtw , Γ ||=L ϕ

3 Γ |=L ϕ wtw , {1 : +ψ1, ..., 1 : +ψn, 1 : −ϕ} ma dowód w L-EDB

gdzie {ψ1, ..., ψn} ⊆ Γ
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Wynikanie lokalne odpowiada dowiedlności typu `L, a globalne
dowiedlności typu L, w tym sensie, że twierdzenie 1. i 2. można
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gdzie {ψ1, ..., ψn} ⊆ Γ

Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodologii Nauk U L )LOGIKA II – WPROWADZENIE DO LOGIK NIEKLASYCZNYCH
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LOGIKI MODALNE – DEDUKCJA NATURALNA

Regu ly inferencji:

(Dual) ¬�ϕ / ♦¬ϕ; ¬♦ϕ / �¬ϕ

(�E ) �ϕ / ϕ; (♦D) ϕ / ♦ϕ
(�D) ϕ / �ϕ, gdzie ϕ jest teza̧ L

(♦E ) ♦ϕ / ϕ, gdzie ϕ jest teza̧ L

(�D ′) ϕ / �ϕ, gdzie ϕ jest formu la̧ modalna̧ lub teza̧ L

(♦E ′) ♦ϕ / ϕ, gdzie ϕ jest formu la̧ modalna̧ lub teza̧ L

schemat meta-regu ly:
(MOD) �ϕ1, ...,�ϕn / �ψ pod warunkiem, że ϕ1, ..., ϕn `L ψ
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 Lódź, semestr zimowy 2008/2009 49 /

53



LOGIKI MODALNE – DEDUKCJA NATURALNA

Regu ly inferencji:

(Dual) ¬�ϕ / ♦¬ϕ; ¬♦ϕ / �¬ϕ
(�E ) �ϕ / ϕ; (♦D) ϕ / ♦ϕ
(�D) ϕ / �ϕ, gdzie ϕ jest teza̧ L

(♦E ) ♦ϕ / ϕ, gdzie ϕ jest teza̧ L

(�D ′) ϕ / �ϕ, gdzie ϕ jest formu la̧ modalna̧ lub teza̧ L

(♦E ′) ♦ϕ / ϕ, gdzie ϕ jest formu la̧ modalna̧ lub teza̧ L

schemat meta-regu ly:
(MOD) �ϕ1, ...,�ϕn / �ψ pod warunkiem, że ϕ1, ..., ϕn `L ψ

Andrzej Indrzejczak (Katedra Logiki i Metodologii Nauk U L )LOGIKA II – WPROWADZENIE DO LOGIK NIEKLASYCZNYCH
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LOGIKI MODALNE – DEDUKCJA NATURALNA

System DN dla K, T, S4, S5

Do systemu DN S lupeckiego/Borkowskiego należy dodać:

a) dla K – (MOD), (Dual), (�D), (♦E )
b) dla T – do DN-K dodajemy (�E ), (♦D)
c) dla S4 – w DN-T zamieniamy (�D), (♦E ) na (�D ′), (♦E ′), gdzie przez
formu lȩ modalna̧ w przypadku (�D ′) rozumiemy dowolna̧ formu lȩ postaci
�ϕ lub ¬♦ϕ, a w przypadku (♦E ′) dowolna̧ formu lȩ postaci ♦ϕ lub ¬�ϕ
d) dla S5 – DN-S4 ale formu la modalna w obu przypadkach to dowolna
formu la postaci �ϕ,♦ϕ,¬�ϕ lub ¬♦ϕ
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LOGIKI MODALNE – DEDUKCJA NATURALNA

Przyk lad dowodu 1

`K (�p → ♦q)→ ♦(p → q)
1. �p → ♦q z
2. ¬♦(p → q) zn
3. �¬(p → q) (Dual , 2)
4. �(p ∧ ¬q) (MOD, 3)
5. �p (MOD, 4)
6. �¬q (MOD, 4)
7. ♦q (→ E , 1, 5)
8. ¬♦q (Dual , 6)
9. ⊥ (7, 8)
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LOGIKI MODALNE – DEDUKCJA NATURALNA

Przyk lad dowodu 2

`S5 �(p → �q)→ (♦p → q)
1. �(p → �q) z
2. ♦p z
3. ¬q zn
4. ♦¬q (♦D, 3)
5. ¬�q (Dual , 4)
6. �¬�q (�D ′, 5)
7. �¬p (MOD, 1, 6)
8. ¬♦p (Dual , 7)
9. ⊥ (2, 8)
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LOGIKI MODALNE – DYGRESJA I

Ontologiczny dowód istnienia Boga

Anzelm =⇒ Malcolm, Hartshorne, Purtill
Dwa za lożenia:

1 Możliwość istnienia – ♦B

2 Nieprzypadkowość istnienia – �(B → �B) (lub ¬♦(B ∧ ♦¬B))

S5+1+2 ` B
gdyż `S5 �(B → �B)→ (♦B → B)
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 Lódź, semestr zimowy 2008/2009 53 /

53



LOGIKI MODALNE – DYGRESJA I

Ontologiczny dowód istnienia Boga
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