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Zastosowania indukgji

Dowodzenie poprzez indukcje matematyczna stosuje sie
powszechnie m.in. w:
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Zastosowania indukgji

Dowodzenie poprzez indukcje matematyczna stosuje sie
powszechnie m.in. w:
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Zastosowania indukgji

Dowodzenie poprzez indukcje matematyczna stosuje sie
powszechnie m.in. w:

@ arytmetyce (indukcja matematyczna)
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Zastosowania indukgji

Dowodzenie poprzez indukcje matematyczna stosuje sie
powszechnie m.in. w:

@ arytmetyce (indukcja matematyczna)
@ metalogice (indukcja strukturalna)

@ informatyce (dowodzenie poprawnosci programéw)
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Przypadek paradygmatyczny — arytmetyka liczb
naturalnych

Rézne sformutowania zasady indukcji matematycznej (stabej):
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Przypadek paradygmatyczny — arytmetyka liczb
naturalnych

Rézne sformutowania zasady indukcji matematycznej (stabej):

niech N oznacza zbiér liczb naturalnych, a sx nastepnik liczby x
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Przypadek paradygmatyczny — arytmetyka liczb
naturalnych

Rézne sformutowania zasady indukcji matematycznej (stabej):

niech N oznacza zbiér liczb naturalnych, a sx nastepnik liczby x

® (0) A Vxen(p(x) = ¢(sx)) = Vxenp(x)
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Przypadek paradygmatyczny — arytmetyka liczb
naturalnych

Rézne sformutowania zasady indukcji matematycznej (stabej):
niech N oznacza zbiér liczb naturalnych, a sx nastepnik liczby x

® (0) A Vxen(p(x) = ¢(sx)) = Vxenp(x)
° (0) AVxen(p(x) = w(x +1)) = Veenp(x)
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Przypadek paradygmatyczny — arytmetyka liczb
naturalnych

Rézne sformutowania zasady indukcji matematycznej (stabej):

niech N oznacza zbiér liczb naturalnych, a sx nastepnik liczby x
@ ©(0) A Vxen(p(x) = v(sx)) = Yxenp(x)

® (0) AVxen(p(x) = @(x +1)) = Vienp(x)
@ 0 € AANVyen(x €A sxe A) > A=N
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Przypadek paradygmatyczny — arytmetyka liczb
naturalnych

Rézne sformutowania zasady indukcji matematycznej (mocnej):
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Przypadek paradygmatyczny — arytmetyka liczb
naturalnych

Rézne sformutowania zasady indukcji matematycznej (mocnej):

° 0(0) AVxen(Vyen(0 <y <x = @(y)) = @(x)) = Vxene(x)

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Przypadek paradygmatyczny — arytmetyka liczb
naturalnych

Rézne sformutowania zasady indukcji matematycznej (mocnej):

° 0(0) AVuen(Vyen(0 <y < x = ©(y)) = @(x)) = Yxene(x)
0 0 € AANYuen(Vyen(0<y<x =y €eA)=>xcA) - A=N
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Przypadek paradygmatyczny — arytmetyka liczb
naturalnych

Rézne sformutowania zasady indukcji matematycznej (mocnej):
@ p(0) AVxen(Vyen(0 <y <x = o(y)) = ¢(x)) = Vxene(x)
0 0 € AANYuen(Vyen(0<y<x =y €eA)=>xcA) - A=N
0 Vxen(Vyen(0 <y < x = p(y)) = ¢(x)) = Yxenp(x)
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Przypadek paradygmatyczny — arytmetyka liczb
naturalnych

Rézne sformutowania zasady indukcji matematycznej (mocnej):
@ p(0) AVxen(Vyen(0 <y <x = o(y)) = ¢(x)) = Vxene(x)
0 0 € AANYuen(Vyen(0<y<x =y €eA)=>xcA) - A=N

0 Vuen(Vyen(0 <y <x — p(y)) = w(x)) = Yxenp(x)
o Vuen(Vyen(0 <y <x=>y€eA)=>xcA) - A=N
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naturalnych

Uwagi terminologiczne i historyczne:
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
INDUKCJATKRZ  SySTEM AKSJOMATYCZNY

Przypadek paradygmatyczny — arytmetyka liczb
naturalnych

Uwagi terminologiczne i historyczne:
Okreslenie mocna i staba indukcja matematyczna jest mylace —
obie zasady sa réwnowazne. (zamiast terminu mocna czasem

uzywa sie terminu zupetna)
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
SYSTEM AKSJOMATYCZNY

INDUKCJA | KRZ

Przypadek paradygmatyczny — arytmetyka liczb
naturalnych

Uwagi terminologiczne i historyczne:

Okreslenie mocna i staba indukcja matematyczna jest mylace —
obie zasady sa réwnowazne. (zamiast terminu mocna czasem
uzywa sie terminu zupetna)

Rozumowania przez indukcje matematyczna byty stosowane juz w
XVII w. przez Pascala i Fermata.
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Przypadek paradygmatyczny — arytmetyka liczb

naturalnych

Uwagi terminologiczne i historyczne:

Okreslenie mocna i staba indukcja matematyczna jest mylace —
obie zasady sa réwnowazne. (zamiast terminu mocna czasem
uzywa sie terminu zupetna)

Rozumowania przez indukcje matematyczna byty stosowane juz w
XVII w. przez Pascala i Fermata.

Termin i definicja pochodza od DeMorgana.
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Przypadek paradygmatyczny — arytmetyka liczb

naturalnych

Uwagi terminologiczne i historyczne:

Okreslenie mocna i staba indukcja matematyczna jest mylace —
obie zasady sa réwnowazne. (zamiast terminu mocna czasem
uzywa sie terminu zupetna)

Rozumowania przez indukcje matematyczna byty stosowane juz w
XVII w. przez Pascala i Fermata.

Termin i definicja pochodza od DeMorgana.

Jako aksjomat arytmetyki pojawia sie u Fregego i Peano.
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Przypadek paradygmatyczny — arytmetyka liczb
naturalnych

Struktura dowodu indukcyjnego:
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Przypadek paradygmatyczny — arytmetyka liczb

naturalnych

Struktura dowodu indukcyjnego:

Dowody przez indukcje matematyczna zawieraja dwie czesci:
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Przypadek paradygmatyczny — arytmetyka liczb

naturalnych

Struktura dowodu indukcyjnego:

Dowody przez indukcje matematyczna zawieraja dwie czesci:

a baza indukcyjna — dowodzimy, ze 0 spetnia dany warunek ¢
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
INDUKCJATKRZ  SySTEM AKSJOMATYCZNY

Przypadek paradygmatyczny — arytmetyka liczb
naturalnych

Struktura dowodu indukcyjnego:

Dowody przez indukcje matematyczna zawieraja dwie czesci:

a baza indukcyjna — dowodzimy, ze 0 spetnia dany warunek ¢

b krok indukcyjny (teza indukcyjna) — zaktadamy, ze liczba x
spetnia warunek ¢ (zatozenie indukcyjne) i na podstawie tego
zatozenie i ew. bazy ind. dowodzimy, ze sx réwniez spetnia .

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



INDUKCJA MATEMATYCZNA
INDUKCJATKRZ  SySTEM AKSJOMATYCZNY

Przypadek paradygmatyczny — arytmetyka liczb
naturalnych

Struktura dowodu indukcyjnego:

Dowody przez indukcje matematyczna zawieraja dwie czesci:

a baza indukcyjna — dowodzimy, ze 0 spetnia dany warunek ¢

b krok indukcyjny (teza indukcyjna) — zaktadamy, ze liczba x
spetnia warunek ¢ (zatozenie indukcyjne) i na podstawie tego
zatozenie i ew. bazy ind. dowodzimy, ze sx réwniez spetnia .

a. i b. przez zasade indukgcji implikuja, ze dowolna liczba spetnia .
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naturalnych

Przyktad dowodu indukcyjnego:
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Przypadek paradygmatyczny — arytmetyka liczb

naturalnych

Przyktad dowodu indukcyjnego:

Dowodzimy, ze: Vyen—(sx = x) przez indukcje po x
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Przypadek paradygmatyczny — arytmetyka liczb

naturalnych

Przyktad dowodu indukcyjnego:

Dowodzimy, ze: Vyen—(sx = x) przez indukcje po x
a. baza: ¢(0) := —(s0 = 0)
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Przypadek paradygmatyczny — arytmetyka liczb

naturalnych

Przyktad dowodu indukcyjnego:

Dowodzimy, ze: Vyen—(sx = x) przez indukcje po x
a. baza: ¢(0) := —(s0 = 0)

1. Vien—(sx =0) aksjomat

2. —(s0=0) 1., V0, x/0
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Przypadek paradygmatyczny — arytmetyka liczb

naturalnych

Przyktad dowodu indukcyjnego:

Dowodzimy, ze: Vyen—(sx = x) przez indukcje po x
a. baza: ¢(0) := —(s0 = 0)

1. Vien—(sx =0) aksjomat

2. —(s0=0) 1., V0, x/0
b. teza: p(x) — ¢(sx) := —(sx = x) — —(ssx = sx)
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Przypadek paradygmatyczny — arytmetyka liczb

naturalnych

Przyktad dowodu indukcyjnego:

Dowodzimy, ze: Vyen—(sx = x) przez indukcje po x
a. baza: ¢(0) := —(s0 = 0)
1. Vien—(sx =0) aksjomat
2. —(s0=0) 1., vO,x/0
b. teza: p(x) — ¢(sx) := —(sx = x) — —(ssx = sx)
1. —(sx =x) zat. ind.
2. VYyyen(sx =sy - x=y) aksjomat
3. SsX=5SX > SXx=X 2., VO, x/sx,y/x
4. —(ssx = sx) 1., 3. MT
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Przypadek paradygmatyczny — arytmetyka liczb

naturalnych

Dlaczego indukcja pracuje?
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Przypadek paradygmatyczny — arytmetyka liczb

INDUKCJA | KRZ

naturalnych

Dlaczego indukcja pracuje?

Bo zbiér liczb naturalnych jest zbiorem
indukcyjnym /rekurencyjnym.
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Przypadek paradygmatyczny — arytmetyka liczb

INDUKCJA | KRZ

naturalnych

Dlaczego indukcja pracuje?

Bo zbiér liczb naturalnych jest zbiorem

indukcyjnym /rekurencyjnym.

Ogodlniej — dowody indukcyjne mozna stosowac do twierdzen
postaci:
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Przypadek paradygmatyczny — arytmetyka liczb

naturalnych

Dlaczego indukcja pracuje?

Bo zbiér liczb naturalnych jest zbiorem

indukcyjnym /rekurencyjnym.

Ogodlniej — dowody indukcyjne mozna stosowac do twierdzen
postaci:

Vi(x € A— x € B)
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Przypadek paradygmatyczny — arytmetyka liczb

naturalnych

Dlaczego indukcja pracuje?

Bo zbiér liczb naturalnych jest zbiorem

indukcyjnym /rekurencyjnym.

Ogodlniej — dowody indukcyjne mozna stosowac do twierdzen
postaci:

Vi(x € A— x € B)
lub

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Przypadek paradygmatyczny — arytmetyka liczb

naturalnych

Dlaczego indukcja pracuje?

Bo zbiér liczb naturalnych jest zbiorem

indukcyjnym /rekurencyjnym.

Ogodlniej — dowody indukcyjne mozna stosowac do twierdzen
postaci:

Vi(x € A— x € B)
lub

Vx(io(x) = 9(x))
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Przypadek paradygmatyczny — arytmetyka liczb
naturalnych

Dlaczego indukcja pracuje?

Bo zbiér liczb naturalnych jest zbiorem

indukcyjnym /rekurencyjnym.

Ogodlniej — dowody indukcyjne mozna stosowac do twierdzen
postaci:

Vi(x € A— x € B)
lub

Vx(io(x) = 9(x))

pod warunkiem, ze A jest zbiorem indukcyjnym (¢ jest wtasnoscia
zdefiniowana rekurencyjnie).
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Ogolny ksztatt definicji indukcyjnych

Kazda definicja indukcyjna zawiera 3 czesci:
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Ogolny ksztatt definicji indukcyjnych

Kazda definicja indukcyjna zawiera 3 czesci:

© bazowa — wymienia elementy wyjsciowe, ktére bezwarunkowo
zawieraja sie w definiowanym zbiorze
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Ogolny ksztatt definicji indukcyjnych

Kazda definicja indukcyjna zawiera 3 czesci:
© bazowa — wymienia elementy wyjsciowe, ktére bezwarunkowo
zawieraja sie w definiowanym zbiorze
@ indukcyjna — okresla jak nowe elementy definiowanego zbioru
powstaja z elementéw juz do niego nalezacych (podaje reguty
konstrukcji zbioru indukcyjnego)
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Ogolny ksztatt definicji indukcyjnych

Kazda definicja indukcyjna zawiera 3 czesci:

© bazowa — wymienia elementy wyjsciowe, ktére bezwarunkowo
zawieraja sie w definiowanym zbiorze

@ indukcyjna — okresla jak nowe elementy definiowanego zbioru
powstaja z elementéw juz do niego nalezacych (podaje reguty
konstrukcji zbioru indukcyjnego)

© koncowa — stwierdza, ze nic innego poza obiektami
uzyskanymi przez odwotanie sie do 1. lub 2. nie nalezy do
definiowanego zbioru
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Ogolny ksztatt definicji indukcyjnych

Alternatywnie mozna wystowi¢ definicje indukcyjna nastepujaco:
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Ogolny ksztatt definicji indukcyjnych

Alternatywnie mozna wystowi¢ definicje indukcyjna nastepujaco:
A jest zbiorem indukcyjnym wtw A jest najmniejszym zbiorem
spetniajacym warunki 1. i 2.
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Ogolny ksztatt definicji indukcyjnych

Alternatywnie mozna wystowi¢ definicje indukcyjna nastepujaco:

A jest zbiorem indukcyjnym wtw A jest najmniejszym zbiorem
spetniajacym warunki 1. i 2.

Uwaga! istnienie takiego najmniejszego zbioru jest
zagwarantowane przez teorie mnogosci — jest to iloczyn wszystkich
zbioréw zawierajacych zbiér elementéw wyjsciowych i domknietych
na zastosowanie wszystkich operacji konstruowania nowych
elementoéw.
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Formalna postaé definicji indukcyjnych
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Formalna postaé definicji indukcyjnych

INDUKCJA | KRZ

Woprowadzimy nastepujace oznaczenia:
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Formalna postaé definicji indukcyjnych

INDUKCJA | KRZ

Woprowadzimy nastepujace oznaczenia:

Niech B to zbiér elementéow wyjsciowych;
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
INDUKCJATKRZ  SySTEM AKSJOMATYCZNY

Formalna postaé definicji indukcyjnych

Wprowadzimy nastepujace oznaczenia:

Niech B to zbiér elementéow wyjsciowych;

CL(A, O) oznacza, ze A jest domkniety na kazda operacje ze
zbioru O, tzn. x1,...,x, € A — 0o(x1, ..., Xp) € A, dla kazdej
n-argumentowej operacji (reguty konstrukcji) o € O (n > 0).
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
SYSTEM AKSJOMATYCZNY

INDUKCJA | KRZ

Formalna postaé definicji indukcyjnych

Wprowadzimy nastepujace oznaczenia:

Niech B to zbiér elementéow wyjsciowych;

CL(A, O) oznacza, ze A jest domkniety na kazda operacje ze
zbioru O, tzn. x1,...,x, € A — 0o(x1, ..., Xp) € A, dla kazdej
n-argumentowej operacji (reguty konstrukcji) o € O (n > 0).
A jest zbiorem indukcyjnym wtw:
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
SYSTEM AKSJOMATYCZNY

INDUKCJA | KRZ

Formalna postaé definicji indukcyjnych

Wprowadzimy nastepujace oznaczenia:

Niech B to zbiér elementéow wyjsciowych;

CL(A, O) oznacza, ze A jest domkniety na kazda operacje ze
zbioru O, tzn. x1,...,x, € A — 0o(x1, ..., Xp) € A, dla kazdej
n-argumentowej operacji (reguty konstrukcji) o € O (n > 0).
A jest zbiorem indukcyjnym wtw:

Q@ BCA
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
SYSTEM AKSJOMATYCZNY

INDUKCJA | KRZ

Formalna postaé definicji indukcyjnych

Wprowadzimy nastepujace oznaczenia:

Niech B to zbiér elementéow wyjsciowych;

CL(A, O) oznacza, ze A jest domkniety na kazda operacje ze
zbioru O, tzn. x1,...,x, € A — 0o(x1, ..., Xp) € A, dla kazdej
n-argumentowej operacji (reguty konstrukcji) o € O (n > 0).
A jest zbiorem indukcyjnym wtw:

Q@ BCA
Q@ CL(A 0)
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
SYSTEM AKSJOMATYCZNY

INDUKCJA | KRZ

Formalna postaé definicji indukcyjnych

Wprowadzimy nastepujace oznaczenia:

Niech B to zbiér elementéow wyjsciowych;
CL(A, O) oznacza, ze A jest domkniety na kazda operacje ze
zbioru O, tzn. x1,...,x, € A — 0o(x1, ..., Xp) € A, dla kazdej
n-argumentowej operacji (reguty konstrukcji) o € O (n > 0).
A jest zbiorem indukcyjnym wtw:

@ BCA

Q@ CL(A, 0)

Q@ Ve(BC CACL(C,0) - AC ()
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
SYSTEM AKSJOMATYCZNY

INDUKCJA | KRZ

Formalna postaé definicji indukcyjnych

Wprowadzimy nastepujace oznaczenia:

Niech B to zbiér elementéow wyjsciowych;
CL(A, O) oznacza, ze A jest domkniety na kazda operacje ze
zbioru O, tzn. x1,...,x, € A — 0o(x1, ..., Xp) € A, dla kazdej
n-argumentowej operacji (reguty konstrukcji) o € O (n > 0).
A jest zbiorem indukcyjnym wtw:

@ BCA

Q@ CL(A, 0)

Q@ Ve(BC CACL(C,0) - AC ()

Warunek 3. wyraza fakt, ze A jest najmniejszym zbiorem
spetniajacym 1. i 2.
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Ogolny ksztatt definicji indukcyjnych
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Ogolny ksztatt definicji indukcyjnych

Przyktad 1. Definicja zbioru liczb naturalnych N
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Ogolny ksztatt definicji indukcyjnych

Przyktad 1. Definicja zbioru liczb naturalnych N

N jest najmniejszym zbiorem spetniajacym warunki:
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Ogolny ksztatt definicji indukcyjnych

Przyktad 1. Definicja zbioru liczb naturalnych N

N jest najmniejszym zbiorem spetniajacym warunki:

Q@0cN
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Ogolny ksztatt definicji indukcyjnych

Przyktad 1. Definicja zbioru liczb naturalnych N

N jest najmniejszym zbiorem spetniajacym warunki:

Q0eN
Q jezelixe N,tosx e N
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
SYSTEM AKSJOMATYCZNY

INDUKCJA | KRZ

Ogolny ksztatt definicji indukcyjnych

Przyktad 2. Definicja zbioru formut KRZ FOR
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
SYSTEM AKSJOMATYCZNY

INDUKCJA | KRZ

Ogolny ksztatt definicji indukcyjnych

Przyktad 2. Definicja zbioru formut KRZ FOR

FOR jest najmniejszym zbiorem spetniajacym warunki:
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
SYSTEM AKSJOMATYCZNY

INDUKCJA | KRZ

Ogolny ksztatt definicji indukcyjnych

Przyktad 2. Definicja zbioru formut KRZ FOR

FOR jest najmniejszym zbiorem spetniajacym warunki:

1. ZZ C FOR
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
SYSTEM AKSJOMATYCZNY

INDUKCJA | KRZ

Ogolny ksztatt definicji indukcyjnych

Przyktad 2. Definicja zbioru formut KRZ FOR

FOR jest najmniejszym zbiorem spetniajacym warunki:

1. ZZ C FOR
2a. jezeli ¢ € FOR, to ~¢ € FOR
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
INDUKCJATKRZ  SySTEM AKSJOMATYCZNY

Ogolny ksztatt definicji indukcyjnych

Przyktad 2. Definicja zbioru formut KRZ FOR

FOR jest najmniejszym zbiorem spetniajacym warunki:
1. ZZ C FOR
2a. jezeli ¢ € FOR, to ~¢ € FOR

2b. jezeli p,1 € FOR, to (¢ AY),(p V), (p — ) € FOR
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
SYSTEM AKSJOMATYCZNY

INDUKCJA | KRZ

Ogolny ksztatt definicji indukcyjnych

FOR jest najmniejszym zbiorem spetniajacym warunki:
1. ZZ C FOR
2a. jezeli ¢ € FOR, to ~¢ € FOR
2b. jezeli p,1 € FOR, to (¢ AY),(p V), (p — ) € FOR

Uwaga 1: w praktyce stosujemy konwencje pomijania zbednych
nawiasow.
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
INDUKCJATKRZ  SySTEM AKSJOMATYCZNY

Ogolny ksztatt definicji indukcyjnych

Przyktad 2. Definicja zbioru formut KRZ FOR

FOR jest najmniejszym zbiorem spetniajacym warunki:
1. ZZ C FOR
2a. jezeli ¢ € FOR, to ~¢ € FOR
2b. jezeli p,1 € FOR, to (¢ AY),(p V), (p — ) € FOR

Uwaga 1: w praktyce stosujemy konwencje pomijania zbednych

nawiasow.
Uwaga 2: < i L uzywamy dalej jako definicyjnych skrétéw.

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Ogolny ksztatt definicji indukcyjnych

Inne sposoby definiowania jezyka zdaniowego:
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Ogolny ksztatt definicji indukcyjnych

Inne sposoby definiowania jezyka zdaniowego:

1. Popularnym obecnie sposobem definiowania jest uzycie notacji
Backusa/Naura:
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Ogolny ksztatt definicji indukcyjnych

Inne sposoby definiowania jezyka zdaniowego:

1. Popularnym obecnie sposobem definiowania jest uzycie notacji
Backusa/Naura:

p € FOR
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Ogolny ksztatt definicji indukcyjnych

Inne sposoby definiowania jezyka zdaniowego:

1. Popularnym obecnie sposobem definiowania jest uzycie notacji
Backusa/Naura:

p € FOR

wiw
p:=plp| (@A) | (V)| (p— )
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Ogolny ksztatt definicji indukcyjnych

Inne sposoby definiowania jezyka zdaniowego:

1. Popularnym obecnie sposobem definiowania jest uzycie notacji
Backusa/Naura:

p € FOR

wiw
p:=plp| (@A) | (V)| (p— )

Jest to forma réwnowazna — dowody indukcyjne stosuja sie réwniez
do takich zbioréw.

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



INDUKCJA MATEMATYCZNA
SYSTEM AKSJOMATYCZNY

INDUKCJA | KRZ

Ogolny ksztatt definicji indukcyjnych

Inne sposoby definiowania jezyka zdaniowego:

1. Popularnym obecnie sposobem definiowania jest uzycie notacji
Backusa/Naura:

p € FOR

wiw

p:=plp| (@A) | (V)| (p— )

Jest to forma réwnowazna — dowody indukcyjne stosuja sie réwniez
do takich zbioréw.

2. Jezyk KRZ (lub dowolny jezyk zdaniowy) jako algebra wolna —
ten watek ew. rozwiniemy pdzniej
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowodéw indukcyjnych w logice

Zasadniczo dwa sposoby:
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowodéw indukcyjnych w logice

Zasadniczo dwa sposoby:

@ bezposrednie zastosowanie indukcji matematycznej (zazwyczaj
mocnej) do pewnej przyjetej miary;
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
INDUKCJATKRZ  SySTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowodéw indukcyjnych w logice

Zasadniczo dwa sposoby:
@ bezposrednie zastosowanie indukcji matematycznej (zazwyczaj
mocnej) do pewnej przyjetej miary;
@ wprowadzenie osobnej zasady indukgcji, np. indukgcji
strukturalnej w wersji dla FOR:

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowodéw indukcyjnych w logice

A. bezposrednie zastosowanie indukcji matematycznej (zazwyczaj
mocnej) do przyjetej miary, np.:
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowodéw indukcyjnych w logice

A. bezposrednie zastosowanie indukcji matematycznej (zazwyczaj
mocnej) do przyjetej miary, np.:

Q dtugos¢ formut (ilos¢ symboli)
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowodéw indukcyjnych w logice

A. bezposrednie zastosowanie indukcji matematycznej (zazwyczaj
mocnej) do przyjetej miary, np.:

Q dtugos¢ formut (ilos¢ symboli)

@ ztozonos¢ formut (ilos¢ statych logicznych)
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowodéw indukcyjnych w logice

A. bezposrednie zastosowanie indukcji matematycznej (zazwyczaj
mocnej) do przyjetej miary, np.:

Q dtugos¢ formut (ilos¢ symboli)
@ ztozonos¢ formut (ilos¢ statych logicznych)

@ dtugos¢ dowodu (ilos¢ wierszy)
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowodéw indukcyjnych w logice

B. wprowadzenie zasady indukcji strukturalnej — np. w wersji dla
FOR:

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowodéw indukcyjnych w logice

B. wprowadzenie zasady indukcji strukturalnej — np. w wersji dla
FOR:

Jezeli:
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowodéw indukcyjnych w logice

B. wprowadzenie zasady indukcji strukturalnej — np. w wersji dla
FOR:

Jezeli:

1. kazda zmienna zdaniowa ma wtasnos¢ 6
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowodéw indukcyjnych w logice

B. wprowadzenie zasady indukcji strukturalnej — np. w wersji dla
FOR:

Jezeli:

1. kazda zmienna zdaniowa ma wtasnos¢ 6

2a. jezeli ¢ ma wtasnos¢ 6, to —¢ ma wiasnos¢ 6
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowodéw indukcyjnych w logice

B. wprowadzenie zasady indukcji strukturalnej — np. w wersji dla
FOR:

Jezeli:

1. kazda zmienna zdaniowa ma witasnos¢ 6
2a. jezeli ¢ ma wtasnos¢ 6, to —¢ ma wiasnos¢ 6

2b. jezeli ¢ i 9 ma wiasnos¢ 6, to (¢ A ), (¢ V1Y), (p — ) ma
wtasnos¢ 6
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowodéw indukcyjnych w logice

B. wprowadzenie zasady indukcji strukturalnej — np. w wersji dla
FOR:

Jezeli:

1. kazda zmienna zdaniowa ma witasnos¢ 6
2a. jezeli ¢ ma wtasnos¢ 6, to —¢ ma wiasnos¢ 6
2b. jezeli ¢ i 9 ma wiasnos¢ 6, to (¢ A ), (¢ V1Y), (p — ) ma
wtasnos¢ 6

to kazda formuta ma wiasnos¢ 6
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowodéw indukcyjnych w logice

Dowody indukcyjne w logice — 3 przyktady dla KRZ:
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowodéw indukcyjnych w logice

Dowody indukcyjne w logice — 3 przyktady dla KRZ:

© przyktad ilustracyjny — parowanie nawiaséw
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowodéw indukcyjnych w logice

Dowody indukcyjne w logice — 3 przyktady dla KRZ:

© przyktad ilustracyjny — parowanie nawiaséw

@ dopuszczalnosé reguty ekstensjonalnosci
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowodéw indukcyjnych w logice

Dowody indukcyjne w logice — 3 przyktady dla KRZ:

© przyktad ilustracyjny — parowanie nawiaséw
@ dopuszczalnosé reguty ekstensjonalnosci
© twierdzenie o dedukgji

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



INDUKCJA MATEMATYCZNA
SYSTEM AKSJOMATYCZNY

INDUKCJA | KRZ

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Przyktad 1 — prosty.
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
SYSTEM AKSJOMATYCZNY

INDUKCJA | KRZ

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Przyktad 1 — prosty.

Twierdzenie: w kazdej formule KRZ x ilos¢ nawiaséw lewych
(nl(x)) jest réwna ilosci nawiaséw prawych (np(x))
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
SYSTEM AKSJOMATYCZNY

INDUKCJA | KRZ

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Przyktad 1 — prosty.

Twierdzenie: w kazdej formule KRZ x ilos¢ nawiaséw lewych
(nl(x)) jest réwna ilosci nawiaséw prawych (np(x))
Indukcja strukturalna

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Przyktad 1 — prosty.

Twierdzenie: w kazdej formule KRZ x ilos¢ nawiaséw lewych
(nl(x)) jest réwna ilosci nawiaséw prawych (np(x))

Indukcja strukturalna

a. baza: formuta x jest zmienna, zatem nl/(x) = np(x) =0
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Przyktad 1 — prosty.

Twierdzenie: w kazdej formule KRZ x ilos¢ nawiaséw lewych
(nl(x)) jest réwna ilosci nawiaséw prawych (np(x))

Indukcja strukturalna

a. baza: formuta x jest zmienna, zatem nl/(x) = np(x) =0

b. teza: zatozenie indukcyjne: dowodzone twierdzenie zachodzi dla

piy
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
INDUKCJATKRZ  SySTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Przyktad 1 — prosty.

Twierdzenie: w kazdej formule KRZ x ilos¢ nawiaséw lewych
(nl(x)) jest réwna ilosci nawiaséw prawych (np(x))

Indukcja strukturalna

a. baza: formuta x jest zmienna, zatem nl/(x) = np(x) =0

b. teza: zatozenie indukcyjne: dowodzone twierdzenie zachodzi dla
piy

— jezeli formuta x ma posta¢ —p, to ma tyle samo nawiaséw co ¢,
wiec z zatozenia indukeyjnego nl(x) = np(x)
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Przyktad 1 — prosty.

Twierdzenie: w kazdej formule KRZ x ilos¢ nawiaséw lewych
(nl(x)) jest réwna ilosci nawiaséw prawych (np(x))

Indukcja strukturalna

a. baza: formuta x jest zmienna, zatem nl/(x) = np(x) =0

b. teza: zatozenie indukcyjne: dowodzone twierdzenie zachodzi dla
piy

— jezeli formuta x ma posta¢ —p, to ma tyle samo nawiaséw co ¢,
wiec z zatozenia indukeyjnego nl(x) = np(x)

— jezeli formuta x ma postac (¢ * 1), gdzie x to dowolny spdjnik
dwuargumentowy, to twierdzenie zachodzi, gdyz

nl(x) = nl() + nl(¥) +1 i np(x) = np(¢) + np(¥) + 1, a z
zatozenia indukcyjnego mamy nl(¢) = np(¢) i nl(v)) = np(v).
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Przyktad 1 — prosty.

Twierdzenie: w kazdej formule KRZ x ilos¢ nawiaséw lewych
(nl(x)) jest réwna ilosci nawiaséw prawych (np(x))

Indukcja strukturalna

a. baza: formuta x jest zmienna, zatem nl/(x) = np(x) =0

b. teza: zatozenie indukcyjne: dowodzone twierdzenie zachodzi dla
piy

— jezeli formuta x ma posta¢ —p, to ma tyle samo nawiaséw co ¢,
wiec z zatozenia indukeyjnego nl(x) = np(x)

— jezeli formuta x ma postac (¢ * 1), gdzie x to dowolny spdjnik
dwuargumentowy, to twierdzenie zachodzi, gdyz

nl(x) = nl() + nl(¥) +1 i np(x) = np(¢) + np(¥) + 1, a z
zatozenia indukcyjnego mamy nl(¢) = np(¢) i nl(v)) = np(v).
Zatem twierdzenie zachodzi dla dowolnej formuty.
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
SYSTEM AKSJOMATYCZNY

INDUKCJA | KRZ

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Przyktad 2 — reguta ekstensjonalnosci
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
SYSTEM AKSJOMATYCZNY

INDUKCJA | KRZ

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Przyktad 2 — reguta ekstensjonalnosci

Udowodnimy, ze reguta ekstensjonalnosci RE jest reguta
dopuszczalna w KRZ, tzn, ze:
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
SYSTEM AKSJOMATYCZNY

INDUKCJA | KRZ

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Przyktad 2 — reguta ekstensjonalnosci
Udowodnimy, ze reguta ekstensjonalnosci RE jest reguta
dopuszczalna w KRZ, tzn, ze:

jezeli ¢ <> 1) jest teza KRZ, to x <> x[p/ /] tez jest teza;
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
SYSTEM AKSJOMATYCZNY

INDUKCJA | KRZ

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Przyktad 2 — reguta ekstensjonalnosci

Udowodnimy, ze reguta ekstensjonalnosci RE jest reguta
dopuszczalna w KRZ, tzn, ze:

jezeli ¢ <> 1) jest teza KRZ, to x <> x[p/ /] tez jest teza;
lub krétko:
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
SYSTEM AKSJOMATYCZNY

INDUKCJA | KRZ

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Przyktad 2 — reguta ekstensjonalnosci

Udowodnimy, ze reguta ekstensjonalnosci RE jest reguta
dopuszczalna w KRZ, tzn, ze:

jezeli ¢ <> 1) jest teza KRZ, to x <> x[p/ /] tez jest teza;
lub krétko:

RE:Fo <9 / Fx o xlp//Y]

gdzie x[p/ /1] oznacza zastapienie co najmniej jednego
wystapienia ¢ (jako podformuty x) przez 1
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
SYSTEM AKSJOMATYCZNY

INDUKCJA | KRZ

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Przyktad 2 — reguta ekstensjonalnosci

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Przyktad 2 — reguta ekstensjonalnosci

Wstepnie odnotujmy nastepujacy lemat (twierdzenie pomocnicze)
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
INDUKCJATKRZ  SySTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Przyktad 2 — reguta ekstensjonalnosci

Wstepnie odnotujmy nastepujacy lemat (twierdzenie pomocnicze)
Lemat 1: Kazda formuta podpadajaca pod jeden z ponizszych
schematéw jest teza dowolnego petnego systemu dedukcyjnego dla
KRZ:
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Przyktad 2 — reguta ekstensjonalnosci

Wstepnie odnotujmy nastepujacy lemat (twierdzenie pomocnicze)
Lemat 1: Kazda formuta podpadajaca pod jeden z ponizszych
schematéw jest teza dowolnego petnego systemu dedukcyjnego dla
KRZ:

(oY) = (mp & )

(pev) = (pAXx < PAX)
((90<—>¢)—>(X/\SOHXA1/J)
(

o

b.

d (po ) = (pVXxe V)

e (pe )= (xVe e xVy)
f.lpey)=(p—=xo v —=x)

g (peov) (= x—v)

h. (p = Y)A (v <) = (P Ay < P AD)
i (peoY)A(ye0) = (pVy &Y VI)
o)A (yo )= (p—=yo 9 —=9)
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INDUKCJA | KRZ

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Przyktad 2 — reguta ekstensjonalnosci
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
SYSTEM AKSJOMATYCZNY

INDUKCJA | KRZ

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Przyktad 2 — reguta ekstensjonalnosci

Indukcja (mocna) po dtugosci x przy zatozeniu indukcyjnym, ze RE
zachodzi dla kazdej formuty krétszej. Rozwazamy 5 przypadkdw:
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
INDUKCJATKRZ  SySTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Przyktad 2 — reguta ekstensjonalnosci

Indukcja (mocna) po dtugosci x przy zatozeniu indukcyjnym, ze RE
zachodzi dla kazdej formuty krétszej. Rozwazamy 5 przypadkdw:
a. x jest zmienna, zatem operacja jest wykonalna wtw x := ¢, ale
wtedy jest to operacja trywialna, tj. x[¢//¢] =
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
INDUKCJATKRZ  SySTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Przyktad 2 — reguta ekstensjonalnosci

Indukcja (mocna) po dtugosci x przy zatozeniu indukcyjnym, ze RE
zachodzi dla kazdej formuty krétszej. Rozwazamy 5 przypadkdw:
a. x jest zmienna, zatem operacja jest wykonalna wtw x := ¢, ale
wtedy jest to operacja trywialna, tj. x[¢//¢] =

b. x :== .
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
SYSTEM AKSJOMATYCZNY

INDUKCJA | KRZ

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Przyktad 2 — reguta ekstensjonalnosci

Indukcja (mocna) po dtugosci x przy zatozeniu indukcyjnym, ze RE
zachodzi dla kazdej formuty krétszej. Rozwazamy 5 przypadkdw:
a. x jest zmienna, zatem operacja jest wykonalna wtw x := ¢, ale
wtedy jest to operacja trywialna, tj. x[¢//¢] =

b. x :== .

Z zat. indukcyjnego mamy v < [/ /Y],
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
SYSTEM AKSJOMATYCZNY

INDUKCJA | KRZ

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Przyktad 2 — reguta ekstensjonalnosci

Indukcja (mocna) po dtugosci x przy zatozeniu indukcyjnym, ze RE
zachodzi dla kazdej formuty krétszej. Rozwazamy 5 przypadkdw:
a. x jest zmienna, zatem operacja jest wykonalna wtw x := ¢, ale
wtedy jest to operacja trywialna, tj. x[¢//¢] =

b. x :== .

Z zat. indukcyjnego mamy v < [/ /Y],

przez lemat 1.a. otrzymujemy = —y <> =y[¢/ /]
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Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Przyktad 2 — reguta ekstensjonalnosci
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Przyktad 2 — reguta ekstensjonalnosci

c. x :=(yAd). Do rozwazenia mamy trzy (pod)przypadki:
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Przyktad 2 — reguta ekstensjonalnosci

c. x :=(yAd). Do rozwazenia mamy trzy (pod)przypadki:
— zastapienie ¢ przez v tylko w v, czyli x[¢//¥] == (vl¢//¥] A 0).
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
INDUKCJATKRZ  SySTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Przyktad 2 — reguta ekstensjonalnosci

c. x :=(yAd). Do rozwazenia mamy trzy (pod)przypadki:

— zastapienie ¢ przez v tylko w v, czyli x[¢//¥] == (vl¢//¥] A 0).
Z zat. indukcyjnego mamy v < vy[p/ /1],

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Przyktad 2 — reguta ekstensjonalnosci

c. x :=(yAd). Do rozwazenia mamy trzy (pod)przypadki:

— zastapienie ¢ przez v tylko w v, czyli x[¢//¥] == (vl¢//¥] A 0).
Z zat. indukcyjnego mamy v < vy[p/ /1],

przez lemat 1.b. otrzymujemy = (v A d) < (v[e/ /%] A 9).
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Przyktad 2 — reguta ekstensjonalnosci

c. x :=(yAd). Do rozwazenia mamy trzy (pod)przypadki:

— zastapienie ¢ przez v tylko w v, czyli x[¢//¥] == (vl¢//¥] A 0).
Z zat. indukcyjnego mamy v < vy[p/ /1],

przez lemat 1.b. otrzymujemy = (v A d) < (v[e/ /%] A 9).

— zastapienie ¢ przez ¢ tylko w 9, czyli x[p//¢] == (v A d[e//¥]).
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Przyktad 2 — reguta ekstensjonalnosci

c. x :=(yAd). Do rozwazenia mamy trzy (pod)przypadki:

— zastapienie ¢ przez v tylko w v, czyli x[¢//¥] == (vl¢//¥] A 0).
Z zat. indukcyjnego mamy v < vy[p/ /1],

przez lemat 1.b. otrzymujemy = (v A d) < (v[e/ /%] A 9).

— zastapienie ¢ przez ¥ tylko w d, czyli x[¢/ /] := (v Adlp//Y]).
Analogicznie jak w poprzednim przypadku tylko przez lemat 1.c.
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Przyktad 2 — reguta ekstensjonalnosci

c. x :=(yAd). Do rozwazenia mamy trzy (pod)przypadki:

— zastapienie ¢ przez v tylko w v, czyli x[¢//¥] == (vl¢//¥] A 0).
Z zat. indukcyjnego mamy v < vy[p/ /1],

przez lemat 1.b. otrzymujemy = (v A d) < (v[e/ /%] A 9).

— zastapienie ¢ przez ¢ tylko w 9, czyli x[p//¢] == (v A d[e//¥]).
Analogicznie jak w poprzednim przypadku tylko przez lemat 1.c.

— zastapienie ¢ przez i zaréwno w v jak i w 4, czyli

xle/ 9] = (Ve/ /9] Aol / [4])-
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Przyktad 2 — reguta ekstensjonalnosci

c. x :=(yAd). Do rozwazenia mamy trzy (pod)przypadki:

— zastapienie ¢ przez v tylko w v, czyli x[¢//¥] == (vl¢//¥] A 0).
Z zat. indukcyjnego mamy v < vy[p/ /1],

przez lemat 1.b. otrzymujemy = (v A d) < (v[e/ /%] A 9).

— zastapienie ¢ przez ¢ tylko w 9, czyli x[p//¢] == (v A d[e//¥]).
Analogicznie jak w poprzednim przypadku tylko przez lemat 1.c.

— zastapienie ¢ przez i zaréwno w v jak i w 4, czyli

Mo/ 6] = (1] /9] A Sl [4)).

Z zat. indukcyjnego mamy F v < v[p/ /Y] i E§ < d[p/ /Y]

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Przyktad 2 — reguta ekstensjonalnosci

c. x :=(yAd). Do rozwazenia mamy trzy (pod)przypadki:

— zastapienie ¢ przez v tylko w v, czyli x[¢//¥] == (vl¢//¥] A 0).
Z zat. indukcyjnego mamy v < vy[p/ /1],

przez lemat 1.b. otrzymujemy = (v A d) < (v[e/ /%] A 9).

— zastapienie ¢ przez ¢ tylko w 9, czyli x[p//¢] == (v A d[e//¥]).
Analogicznie jak w poprzednim przypadku tylko przez lemat 1.c.

— zastapienie ¢ przez i zaréwno w v jak i w 4, czyli

Mo/ 6] = (1] /9] A Sl [4)).

Z zat. indukcyjnego mamy F v < v[p/ /Y] i E§ < d[p/ /Y]

Przez lemat 1.h. otrzymujemy F (v A d) <> (v[w/ /] A dle//]).
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Przyktad 2 — reguta ekstensjonalnosci

c. x :=(yAd). Do rozwazenia mamy trzy (pod)przypadki:

— zastapienie ¢ przez v tylko w v, czyli x[¢//¥] == (vl¢//¥] A 0).
Z zat. indukcyjnego mamy v < vy[p/ /1],

przez lemat 1.b. otrzymujemy = (v A d) < (v[e/ /%] A 9).

— zastapienie ¢ przez ¢ tylko w 9, czyli x[p//¢] == (v A d[e//¥]).
Analogicznie jak w poprzednim przypadku tylko przez lemat 1.c.

— zastapienie ¢ przez i zaréwno w v jak i w 4, czyli

Mo/ 6] = (1] /9] A Sl [4)).

Z zat. indukcyjnego mamy F v < v[p/ /Y] i E§ < d[p/ /Y]

Przez lemat 1.h. otrzymujemy = (v A d) <> (v[e//¥] A d[p/ /¥]).
d. i e. dowodzimy tak jak c. w oparciu o lemat 1. (odpowiednie

przypadki dla V i —).
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Przyktad 2 — reguta ekstensjonalnosci

c. x :=(yAd). Do rozwazenia mamy trzy (pod)przypadki:

— zastapienie ¢ przez v tylko w v, czyli x[¢//¥] == (vl¢//¥] A 0).
Z zat. indukcyjnego mamy v < vy[p/ /1],

przez lemat 1.b. otrzymujemy = (v A d) < (v[e/ /%] A 9).

— zastapienie ¢ przez ¢ tylko w 9, czyli x[p//¢] == (v A d[e//¥]).
Analogicznie jak w poprzednim przypadku tylko przez lemat 1.c.

— zastapienie ¢ przez i zaréwno w v jak i w 4, czyli

Mo/ 6] = (1] /9] A Sl [4)).

Z zat. indukcyjnego mamy F v < v[p/ /Y] i E§ < d[p/ /Y]

Przez lemat 1.h. otrzymujemy = (v A d) <> (v[e//¥] A d[p/ /¥]).
d. i e. dowodzimy tak jak c. w oparciu o lemat 1. (odpowiednie

przypadki dla V i —).
Uwaga: powyzsze twierdzenie mozna udowodnic przez indukcje
strukturalna — potraktujcie to jako ¢wiczenie
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Przyktad 3 — twierdzenie o dedukcji dla aksjomatycznego systemu
KRZ
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Przyktad 3 — twierdzenie o dedukcji dla aksjomatycznego systemu
KRZ

Przypomnijmy sobie (pewien) system aksjomatyczny dla KRZ
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Przyktad 3 — twierdzenie o dedukcji dla aksjomatycznego systemu
KRZ

Przypomnijmy sobie (pewien) system aksjomatyczny dla KRZ
Aksjomatem jest dowolna formuta podpadajaca pod jeden z
ponizszych schematdéw:
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Przyktad 3 — twierdzenie o dedukcji dla aksjomatycznego systemu
KRZ

Przypomnijmy sobie (pewien) system aksjomatyczny dla KRZ
Aksjomatem jest dowolna formuta podpadajaca pod jeden z
ponizszych schematdéw:
1 o= (=)
(e = (¥ —=x)) = ((p = ¢) = (¢ = X))
PAY = T oA Y
o= (Y= e AY)
preVY i P eVY
(= x) = (b= x) = (VY —X))
(o = ) = (¥ = )

~NOo ok~ wDN
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Przyktad 3 — twierdzenie o dedukcji dla aksjomatycznego systemu
KRZ

Przypomnijmy sobie (pewien) system aksjomatyczny dla KRZ
Aksjomatem jest dowolna formuta podpadajaca pod jeden z
ponizszych schematdéw:
1 o= (=)
(e = (¥ —=x)) = ((p = ¢) = (¢ = X))
PAY = T oA Y
o= (Y= e AY)
preVY i P eVY
(= x) = (¥ = x) = (eV—x))
7 (=)= (Y= )
Jedyna reguta jest reguta MP.

S OB W
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Przyktad 3 — twierdzenie o dedukcji dla aksjomatycznego systemu
KRZ

Przypomnijmy sobie (pewien) system aksjomatyczny dla KRZ
Aksjomatem jest dowolna formuta podpadajaca pod jeden z
ponizszych schematdéw:
1 o= (=)
(e = (¥ —=x)) = ((p = ¢) = (¢ = X))
PAY = T oA Y
o= (Y= e AY)
preVY i P eVY
(= x) = (¥ = x) = (eV—x))
7 (=)= (Y= )
Jedyna reguta jest reguta MP.

S OB W

v

Uwaga: Jest to formalizacja inwariantna (bez reguty podstawiania).
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Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Definicja relacji dowiedInosci (F) i tezy

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Definicja relacji dowiedInosci (F) i tezy

o [+ ¢ wtw istnieje skoriczony ciag formut (dowdd), w ktérym
ostatnim elementem jest ¢ i gdzie kazdy element jest:
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INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Definicja relacji dowiedInosci (F) i tezy

o [+ ¢ wtw istnieje skoriczony ciag formut (dowdd), w ktérym
ostatnim elementem jest ¢ i gdzie kazdy element jest:

e podstawieniem aksjomatu lub
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Definicja relacji dowiedInosci (F) i tezy
o [+ ¢ wtw istnieje skoriczony ciag formut (dowdd), w ktérym
ostatnim elementem jest ¢ i gdzie kazdy element jest:

e podstawieniem aksjomatu lub
o elementem zbioru I (zatozeniem) lub
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Definicja relacji dowiedInosci (F) i tezy

o [+ ¢ wtw istnieje skoriczony ciag formut (dowdd), w ktérym
ostatnim elementem jest ¢ i gdzie kazdy element jest:
e podstawieniem aksjomatu lub
o elementem zbioru ' (zatozeniem) lub
e wynikiem zastosowania MP do poprzedzajacych wyrazéw ciagu
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Definicja relacji dowiedInosci (F) i tezy
o [+ ¢ wtw istnieje skoriczony ciag formut (dowdd), w ktérym
ostatnim elementem jest ¢ i gdzie kazdy element jest:

e podstawieniem aksjomatu lub
o elementem zbioru ' (zatozeniem) lub
e wynikiem zastosowania MP do poprzedzajacych wyrazéw ciagu

o Fpwtw @ F ¢ (¢ jest teza)
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Definicja relacji dowiedInosci (F) i tezy
o [+ ¢ wtw istnieje skoriczony ciag formut (dowdd), w ktérym
ostatnim elementem jest ¢ i gdzie kazdy element jest:

e podstawieniem aksjomatu lub
o elementem zbioru ' (zatozeniem) lub
e wynikiem zastosowania MP do poprzedzajacych wyrazéw ciagu

o Fpwtw @ F ¢ (¢ jest teza)

Uwaga: Zauwaz, ze definicja dowiedlnosci ma charakter
rekurencyjny.
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INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Twierdzenie o dedukcji dla KRZ: jezeli [, o -, to ' F ¢ — 9
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Twierdzenie o dedukcji dla KRZ: jezeli [, o -, to ' F ¢ — 9
Dowéd przez mocna indukcje po dtugosci dowodu I, o = 1.
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Twierdzenie o dedukcji dla KRZ: jezeli [, o -, to ' F ¢ — 9

Dowéd przez mocna indukcje po dtugosci dowodu I, o = 1.

Z definicji I, ¢ - 1) oznacza, ze istnieje skonczony ciag Vi, ...,Vn, Z
Yn = . Wykazujemy, ze dla dowolnego 1 </ < n zachodzi
twierdzenie, tzn., ze [ = ¢ — v przy zatozeniu indukcyjnym, ze
zachodzi dla dowolnego j < i.
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
INDUKCJATKRZ  SySTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Twierdzenie o dedukcji dla KRZ: jezeli [, o -, to ' F ¢ — 9

Dowéd przez mocna indukcje po dtugosci dowodu I, o = 1.

Z definicji I, ¢ - 1) oznacza, ze istnieje skonczony ciag Vi, ...,Vn, Z
Yn = . Wykazujemy, ze dla dowolnego 1 </ < n zachodzi
twierdzenie, tzn., ze [ = ¢ — v przy zatozeniu indukcyjnym, ze
zachodzi dla dowolnego j < i.

Mamy 4 przypadki do rozwazenia:
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Twierdzenie o dedukcji dla KRZ: jezeli [, o -, to ' F ¢ — 9

Dowéd przez mocna indukcje po dtugosci dowodu I, o = 1.

Z definicji I, ¢ - 1) oznacza, ze istnieje skonczony ciag Vi, ...,Vn, Z
Yn = . Wykazujemy, ze dla dowolnego 1 </ < n zachodzi
twierdzenie, tzn., ze [ = ¢ — v przy zatozeniu indukcyjnym, ze
zachodzi dla dowolnego j < i.

Mamy 4 przypadki do rozwazenia:

a. v; € I': dotaczamy do dowodu podstawienie aksjomatu 1. o
postaci v; — (¢ — ;) i stosujemy MP otrzymujac ¢ — ;.

b. i := ¢: wlaczamy do dowodu podstawienie aksjomatu 1. o
postaci ¢ — (¢ — ) i przez MP otrzymujemy ¢ — ¢
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Twierdzenie o dedukcji dla KRZ: jezeli [, o -, to ' F ¢ — 9
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Twierdzenie o dedukcji dla KRZ: jezeli [, o -, to ' F ¢ — 9
c. 7; jest aksjomatem — postepujemy jak w przypadku a.
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Twierdzenie o dedukcji dla KRZ: jezeli [, o -, to ' F ¢ — 9

c. 7; jest aksjomatem — postepujemy jak w przypadku a.
d. v; zostato wydedukowane przez MP z wczesniejszych wierszy
dowodu o postaci v; (j < i) i — 7i.
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
INDUKCJATKRZ  SySTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Twierdzenie o dedukcji dla KRZ: jezeli [, o -, to ' F ¢ — 9
c. 7; jest aksjomatem — postepujemy jak w przypadku a.

d. v; zostato wydedukowane przez MP z wczesniejszych wierszy
dowodu o postaci v; (j < i) i — 7i.

Poniewaz obie przestanki podpadaja pod zatozenie indukcyjne
zatem mamy ¢ — (7, —= i) i ¢ = ;.
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Twierdzenie o dedukcji dla KRZ: jezeli [, o -, to ' F ¢ — 9

c. 7; jest aksjomatem — postepujemy jak w przypadku a.

d. v; zostato wydedukowane przez MP z wczesniejszych wierszy
dowodu o postaci v; (j < i) i — 7i.

Poniewaz obie przestanki podpadaja pod zatozenie indukcyjne
zatem mamy ¢ — (7, —= i) i ¢ = ;.

Wprowadzamy do dowodu podstawienie aksjomatu 2 postaci:
(¢ = (v = 7)) = ((¢ = ) = (¢ = 7i)). Podwdjne
zastosowanie MP daje nam ¢ — ;.
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Twierdzenie o dedukcji dla KRZ: jezeli [, o -, to ' F ¢ — 9

c. 7; jest aksjomatem — postepujemy jak w przypadku a.

d. v; zostato wydedukowane przez MP z wczesniejszych wierszy
dowodu o postaci v; (j < i) i — 7i.

Poniewaz obie przestanki podpadaja pod zatozenie indukcyjne
zatem mamy ¢ — (7, —= i) i ¢ = ;.

Wprowadzamy do dowodu podstawienie aksjomatu 2 postaci:
(¢ = (v = 7)) = ((¢ = ) = (¢ = 7i)). Podwdjne
zastosowanie MP daje nam ¢ — ;.

Zatem, w szczegdlnosci twierdzenie zachodzi dla ¢ (przypadek
i=n),czylilN¢—
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJA I KRZ SYSTEM AKSJOMATYCZNY

Stosowanie dowodéw indukcyjnych w logice

Inne zastosowania indukcji — przepis na zycie wieczne
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
SYSTEM AKSJOMATYCZNY

INDUKCJA | KRZ

Stosowanie dowodéw indukcyjnych w logice

Inne zastosowania indukcji — przepis na zycie wieczne

Raymond Smullyann radzi:
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
SYSTEM AKSJOMATYCZNY

INDUKCJA | KRZ

Stosowanie dowodéw indukcyjnych w logice

Inne zastosowania indukcji — przepis na zycie wieczne

Raymond Smullyann radzi:

Q@ Zawsze moéw prawde
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
SYSTEM AKSJOMATYCZNY

INDUKCJA | KRZ

Stosowanie dowodéw indukcyjnych w logice

Inne zastosowania indukcji — przepis na zycie wieczne

Raymond Smullyann radzi:

Q@ Zawsze moéw prawde

@ codziennie méw " jutro powtdrze to zdanie”
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
SYSTEM AKSJOMATYCZNY

INDUKCJA | KRZ

Stosowanie dowoddéw indukcyjnych w logice

Inne zastosowania indukcji — przepis na zycie wieczne

Raymond Smullyann radzi:

Q@ Zawsze moéw prawde

@ codziennie méw " jutro powtdrze to zdanie”

Dowiedz przez indukcje, ze stosujac te dwie zasady nigdy nie
umrzesz:-)
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Konstrukcja systemu aksjomatycznego

System aksjomatyczny H standardowo buduje sie w nastepujacych
etapach:
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Konstrukcja systemu aksjomatycznego

System aksjomatyczny H standardowo buduje sie w nastepujacych
etapach:

@ wyznaczamy zbidr aksjomatéw Aks (lub ich schematéw —
ujecie inwariantne)

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Konstrukcja systemu aksjomatycznego

System aksjomatyczny H standardowo buduje sie w nastepujacych
etapach:

@ wyznaczamy zbidr aksjomatéw Aks (lub ich schematéw —
ujecie inwariantne)

@ okreslamy zbidr pierwotnych regut inferencji R
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Konstrukcja systemu aksjomatycznego

System aksjomatyczny H standardowo buduje sie w nastepujacych
etapach:

@ wyznaczamy zbidr aksjomatéw Aks (lub ich schematéw —
ujecie inwariantne)
@ okreslamy zbidr pierwotnych regut inferencji R

@ definiujemy pojecie dowodu (jako ciagu lub drzewa)
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Konstrukcja systemu aksjomatycznego

System aksjomatyczny H standardowo buduje sie w nastepujacych
etapach:

@ wyznaczamy zbidr aksjomatéw Aks (lub ich schematéw —
ujecie inwariantne)

@ okreslamy zbidr pierwotnych regut inferencji R

@ definiujemy pojecie dowodu (jako ciagu lub drzewa)

@ definiujemy pojecie tezy systemu H jako formuty majace;j
dowéd
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Konstrukcja systemu aksjomatycznego

System aksjomatyczny H standardowo buduje sie w nastepujacych
etapach:

@ wyznaczamy zbidr aksjomatéw Aks (lub ich schematéw —
ujecie inwariantne)

@ okreslamy zbidr pierwotnych regut inferencji R

@ definiujemy pojecie dowodu (jako ciagu lub drzewa)

@ definiujemy pojecie tezy systemu H jako formuty majace;j
dowéd

© wprowadzamy relacje dowiedlnosci -y
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Konstrukcja systemu aksjomatycznego

System aksjomatyczny H standardowo buduje sie w nastepujacych
etapach:

@ wyznaczamy zbidr aksjomatéw Aks (lub ich schematéw —
ujecie inwariantne)

@ okreslamy zbidr pierwotnych regut inferencji R

@ definiujemy pojecie dowodu (jako ciagu lub drzewa)

@ definiujemy pojecie tezy systemu H jako formuty majace;j
dowéd

© wprowadzamy relacje dowiedlnosci -y

Uwagal: czasem pojecie tezy definiuje sie bezposrednio
(rekurencyjnie) w terminach 1. i 2.

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Konstrukcja systemu aksjomatycznego

System aksjomatyczny H standardowo buduje sie w nastepujacych
etapach:

@ wyznaczamy zbidr aksjomatéw Aks (lub ich schematéw —
ujecie inwariantne)

@ okreslamy zbidr pierwotnych regut inferencji R

@ definiujemy pojecie dowodu (jako ciagu lub drzewa)

@ definiujemy pojecie tezy systemu H jako formuty majace;j
dowéd

© wprowadzamy relacje dowiedlnosci -y

Uwagal: czasem pojecie tezy definiuje sie bezposrednio
(rekurencyjnie) w terminach 1. i 2.
TH to najmniejszy zbidr zawierajacy Aks i domkniety na R.
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Konstrukcja systemu aksjomatycznego

System aksjomatyczny H standardowo buduje sie w nastepujacych
etapach:

@ wyznaczamy zbidr aksjomatéw Aks (lub ich schematéw —
ujecie inwariantne)

@ okreslamy zbidr pierwotnych regut inferencji R

@ definiujemy pojecie dowodu (jako ciagu lub drzewa)

@ definiujemy pojecie tezy systemu H jako formuty majace;j
dowdd

© wprowadzamy relacje dowiedlnosci -y

Uwagal: czasem pojecie tezy definiuje sie bezposrednio
(rekurencyjnie) w terminach 1. i 2.

TH to najmniejszy zbidr zawierajacy Aks i domkniety na R.
Uwaga2: czasem zamiast 3. wprowadzamy od razu 5. a pojecie
dowodu i tezy definiujemy jako przypadek z pustym,zbiorem
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
SYSTEM AKSJOMATYCZNY

INDUKCJA | KRZ

Konstrukcja systemu aksjomatycznego

Konkrety — System aksjomatyczny Hilberta dla KRZ:
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
SYSTEM AKSJOMATYCZNY

INDUKCJA | KRZ

Konstrukcja systemu aksjomatycznego

Konkrety — System aksjomatyczny Hilberta dla KRZ:

Aksjomatem jest dowolna formuta podpadajaca pod jeden z
ponizszych schematoéw:
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
SYSTEM AKSJOMATYCZNY

INDUKCJA | KRZ

Konstrukcja systemu aksjomatycznego

Konkrety — System aksjomatyczny Hilberta dla KRZ:

Aksjomatem jest dowolna formuta podpadajaca pod jeden z
ponizszych schematoéw:
1 o= ()=o)
(e = (W —=x)) = (¢ =)= (¢ = X))
eAY =@ | o AP =
o= (Y= 0 AY)
p=>eVY i Yo oVY
(= x) = (¥ —=x) = (pVY—x))
(= ) = (¥ = )

~NOo oW
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
SYSTEM AKSJOMATYCZNY

INDUKCJA | KRZ

Konstrukcja systemu aksjomatycznego

Konkrety — System aksjomatyczny Hilberta dla KRZ:

Aksjomatem jest dowolna formuta podpadajaca pod jeden z
ponizszych schematoéw:
1 o= ()=o)
(= (¥ —=x)) = (= 9) = (¢ —= X))
PAY =@ | pAY oY
o= (Y= 0 AY)
p=>eVY i Y oeVY
(= x) = (¥ —=x) = (pVY—x))
7 (=) = (Y= o)
Jedyna reguta jest reguta MP.

S C1 B WN
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
SYSTEM AKSJOMATYCZNY

INDUKCJA | KRZ

Konstrukcja systemu aksjomatycznego

Konkrety — System aksjomatyczny Hilberta dla KRZ:

Aksjomatem jest dowolna formuta podpadajaca pod jeden z
ponizszych schematoéw:
1 o= ()=o)
(= (¥ —=x)) = (= 9) = (¢ —= X))
PAY =@ | pAY oY
o= (Y= 0 AY)
p=>eVY i Y oeVY
(= x) = (¥ —=x) = (pVY—x))
7 (=) = (Y= o)
Jedyna reguta jest reguta MP.

S C1 B WN

Uwaga: Jest to formalizacja inwariantna (bez reguty podstawiania).
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
SYSTEM AKSJOMATYCZNY

INDUKCJA | KRZ

Konstrukcja systemu aksjomatycznego

Dowéd, teza, dowiedlnosé:
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Konstrukcja systemu aksjomatycznego

Dowéd, teza, dowiedlnosé:

@ Dowdd ¢ to ciag formut, ktérego dowolny element jest
aksjomatem lub zostat wyprowadzony z poprzednich
elementéw za pomoca regut pierwotnych systemu, a ostatni
element to .
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Konstrukcja systemu aksjomatycznego

Dowéd, teza, dowiedlnosé:

@ Dowdd ¢ to ciag formut, ktérego dowolny element jest
aksjomatem lub zostat wyprowadzony z poprzednich
elementéw za pomoca regut pierwotnych systemu, a ostatni
element to .

@ Fy ¢ (i jest teza systemu H) wtw, istnieje dowdd ¢ w
systemie H.
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Konstrukcja systemu aksjomatycznego

Dowéd, teza, dowiedlnosé:

@ Dowdd ¢ to ciag formut, ktérego dowolny element jest
aksjomatem lub zostat wyprowadzony z poprzednich
elementéw za pomoca regut pierwotnych systemu, a ostatni
element to .

@ Fy ¢ (i jest teza systemu H) wtw, istnieje dowdd ¢ w
systemie H.

o [ Fy p wtw:
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Konstrukcja systemu aksjomatycznego

Dowéd, teza, dowiedlnosé:

@ Dowdd ¢ to ciag formut, ktérego dowolny element jest
aksjomatem lub zostat wyprowadzony z poprzednich
elementéw za pomoca regut pierwotnych systemu, a ostatni
element to .

@ Fy ¢ (i jest teza systemu H) wtw, istnieje dowdd ¢ w
systemie H.

o [ Fy p wtw:

@ istnieje dowdd ¢, ktérego elementami sa dodatkowo formuty z
r
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Konstrukcja systemu aksjomatycznego

Dowéd, teza, dowiedlnosé:

@ Dowdd ¢ to ciag formut, ktérego dowolny element jest
aksjomatem lub zostat wyprowadzony z poprzednich
elementéw za pomoca regut pierwotnych systemu, a ostatni
element to .

@ Fy ¢ (i jest teza systemu H) wtw, istnieje dowdd ¢ w
systemie H.

o [ Fy p wtw:

@ istnieje dowdd ¢, ktérego elementami sa dodatkowo formuty z
r
e l_H wl TANAN ?ﬁn — (gd2|e {’(/)17 ~-~7’(/)n} Q F)
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Konstrukcja systemu aksjomatycznego

Definicje relacji dowiedlnosci — uwagi:
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Konstrukcja systemu aksjomatycznego

Definicje relacji dowiedlnosci — uwagi:
Uwagal: podane charakterystyki -y generalnie nie sa réwnowazne!
ale dla podanej aksjomatyzacji KRZ tak.
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Konstrukcja systemu aksjomatycznego

Definicje relacji dowiedInosci — uwagi:

Uwagal: podane charakterystyki -y generalnie nie sa réwnowazne!
ale dla podanej aksjomatyzacji KRZ tak.

Uwaga?2: zazwyczaj - wystepuje z indeksami oznaczajacymi w
jakiej logice, lub w jakim systemie/teorii zachodzi ta relacja, np.
Fo,Fa_t, I—f; poniewaz zajmujemy sie tu tylko logika klasyczna i
(w danym momencie systemem aksjomatycznym H) wiec ten
dodatek dalej pomijamy.
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Konstrukcja systemu aksjomatycznego

Definicje relacji dowiedInosci — uwagi:

Uwagal: podane charakterystyki -y generalnie nie sa réwnowazne!
ale dla podanej aksjomatyzacji KRZ tak.

Uwaga?2: zazwyczaj - wystepuje z indeksami oznaczajacymi w
jakiej logice, lub w jakim systemie/teorii zachodzi ta relacja, np.
Fo,Fa_t, I—f; poniewaz zajmujemy sie tu tylko logika klasyczna i
(w danym momencie systemem aksjomatycznym H) wiec ten
dodatek dalej pomijamy.

Uwaga3: bedziemy uzywac dalej symbolu Cn(I") na okreslenie
zbioru wszystkich formut dedukowalnych z I (zbioru jego
logicznych konsekwencji) tj.

Cn(MN) ={¢: Tk}
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
SYSTEM AKSJOMATYCZNY

INDUKCJA | KRZ

Wiasnosci relacji dowiedlnosci:

Lematl: Wiasnosci strukturalne relacji dowiedlnosci
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
SYSTEM AKSJOMATYCZNY

INDUKCJA | KRZ

Wiasnosci relacji dowiedlnosci:

Lematl: Wiasnosci strukturalne relacji dowiedlnosci:

QO Fpwtw IFH o
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Wiasnosci relacji dowiedlnosci:

Lematl: Wiasnosci strukturalne relacji dowiedlnosci:
QO Fpwtw IFH o
Q jezelipel, tol ko
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Wiasnosci relacji dowiedlnosci:

Lematl: Wiasnosci strukturalne relacji dowiedlnosci:
QO Fpwtw IFH o
Q jezelipel, tol ko
Q jezeliTHpilCA toAk g

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Wiasnosci relacji dowiedlnosci:

Lematl: Wiasnosci strukturalne relacji dowiedlnosci:
QO Fpwtw IFH o
Q jezelipel, tol ko
Q jezeliTHpilCA toAk g
Q F o wtw I - ¢, dla dowolnego zbioru
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Wiasnosci relacji dowiedlnosci:

Lematl: Wiasnosci strukturalne relacji dowiedlnosci:
QO Fpwtw IFH o
Q jezelipel, tol ko
Q jezeliTHpilCA toAk g
Q F o wtw I - ¢, dla dowolnego zbioru
Q jezeliTHFpi Aok, tol, A
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Wiasnosci relacji dowiedlnosci:

Lematl: Wiasnosci strukturalne relacji dowiedlnosci:
QO Fpwtw IFH o
Q jezelipel, tol ko
Q jezeliTHpilCA toAk g
Q F o wtw I - ¢, dla dowolnego zbioru
Q jezeliTHFpi Aok, tol, A
Q- pwtw Ak ¢, dla pewnego skoriczonego A C I
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
SYSTEM AKSJOMATYCZNY

INDUKCJA | KRZ

Wiasnosci relacji dowiedlnosci:

Dowody wtasnosci strukturalnych relacji dowiedInosci:
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Wiasnosci relacji dowiedlnosci:

Dowody wtasnosci strukturalnych relacji dowiedInosci:
adl. Fowtw I F ¢
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dowdd z definicji tezy i relacji ; ¢ jest teza wtw w jej dowodzie

nie ma zatozen.
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Wiasnosci relacji dowiedlnosci:
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dowdd z definicji tezy i relacji ; ¢ jest teza wtw w jej dowodzie
nie ma zatozen.
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Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Wiasnosci relacji dowiedlnosci:
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Wiasnosci relacji dowiedlnosci:

Dowody wtasnosci strukturalnych relacji dowiedInosci:

adl. Fowtw I F ¢

dowdd z definicji tezy i relacji ; ¢ jest teza wtw w jej dowodzie
nie ma zatozen.

ad 2. jezelipel, tol F o

dowdd z definicji relacji -

ad 3. jezeli TFpilTCA to Ay
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INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Wiasnosci relacji dowiedlnosci:

Dowody wtasnosci strukturalnych relacji dowiedInosci:

ad 4. - o wtw I = ¢, dla dowolnego zbioru I

dowdd = przez witasos¢ 1. i 3., gdyz @ C I, dla dowolnego
zbioru I'. <= jezeli ¢ jest dedukowalne z kazdego zbioru to i z
pustego, zatem jest teza.
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Wiasnosci relacji dowiedlnosci:

Dowody wtasnosci strukturalnych relacji dowiedInosci:

ad 4. - o wtw I = ¢, dla dowolnego zbioru I

dowdd = przez witasos¢ 1. i 3., gdyz @ C I, dla dowolnego
zbioru I'. <= jezeli ¢ jest dedukowalne z kazdego zbioru to i z
pustego, zatem jest teza.

ad 5. jezeliTF i Aok, to L AF

dowdd: z drugiego zatozenia przez TD mamy A F ¢ — 9, taczac
to z dowodem [ = ¢ przez MP otrzymujemy [, A F .
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Wiasnosci relacji dowiedlnosci:

Dowody wtasnosci strukturalnych relacji dowiedInosci:

ad 4. - o wtw I = ¢, dla dowolnego zbioru I

dowdd = przez witasos¢ 1. i 3., gdyz @ C I, dla dowolnego
zbioru I'. <= jezeli ¢ jest dedukowalne z kazdego zbioru to i z
pustego, zatem jest teza.

ad 5. jezeliTF i Aok, to L AF

dowdd: z drugiego zatozenia przez TD mamy A F ¢ — 9, taczac
to z dowodem [ = ¢ przez MP otrzymujemy [, A F .
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Wiasnosci relacji dowiedlnosci:

Dowody wtasnosci strukturalnych relacji dowiedInosci:

ad 4. - o wtw I = ¢, dla dowolnego zbioru I

dowdd = przez witasos¢ 1. i 3., gdyz @ C I, dla dowolnego
zbioru I'. <= jezeli ¢ jest dedukowalne z kazdego zbioru to i z
pustego, zatem jest teza.

ad 5. jezeliTF i Aok, to L AF

dowdd: z drugiego zatozenia przez TD mamy A F ¢ — 9, taczac
to z dowodem [ = ¢ przez MP otrzymujemy [, A F .

ad 6. I F ¢ wtw A - ¢, dla pewnego skonczonego A C I

dowdd <= oczywisty; =—> tez, bo kazdy dowdd to skonczony ciag
formut.
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QlpFYywwltFp—v

Qv xwtwl oAy F x
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Qv xwtwl oAy F x

Q jezeliTFoVYiIiApkExillyYyEx tol LA TTE
Q jezeli [, —pF o, tol ¢
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Wiasnosci relacji dowiedlnosci:

QlpFYywwltFp—v

Qv xwtwl oAy F x

Q jezeliTFoVYiIiApkExillyYyEx tol LA TTE
Q jezeli [, —pF o, tol ¢

Q jezelilM ok —p, to I —p

Ol pkLlwtwlkop

Q jezelilNpkFYiA—-pkEy, tol Ak
Q jezelil, oY iAok, to A —p
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
SYSTEM AKSJOMATYCZNY

INDUKCJA | KRZ

Wiasnosci relacji dowiedlnosci:

QlpFYywwltFp—v

Qv xwtwl oAy F x

Q jezeliTFoVYiIiApkExillyYyEx tol LA TTE
Q jezeli [, —pF o, tol ¢

Q jezelilM ok —p, to I —p

Ol lwtwlkFoe

Q jezelilNpkFYiA—-pkEy, tol Ak

Q jezelil, oY iAok, to A —p

Q jezelilTFpi A —p, tol, A1, dla dowolnego
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Wiasnosci relacji dowiedlnosci:

Dowody wtasnosci logicznych relacji dowiedlnosci:
adl. MokFyYywtwlFe—1

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



INDUKCJA MATEMATYCZNA
INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Wiasnosci relacji dowiedlnosci:

Dowody wtasnosci logicznych relacji dowiedlnosci:

adl. MokFyYywtwlFe—1

dowdd = przez TD; <= jezeli z samej I jest dedukowalna
implikacja, to jezeli dotaczymy do tego dowodu jej poprzednik jako
zatozenie, to dedukowalny jest nastepnik.
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Wiasnosci relacji dowiedlnosci:

Dowody wtasnosci logicznych relacji dowiedlnosci:

adl. MokFyYywtwlFe—1

dowdd = przez TD; <= jezeli z samej I jest dedukowalna
implikacja, to jezeli dotaczymy do tego dowodu jej poprzednik jako
zatozenie, to dedukowalny jest nastepnik.

Uwagal: <= w istocie rzeczy wyraza domknietos¢ - na MP;
réwnowaznie mozna to podaé nastepujaco:
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Wiasnosci relacji dowiedlnosci:

Dowody wtasnosci logicznych relacji dowiedlnosci:

adl. MokFyYywtwlFe—1

dowdd = przez TD; <= jezeli z samej I jest dedukowalna
implikacja, to jezeli dotaczymy do tego dowodu jej poprzednik jako
zatozenie, to dedukowalny jest nastepnik.

Uwagal: <= w istocie rzeczy wyraza domknietos¢ - na MP;
réwnowaznie mozna to podaé nastepujaco:

Q »,p — ¢ F ¢ (inferencyjny MP)
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Wiasnosci relacji dowiedlnosci:

Dowody wtasnosci logicznych relacji dowiedlnosci:

adl. MokFyYywtwlFe—1

dowdd = przez TD; <= jezeli z samej I jest dedukowalna
implikacja, to jezeli dotaczymy do tego dowodu jej poprzednik jako
zatozenie, to dedukowalny jest nastepnik.

Uwagal: <= w istocie rzeczy wyraza domknietos¢ - na MP;
réwnowaznie mozna to podaé nastepujaco:

Q »,p — ¢ F ¢ (inferencyjny MP)
Q jezeliTFp — 1, to I, 1 (konwers TD)
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Wiasnosci relacji dowiedlnosci:

Dowody wtasnosci logicznych relacji dowiedlnosci:

adl. MokFyYywtwlFe—1

dowdd = przez TD; <= jezeli z samej I jest dedukowalna
implikacja, to jezeli dotaczymy do tego dowodu jej poprzednik jako
zatozenie, to dedukowalny jest nastepnik.

Uwagal: <= w istocie rzeczy wyraza domknietos¢ - na MP;
réwnowaznie mozna to podaé nastepujaco:

Q »,p — ¢ F ¢ (inferencyjny MP)
Q jezeliTFp — 1, to I, 1 (konwers TD)
Q jezeliTHFpi AFyp— 1, tol, AF ¢ (dedukcyjny MP)
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Wiasnosci relacji dowiedlnosci:

Dowody wtasnosci logicznych relacji dowiedlnosci:

adl. MokFyYywtwlFe—1

dowdd = przez TD; <= jezeli z samej I jest dedukowalna
implikacja, to jezeli dotaczymy do tego dowodu jej poprzednik jako
zatozenie, to dedukowalny jest nastepnik.

Uwagal: <= w istocie rzeczy wyraza domknietos¢ - na MP;
réwnowaznie mozna to podaé nastepujaco:

Q »,p — ¢ F ¢ (inferencyjny MP)

Q jezeliTFp — 1, to I, 1 (konwers TD)

Q jezeliTHFpi AFyp— 1, tol, AF ¢ (dedukcyjny MP)
Uwaga?2: w przypadku przyjecia drugiej definicji = dowéd TD

wyglada nieco inaczej (prosciej) i wymaga wykorzystania uprzednio
dowiedzionej tezy (¢ — (¢ — x)) = (¥ — (¥ — X))-
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Wiasnosci relacji dowiedlnosci:

Dowody wtasnosci logicznych relacji dowiedlnosci:
ad2. Mo, xwtw Lo Ay Fx
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Wiasnosci relacji dowiedlnosci:

Dowody wtasnosci logicznych relacji dowiedlnosci:

ad2. Mo, xwtw Lo Ay Fx

dowéd = zatézmy, ze I, p, ¥ F x, do dowodu, w ktérym jako
zatozenia wystepuje I, ¢ A ¢ dodaj aksjomaty dla koniunkgcji (nr.
3) i przez MP otrzymujemy ¢ i 1), co z zatozenia pozwala na
dedukcje x. <= analogicznie ale przez wprowadzenie aksjomatu 4.
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Wiasnosci relacji dowiedlnosci:

Dowody wtasnosci logicznych relacji dowiedlnosci:

ad2. Mo, xwtw Lo Ay Fx

dowéd = zatézmy, ze I, p, ¥ F x, do dowodu, w ktérym jako
zatozenia wystepuje I, ¢ A ¢ dodaj aksjomaty dla koniunkgcji (nr.
3) i przez MP otrzymujemy ¢ i 1), co z zatozenia pozwala na
dedukcje x. <= analogicznie ale przez wprowadzenie aksjomatu 4.
ad 3. jezeliTFo VY iAjpkExill,p by, tol,ATTE x
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Wiasnosci relacji dowiedlnosci:

Dowody wtasnosci logicznych relacji dowiedlnosci:

ad2. Mo, xwtw Lo Ay Fx

dowéd = zatézmy, ze I, p, ¥ F x, do dowodu, w ktérym jako
zatozenia wystepuje I, ¢ A ¢ dodaj aksjomaty dla koniunkgcji (nr.
3) i przez MP otrzymujemy ¢ i 1), co z zatozenia pozwala na
dedukcje x. <= analogicznie ale przez wprowadzenie aksjomatu 4.
ad 3. jezeliTF ViAo xill,pbx tol,ATTE x
dowdd: przez TD otrzymujemy A @ — x i [1F Y — x, przez
3-krotne zastosowanie MP na aksjomacie 6. otrzymujemy

A TTE x.
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
SYSTEM AKSJOMATYCZNY

INDUKCJA | KRZ

Wiasnosci relacji dowiedlnosci:

Dowody wtasnosci logicznych relacji dowiedlnosci:
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Wiasnosci relacji dowiedlnosci:

Dowody wtasnosci logicznych relacji dowiedlnosci:

Dowody dla wtasnosci negacji (4-9) we wtasnym zakresie.
Przydatne moga by¢ nastepujace tezy:
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Wiasnosci relacji dowiedlnosci:

Dowody wtasnosci logicznych relacji dowiedlnosci:
Dowody dla wtasnosci negacji (4-9) we wtasnym zakresie.
Przydatne moga by¢ nastepujace tezy:

Q v (~p—1v)
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Wiasnosci relacji dowiedlnosci:

Dowody wtasnosci logicznych relacji dowiedlnosci:
Dowody dla wtasnosci negacji (4-9) we wtasnym zakresie.
Przydatne moga by¢ nastepujace tezy:

Q v— (=)

Q (¢ ——p) = —p
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Wiasnosci relacji dowiedlnosci:

Dowody wtasnosci logicznych relacji dowiedlnosci:
Dowody dla wtasnosci negacji (4-9) we wtasnym zakresie.
Przydatne moga by¢ nastepujace tezy:

Q v— (v =)

Q (¢ ——p) = —p

Q (p—p)—ep
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Wiasnosci relacji dowiedlnosci:

Dowody wtasnosci logicznych relacji dowiedlnosci:
Dowody dla wtasnosci negacji (4-9) we wtasnym zakresie.
Przydatne moga by¢ nastepujace tezy:

Q v— (v =)

Q (¢ ——p) = —p

Q (p—p)—ep

Q (p—= )= (¢ = ¢) = ~9)
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Wiasnosci relacji dowiedlnosci:

Dowody wtasnosci logicznych relacji dowiedlnosci:
Dowody dla wtasnosci negacji (4-9) we wtasnym zakresie.
Przydatne moga by¢ nastepujace tezy:

Q v— (=)

Q (¢ ——p) = —p

Q (p—p)—ep

Q (p—= )= (¢ = ¢) = ~9)

Q (p—=¢) = ((np = ¢) =)
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Wiasnosci relacji dowiedlnosci:

Dowody wtasnosci logicznych relacji dowiedInosci:
Dowody dla wtasnosci negacji (4-9) we wtasnym zakresie.
Przydatne moga by¢ nastepujace tezy:
Q v— (=)
Q (¢ ——p) = —p
Q (p—p)—ep
Q (p—= )= (¢ = ¢) = ~9)
0 (p—=¢) = ((he = ¥) = 9)
Ich dowody mozna znalezé np. w ksiazce Pogorzelskiego lub

Porebskiej/Suchonia lub sprébowaé dowies¢ je samemu —
powodzenia!
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Reguty wtdrne:

Woprowadzenie dodatkowych regut do systemu aksjomatycznego
utatwia i skraca konstrukcje dowoddw.
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INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Reguty wtdrne:

Woprowadzenie dodatkowych regut do systemu aksjomatycznego
utatwia i skraca konstrukcje dowoddw.

Wyrézniamy dwa typy regut wtérnych:
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY
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Reguty wtdrne:

Woprowadzenie dodatkowych regut do systemu aksjomatycznego
utatwia i skraca konstrukcje dowoddw.

Wyrézniamy dwa typy regut wtérnych:

o reguty wyprowadzalne: 1, ..., 0,/ wtw 1, ..., 0, F @
o reguty dopuszczalne: 91, ..., 0,/ wtw jezeli - 11, ..., 1p,, to
Fe

Zachodzi nastepujacy twierdzenie:
Kazda reguta wyprowadzalna jest dopuszczalna
dowdd: zatézmy, ze i1, ...,¢n/p jest reguta wyprowadzalna, zatem
V1, ..., ¥n F . Zatézmy tez, ze 11, ..., - ¢,. Przez przechodnio$é
- (Lemat2, wtasno$¢ 5) zastosowana n razy mamy F .
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INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Reguty wtdrne:

Woprowadzenie dodatkowych regut do systemu aksjomatycznego
utatwia i skraca konstrukcje dowoddw.

Wyrézniamy dwa typy regut wtérnych:

o reguty wyprowadzalne: 1, ..., 0,/ wtw 1, ..., 0, F @
o reguty dopuszczalne: 91, ..., 0,/ wtw jezeli - 11, ..., 1p,, to
Fe

Zachodzi nastepujacy twierdzenie:
Kazda reguta wyprowadzalna jest dopuszczalna
dowdd: zatézmy, ze i1, ...,¢n/p jest reguta wyprowadzalna, zatem
V1, ..., ¥n F . Zatézmy tez, ze 11, ..., - ¢,. Przez przechodnio$é
- (Lemat2, wtasno$¢ 5) zastosowana n razy mamy F .

Uwaga: Zalezno$¢ w druga strone zachodzi tylko dla niektérych
systeméw dedukcyjnych — nazywamy je strukturalnie zupetnymi.

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Sprzecznosé /Niesprzecznosé

Alternatywne definicje sprzecznosci

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Sprzecznosé /Niesprzecznosé

Alternatywne definicje sprzecznosci

[" jest sprzeczna wtw:

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Sprzecznosé /Niesprzecznosé

Alternatywne definicje sprzecznosci

[" jest sprzeczna wtw:

Orr-_1

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Sprzecznosé /Niesprzecznosé

Alternatywne definicje sprzecznosci

[" jest sprzeczna wtw:

(2 I
Q I —p Ay, dla pewnego ¢

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Sprzecznosé /Niesprzecznosé

Alternatywne definicje sprzecznosci

[" jest sprzeczna wtw:

(2 I
Q I —p Ay, dla pewnego ¢

Q@ IlkFopillk—yp, da pewnego ¢

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Sprzecznosé /Niesprzecznosé

Alternatywne definicje sprzecznosci

[" jest sprzeczna wtw:

(2 I
Q I —p Ay, dla pewnego ¢

Q@ IlkFopillk—yp, da pewnego ¢
Q I ¢, dla dowolnej ¢

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Sprzecznosé /Niesprzecznosé

Alternatywne definicje sprzecznosci

[" jest sprzeczna wtw:

(2 I
Q I —p Ay, dla pewnego ¢

Q@ IlkFopillk—yp, da pewnego ¢
Q I ¢, dla dowolnej ¢
@ Cn(lN= FOR

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



INDUKCJA MATEMATYCZNA
SYSTEM AKSJOMATYCZNY

INDUKCJA | KRZ

Sprzecznosé /Niesprzecznosé

Alternatywne definicje sprzecznosci

[" jest sprzeczna wtw:

(2 I
Q I —p Ay, dla pewnego ¢

Q@ IlkFopillk—yp, da pewnego ¢
Q I ¢, dla dowolnej ¢
@ Cn(lN= FOR

Uwaga: analogicznie jek relacje dowiedlnosci, pojecie
(nie)sprzecznosci relatywizujemy do konkretnej logiki/systemu
moéwiac, np. o L-niesprzecznosci. Tutaj pomijamy ten dodatek,
gdyz ograniczamy sie do logiki klasycznej w ujeciu
aksjomatycznym.
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Sprzecznosé /Niesprzecznosé

Réwnowaznos¢ tych ujed:

1. i 2. z definicji L

2. i 3: = z aksjomatu 3. i 2 razy MP; < z aksjomatu 4. i 2 razy
MP.
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INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Sprzecznosé /Niesprzecznosé

1. i 2. z definicji L

2. i 3: = z aksjomatu 3. i 2 razy MP; < z aksjomatu 4. i 2 razy
MP.

2. i 4: = z tezy Dunsa Szkota; < skoro ¢ jest dowolne, to w
szczegdlnosci moze miec postac —p A @

4. i 5. z definicji operacji Cn

Uwagal: definicje 4 i 5 moga by¢ stosowane do logik bez negacji
(lub z negacja stabsza od klasycznej).
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INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Sprzecznosé /Niesprzecznosé

1. i 2. z definicji L

2. i 3: = z aksjomatu 3. i 2 razy MP; < z aksjomatu 4. i 2 razy
MP.

2. i 4: = z tezy Dunsa Szkota; < skoro ¢ jest dowolne, to w
szczegdlnosci moze miec postac —p A @

4. i 5. z definicji operacji Cn

Uwagal: definicje 4 i 5 moga by¢ stosowane do logik bez negacji
(lub z negacja stabsza od klasycznej).

Uwaga2:Definicje niesprzecznych zbioréw uzyskujemy przez
negacje def. zbioréw sprzecznych — w szczegdlnosci: dla 2. nie
istnieje takie ¢, ze T = A ¢ (lub T ¥ = A ¢, dla dowolnego ¢);
dla 4. istnieje takie o, ze [ ¥ .
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skonczonego A C I
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Lemat3: Wiasnosci (nie)sprzecznosci:
©Q jezeli I jest sprzeczna i [ C A, to A jest sprzeczna
Q jezeli I jest niesprzeczna i [ D A, to A jest niesprzeczna

© [ jest niesprzeczna wtw A jest niesprzeczna, dla dowolnego
skonczonego A C I

Q TU{—p} jest sprzeczna wtw I - ¢
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Sprzecznosé /Niesprzecznosé

Lemat3: Wiasnosci (nie)sprzecznosci:
©Q jezeli I jest sprzeczna i [ C A, to A jest sprzeczna
Q jezeli I jest niesprzeczna i [ D A, to A jest niesprzeczna

© [ jest niesprzeczna wtw A jest niesprzeczna, dla dowolnego
skonczonego A C I

Q TU{—p} jest sprzeczna wtw I - ¢
@ U {—¢} jest niesprzeczna wtw I ¥ ¢

Q@ T jest sprzeczna wiw I' U {} jest sprzeczna i ' U {—p} jest
sprzeczna, dla dowolnej ¢

@ T jest niesprzeczna witw ' U {} jest niesprzeczna lub
[ U{—¢} jest niesprzeczna, dla dowolnej ¢
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
SYSTEM AKSJOMATYCZNY

INDUKCJA | KRZ

Sprzecznosé /Niesprzecznosé

Dowody wtasnosci (nie)sprzecznosci:

ad 1. jezeli ' jest sprzeczna i [ C A, to A jest sprzeczna
dowdd przez monotoniczno$¢ - (Lematl, whasnosé 3.).

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



INDUKCJA MATEMATYCZNA
INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Sprzecznosé /Niesprzecznosé

Dowody wtasnosci (nie)sprzecznosci:

ad 1. jezeli ' jest sprzeczna i [ C A, to A jest sprzeczna
dowdd przez monotoniczno$¢ - (Lematl, whasnosé 3.).
ad 2. jezeli ' jest niesprzeczna i [ O A, to A jest niesprzeczna
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INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Sprzecznosé /Niesprzecznosé

Dowody wtasnosci (nie)sprzecznosci:

ad 1. jezeli ' jest sprzeczna i [ C A, to A jest sprzeczna
dowdd przez monotoniczno$¢ - (Lematl, whasnosé 3.).

ad 2. jezeli ' jest niesprzeczna i [ O A, to A jest niesprzeczna
dowdd przez kontrapozycje z poprzedniej wiasnosci.
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INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Sprzecznosé /Niesprzecznosé

Dowody wtasnosci (nie)sprzecznosci:

ad 1. jezeli ' jest sprzeczna i [ C A, to A jest sprzeczna

dowdd przez monotoniczno$¢ - (Lematl, whasnosé 3.).

ad 2. jezeli ' jest niesprzeczna i [ O A, to A jest niesprzeczna
dowdd przez kontrapozycje z poprzedniej wiasnosci.

ad 3. I jest niesprzeczna wtw A jest niesprzeczna, dla dowolnego
skonczonego A C I
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Sprzecznosé /Niesprzecznosé

Dowody wtasnosci (nie)sprzecznosci:

ad 1. jezeli ' jest sprzeczna i [ C A, to A jest sprzeczna

dowdd przez monotoniczno$¢ - (Lematl, whasnosé 3.).

ad 2. jezeli ' jest niesprzeczna i [ O A, to A jest niesprzeczna
dowdd przez kontrapozycje z poprzedniej wiasnosci.

ad 3. I jest niesprzeczna wtw A jest niesprzeczna, dla dowolnego
skonczonego A C I

dowdéd = z poprzedniego; <= zatézmy, ze dowolna skoniczona
A C T jest niesprzeczna, ale ze ' = L. Z definicji = musi istnie¢
skonczony podzbiér A C I taki, ze A F 1 — sprzeczo$¢, zatem [
tez jest niesprzeczne.
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Sprzecznosé /Niesprzecznosé

Dowody wtasnosci (nie)sprzecznosci:

ad 4. T U {—p} jest sprzeczna wiw I - ¢
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Sprzecznosé /Niesprzecznosé

Dowody wtasnosci (nie)sprzecznosci:

ad 4. T U {—p} jest sprzeczna wiw I - ¢
dowdd z lematu?2, wiasnosé 6.
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INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Sprzecznosé /Niesprzecznosé

Dowody wtasnosci (nie)sprzecznosci:

ad 4. T U {—p} jest sprzeczna wiw I - ¢
dowdd z lematu?2, wiasnosé 6.
ad 5. T U {—p} jest niesprzeczna wtw I ¥ ¢
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INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Sprzecznosé /Niesprzecznosé

Dowody wtasnosci (nie)sprzecznosci:

ad 4. T U {—p} jest sprzeczna wiw I - ¢

dowdd z lematu?2, wiasnosé 6.

ad 5. T U {—p} jest niesprzeczna wtw I ¥ ¢
dowdd przez kontrapozycje z poprzedniej wiasnosci.
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Sprzecznosé /Niesprzecznosé

Dowody wtasnosci (nie)sprzecznosci:

ad 4. T U {—p} jest sprzeczna wiw I - ¢

dowdd z lematu?2, wiasnosé 6.

ad 5. T U {—p} jest niesprzeczna wtw I ¥ ¢

dowdd przez kontrapozycje z poprzedniej wiasnosci.

ad 6. I jest sprzeczna wiw I' U {(} jest sprzeczna i ' U {—p} jest
sprzeczna, dla dowolnej ¢
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Sprzecznosé /Niesprzecznosé

Dowody wtasnosci (nie)sprzecznosci:

ad 4. T U {—p} jest sprzeczna wiw I - ¢

dowdd z lematu?2, wiasnosé 6.

ad 5. T U {—p} jest niesprzeczna wtw I ¥ ¢

dowdd przez kontrapozycje z poprzedniej wiasnosci.

ad 6. I jest sprzeczna wiw I' U {(} jest sprzeczna i ' U {—p} jest
sprzeczna, dla dowolnej ¢

dowdd = z monotonicznosci F (Lematl, whasnos$¢ 3.). <z
lematu2, wiasnosé 7.
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INDUKCJA MATEMATYCZNA

INDUKCJATKRZ  gySTEM AKSJOMATYCZNY

Sprzecznosé /Niesprzecznosé

Dowody wtasnosci (nie)sprzecznosci:

ad 4. T U {—p} jest sprzeczna wiw I - ¢

dowdd z lematu?2, wiasnosé 6.

ad 5. T U {—p} jest niesprzeczna wtw I ¥ ¢

dowdd przez kontrapozycje z poprzedniej wiasnosci.

ad 6. I jest sprzeczna wiw I' U {(} jest sprzeczna i ' U {—p} jest
sprzeczna, dla dowolnej ¢

dowdd = z monotonicznosci F (Lematl, whasnos$¢ 3.). <z
lematu2, wiasnosé 7.

ad 7. T jest niesprzeczna wtw ' U {¢} jest niesprzeczna lub

U {—p} jest niesprzeczna, dla dowolnej
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Sprzecznosé /Niesprzecznosé

Dowody wtasnosci (nie)sprzecznosci:

ad 4. T U {—p} jest sprzeczna wiw I - ¢

dowdd z lematu?2, wiasnosé 6.

ad 5. T U {—p} jest niesprzeczna wtw I ¥ ¢

dowdd przez kontrapozycje z poprzedniej wiasnosci.

ad 6. I jest sprzeczna wiw I' U {(} jest sprzeczna i ' U {—p} jest
sprzeczna, dla dowolnej ¢

dowdd = z monotonicznosci F (Lematl, whasnos$¢ 3.). <z
lematu2, wiasnosé 7.

ad 7. T jest niesprzeczna wtw ' U {¢} jest niesprzeczna lub
U {—p} jest niesprzeczna, dla dowolnej

dowdd przez kontrapozycje z poprzedniej wiasnosci.
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