METALOGIKA

Andrzej Indrzejczak

Katedra Logiki i Metodologii Nauk Ut

Lédz, semestr letni 2009/2010

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ - PELNOSC ADEKWATNOSC

Maksymalna niesprzecznosé

Zbiory maksymalnie niesprzeczne:

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ - PELNOSC ADEKWATNOSC

Maksymalna niesprzecznosé

Zbiory maksymalnie niesprzeczne:

Zbiér I jest maksymalnie niesprzeczny (MNSP) wtw:

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ - PELNOSC ADEKWATNOSC

Maksymalna niesprzecznosé

Zbiory maksymalnie niesprzeczne:

Zbiér I jest maksymalnie niesprzeczny (MNSP) wtw:

@ jest niesprzeczny

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ - PELNOSC ADEKWATNOSC

Maksymalna niesprzecznosé

Zbiory maksymalnie niesprzeczne:

Zbiér I jest maksymalnie niesprzeczny (MNSP) wtw:

@ jest niesprzeczny

@ jest zupetny: jezeli [ C A, to A jest sprzeczna

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Maksymalna niesprzecznosé

Zbiory maksymalnie niesprzeczne:
Zbiér I jest maksymalnie niesprzeczny (MNSP) wtw:

@ jest niesprzeczny

@ jest zupetny: jezeli [ C A, to A jest sprzeczna

Uwaga: inne okreslenia — zb. zupelne, nasycone, teorie itp.
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Dowdd Lematu 4:
1 = 2 dowdd przez kontrapozycje: zatézmy, ze ¢ ¢ I', wtedy

I FTU{p} co przez 1. prowadzi do sprzecznosci I' U {¢}.

2 =—> 3 zatézmy, ze [ C A i A jest niesprzeczna ale [ £ A.
Zatem A =T UTI, dla pewnego niepustego 1 # I'. Dla dowolnego
p €N, TU{p} jest niesprzeczne, gdyz jest podzbiorem
niesprzecznej A (Lemat3, wtasnos¢ 2). Przez 2. mamy ¢ €T,
zatem [ = A — sprzecznosc.
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ad 2. jezeliF ¢, to p €

Zatézmy, ze = ¢, wtedy przez Lematl, w.4 I F ¢ co przez
poprzednia wtasnos¢ daje ¢ € I'.

ad3. L ¢T

oczywiste

ad 4. jezelip s eTipel to el

Zatézmy, ze ¢ > p €T i p €T ale ) ¢ I'. Zatem (Lemat4, w.4)
—p €T, ale {o — ¥, p, 1)} jest sprzeczny wiec i [ bytby
sprzeczny.
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= Zatézmy, ze pVp €T ale p ¢ T i) ¢ T. Zatem —p €T i
—p € I (Lemat4, w.4), ale {¢© V ¢, —p, 1)} jest sprzeczny wiec i I
bytby sprzeczny. <— z aksjomatu 5 i wtasnosci 2 i 4.
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—> Przez wtasnos¢ 2, aksjomat 3 nalezy do I, zatem przez
wiasnos¢ 4 ¢ € I i ¢ € . <= analogicznie lecz z wykorzystaniem
aksjomatu 4.

ad7. pVyp el wtwp el lubyp el

= Zatézmy, ze pVp €T ale p ¢ T i) ¢ T. Zatem —p €T i
—p € I (Lemat4, w.4), ale {¢© V ¢, —p, 1)} jest sprzeczny wiec i I
bytby sprzeczny. <— z aksjomatu 5 i wtasnosci 2 i 4.

ad8. o —wvelwwoedélNlubyp el

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Maksymalna niesprzecznosé

Dowdd lematu 5:

ad5. pelwtwp &l

oczywiste, gdyz inaczej [ bytby sprzeczny.

ad 6. pAYEeElwitwpeliypel

—> Przez wtasnos¢ 2, aksjomat 3 nalezy do I, zatem przez
wiasnos¢ 4 ¢ € I i ¢ € . <= analogicznie lecz z wykorzystaniem
aksjomatu 4.

ad7. pVyp el wtwp el lubyp el

= Zatézmy, ze pVp €T ale p ¢ T i) ¢ T. Zatem —p €T i
—p € I (Lemat4, w.4), ale {¢© V ¢, —p, 1)} jest sprzeczny wiec i I
bytby sprzeczny. <— z aksjomatu 5 i wtasnosci 2 i 4.

ad8. o —wvelwwoedélNlubyp el

zrébcie sami.
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Lemat Lindenbauma:

Wiemy, ze istnieja zbiory niesprzeczne, ale czy istnieja zbiory
maksymalnie niesprzeczne?
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Lemat Lindenbauma:

Wiemy, ze istnieja zbiory niesprzeczne, ale czy istnieja zbiory
maksymalnie niesprzeczne?

OdpowiedzZ daje tzw.

Lemat Lindenbauma: Jezeli I jest niesprzeczna, to istnieje jego
maksymalnie niesprzeczne poszerzenie (tzn. istnieje takie A, ze
FCAiA jest MNSP)
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Maksymalna niesprzecznosé

Lemat Lindenbauma:

Wiemy, ze istnieja zbiory niesprzeczne, ale czy istnieja zbiory
maksymalnie niesprzeczne?

OdpowiedzZ daje tzw.

Lemat Lindenbauma: Jezeli I jest niesprzeczna, to istnieje jego
maksymalnie niesprzeczne poszerzenie (tzn. istnieje takie A, ze
FCAiA jest MNSP)

Uwaga: lemat Lindenbauma mozna wzmocni¢ do réwnowaznosci.

v
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Maksymalna niesprzecznosé

Lemat Lindenbauma — preliminaria:

Faktl (z teorii mnogosci). Kazdy przeliczalny zbiér mozna
uporzadkowac liniowo
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Maksymalna niesprzecznosé

Lemat Lindenbauma — preliminaria:

Faktl (z teorii mnogosci). Kazdy przeliczalny zbiér mozna
uporzadkowac liniowo
Fakt2 Zbiér FOR jest przeliczalny
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Maksymalna niesprzecznosé

Lemat Lindenbauma — preliminaria:

Faktl (z teorii mnogosci). Kazdy przeliczalny zbiér mozna
uporzadkowac liniowo

Fakt2 Zbiér FOR jest przeliczalny

Uwaga: dla danego zbioru niesprzecznego moze istnie¢ nawet
nieskonczenie wiele maksymalnie niesprzecznych poszerzen — zalezy
to m.in. od przyjetego uporzadkowania FOR
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Maksymalna niesprzecznosé

Lemat Lindenbauma — preliminaria:

Faktl (z teorii mnogosci). Kazdy przeliczalny zbiér mozna
uporzadkowac liniowo

Fakt2 Zbiér FOR jest przeliczalny

Uwaga: dla danego zbioru niesprzecznego moze istnie¢ nawet
nieskonczenie wiele maksymalnie niesprzecznych poszerzen — zalezy
to m.in. od przyjetego uporzadkowania FOR

Lemat Lindenbauma mozna udowodnié konstruktywnie lub
niekonstruktywnie (przez odwotanie sie do mocnych twiedzen teorii
mnogosci jak Lemat Kuratowskiego-Zorna, Lemat Tukeya itp.)
Dalej przedstawimy dowdd konstruktywny.
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Zaktadamy, ze mamy dane dowolne ale okreslone uporzadkowanie
zbioru FOR: ©1, 2, @3, ...
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Maksymalna niesprzecznosé

Lemat Lindenbauma — dowdd:

Zaktadamy, ze mamy dane dowolne ale okreslone uporzadkowanie

zbioru FOR: ©1, 2, @3, ...
Definiujemy na jego podstawie indukcyjnie nieskonczony ciag
zbioréw formut: Ag, A1, Ay, ...
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Maksymalna niesprzecznosé

Lemat Lindenbauma — dowdd:

Zaktadamy, ze mamy dane dowolne ale okreslone uporzadkowanie
zbioru FOR: ©1, 2, @3, ...

Definiujemy na jego podstawie indukcyjnie nieskonczony ciag
zbioréw formut: Ag, A1, Ay, ...

No=T
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KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Maksymalna niesprzecznosé

Lemat Lindenbauma — dowdd:

Zaktadamy, ze mamy dane dowolne ale okreslone uporzadkowanie
zbioru FOR: ©1, 2, @3, ...

Definiujemy na jego podstawie indukcyjnie nieskonczony ciag
zbioréw formut: Ag, A1, Ay, ...

Ng =

(8 U{pni1} jezeli ApU{oni1}

jest niesprzeczna

App1 =< A, w przeciwnym wypadku
(tzn. jezeli Ap U{@nt+1}
jest sprzeczna)
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KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Maksymalna niesprzecznosé

Lemat Lindenbauma — dowdd:

Zaktadamy, ze mamy dane dowolne ale okreslone uporzadkowanie
zbioru FOR: ©1, 2, @3, ...

Definiujemy na jego podstawie indukcyjnie nieskonczony ciag
zbioréw formut: Ag, A1, Ay, ...

Ng =

(8 U{pni1} jezeli ApU{oni1}

jest niesprzeczna

App1 =< A, w przeciwnym wypadku
(tzn. jezeli Ap U{@nt+1}
jest sprzeczna)

\

Fakt3: Dla dowolnego n > 0, A, jest niesprzeczna.
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Maksymalna niesprzecznosé

Lemat Lindenbauma — dowdd:

Zaktadamy, ze mamy dane dowolne ale okreslone uporzadkowanie
zbioru FOR: ©1, 2, @3, ...

Definiujemy na jego podstawie indukcyjnie nieskonczony ciag
zbioréw formut: Ag, A1, Ay, ...

No=T
(8 U{pni1} jezeli ApU{oni1}
jest niesprzeczna
App1 =< A, w przeciwnym wypadku

(tzn. jezeli Ap U{@nt+1}
jest sprzeczna)

\

Fakt3: Dla dowolnego n > 0, A, jest niesprzeczna.
Uwagal: jest to definicja indukcyjna, w ktérej warunek indukcyjny
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Lemat Lindenbauma — dowdd:

Uwaga?2: warunek indukcyjny bywa definiowany nieco inaczej:
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Maksymalna niesprzecznosé

Lemat Lindenbauma — dowdd:

Uwaga?2: warunek indukcyjny bywa definiowany nieco inaczej:

ApU{pnir}  jezeli Ap U{ppi1}

jest niesprzeczna
Api1 =S Ay U{=pnt1} w przeciwnym wypadku
(tzn. jezeli Ap U {@nt1}
jest sprzeczna)

lub
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Maksymalna niesprzecznosé

Lemat Lindenbauma — dowdd:

Uwaga?2: warunek indukcyjny bywa definiowany nieco inaczej:

ApU{pnir}  jezeli Ap U{ppi1}

jest niesprzeczna
Api1 =S Ay U{=pnt1} w przeciwnym wypadku
(tzn. jezeli Ap U {@nt1}
jest sprzeczna)

lub

Ay e ApU{pnt1}  Jezeli Ap b @nta
e ApU{=pnr1} w przeciwnym wypadku

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Maksymalna niesprzecznosé
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Lemat Lindenbauma — dowdd:

Rozwazmy nieskoriczona sume po wszystkich zbiorach w ciagu,
tzn. JA,.
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Maksymalna niesprzecznosé

Lemat Lindenbauma — dowdd:

Rozwazmy nieskoriczona sume po wszystkich zbiorach w ciagu,
tzn. JA,.
Lemat6: Wiasnosci |J A,
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Maksymalna niesprzecznosé

Lemat Lindenbauma — dowdd:

Rozwazmy nieskoriczona sume po wszystkich zbiorach w ciagu,
tzn. JA,.
Lemat6: Wiasnosci |J A,

Q@ A,CJA,, dla dowolnego n >0
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KRZ — PELNOSC

Maksymalna niesprzecznosé

Lemat Lindenbauma — dowdd:

Rozwazmy nieskoriczona sume po wszystkich zbiorach w ciagu,
tzn. JA,.
Lemat6: Wiasnosci |J A,

Q@ A,CJA,, dla dowolnego n >0

Qrcya,

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Maksymalna niesprzecznosé

Lemat Lindenbauma — dowdd:

Rozwazmy nieskoriczona sume po wszystkich zbiorach w ciagu,
tzn. JA,.
Lemat6: Wiasnosci |J A,

Q@ A,CJA,, dla dowolnego n >0

Qrcya,

Q A C A, dla dowolnego k < n >0
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ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Maksymalna niesprzecznosé

Lemat Lindenbauma — dowdd:

Rozwazmy nieskoriczona sume po wszystkich zbiorach w ciagu,
tzn. JA,.
Lemat6: Wiasnosci |J A,

Q@ A,CJA,, dla dowolnego n >0

Qrcya,

Q A C A, dla dowolnego k < n >0

Q jezeli ox € [JA,, to pi € Ak dla dowolnego k > 0
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Maksymalna niesprzecznosé

Lemat Lindenbauma — dowdd:

Rozwazmy nieskoriczona sume po wszystkich zbiorach w ciagu,
tzn. JA,.
Lemat6: Wiasnosci |J A,

Q@ A,CJA,, dla dowolnego n >0

Qrcya,

Q A C A, dla dowolnego k < n >0

Q jezeli ox € [JA,, to pi € Ak dla dowolnego k > 0

@ dla kazdego skoriczonego A’ C | J A, istnieje takie k > 0, ze
A C Ay
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Maksymalna niesprzecznosé

Lemat Lindenbauma — dowéd:

Dowdd Lematu 6:
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P MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Maksymalna niesprzecznosé

Lemat Lindenbauma — dowéd:

Dowdéd Lematu 6:

Wiasnosci 1-4 to oczywiste konsekwencje definicji.

Ad 5. dla kazdego skoriczonego A’ C | J A, istnieje takie k > 0, ze
A C Ay
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KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Maksymalna niesprzecznosé

Lemat Lindenbauma — dowéd:

Dowdéd Lematu 6:

Wiasnosci 1-4 to oczywiste konsekwencje definicji.

Ad 5. dla kazdego skoriczonego A’ C | J A, istnieje takie k > 0, ze
A C Ay

Niech A’ bedzie skoriczonym podzbiorem | J A, a ¢k niech bedzie
elementem A’ z najwiekszym indeksem — z racji skoriczonosci A’
taka formuta musi istnie¢. Musimy wykazaé, ze A’ C Ay.
Rozwazmy dowolna ¢ € A/, pokazemy, ze ¢ € Ay. Z racji
uporzadkowania formut ¢ = ¢;,i < k i jest elementem |J A,.
Przez wtasnos¢ 4, p; € Aj, a przez w. 3, A; C Ay, zatem ¢ € Ay.
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Lemat Lindenbauma — dowdd:

Definiujemy maksymalne niesprzeczne poszerzenie I jako
nieskoriczona sume po wszystkich zbiorach w ciagu, tzn.
A=A,
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Maksymalna niesprzecznosé

Lemat Lindenbauma — dowdd:

Definiujemy maksymalne niesprzeczne poszerzenie I jako
nieskonczona sume po wszystkich zbiorach w ciagu, tzn.
A=A,

Twierdzeniel: A jest maksymalnie niesprzecznym poszerzeniem [ .
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Maksymalna niesprzecznosé

Lemat Lindenbauma — dowdd:

Definiujemy maksymalne niesprzeczne poszerzenie I jako
nieskonczona sume po wszystkich zbiorach w ciagu, tzn.
A=A,

Twierdzeniel: A jest maksymalnie niesprzecznym poszerzeniem [ .
Twierdzenie2: Jezeli [ jest niesprzeczny, to:

QI ypwtw p € A, dla dowolnego A D T, ktére jest MNSP
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P MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Maksymalna niesprzecznosé

Lemat Lindenbauma — dowdd:

Definiujemy maksymalne niesprzeczne poszerzenie I jako
nieskonczona sume po wszystkich zbiorach w ciagu, tzn.
A=A,
Twierdzeniel: A jest maksymalnie niesprzecznym poszerzeniem [ .
Twierdzenie2: Jezeli [ jest niesprzeczny, to:

QI ypwtw p € A, dla dowolnego A D T, ktére jest MNSP

Q F o wtw ¢ € A, dla dowolnego A, ktére jest MNSP
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Maksymalna niesprzecznosé

Lemat Lindenbauma — dowdd:

Dowdd: Musimy dowies¢, ze A jest (a) niesprzeczna i (b)
maksymalna.

(a) Przez Lemat3, w. 3 wystarczy dowies¢, ze kazdy skonczony
podzbiér A jest niesprzeczny. Zatézmy, ze jest skonczony
sprzeczny A’ C A. Niech ¢, € A’ bedzie formuta z najwiekszym
indeksem. Zatem A’ C A, a to znaczy, przez Lemat 3, w.1, ze A,
jest sprzeczna, co jest sprzeczne z Faktem3.

(b) Udowodnijmy warunek 2 Lematu4: Zatézmy dla dowolnego ¢,
ze AU {p} jest niesprzeczna i dowiedziemy, ze ¢ € A. Z racji
uporzadkowania formut ¢ = ,. Z Lematu2, w.2, kazdy podzbidr
AU {pn} jest niesprzeczny. W szczegdlnosci Ap,—1 U {pp} jest
niesprzeczny, gdyz A,_1 C A (z Lematu 5, w.1). Zatem z definicji
konstrukcji ciagu A, = Ap—1 U {pn} a skoro ¢, € Ay, to ¢, € A.

Uwaga: dowiedz (b) dla pozostatych 3 réwnowaznych sformutowan
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Dowdd Twierdzenia2:
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Maksymalna niesprzecznosé

Dowdd Twierdzenia2:

ad 1. T F ¢ wtw ¢ € A, dla dowolnego A D T, ktére jest MNSP
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Maksymalna niesprzecznosé

Dowdd Twierdzenia2:

ad 1. T F ¢ wtw ¢ € A, dla dowolnego A D T, ktére jest MNSP
= Niech ' ¢ i A DT bedzie MNSP. Przez monotonicznos$¢
(Lematl, w.2), A F ¢, wiec przez maksymalnosé¢ A, p € A
(Lemat5, w.1).

<= Zatézmy, ze [ ¥ ¢, wykazemy, ze istnieje A D I', ktére jest
MNSP ale nie zawiera ¢. Z Lematu2, w.6 wynika, ze I U {—p}
jest niesprzeczna. Z Lematu Lindenbauma wynika, ze istnieje
MNSP A DT U{—¢}. A jest nadzbiorem I' i z Lematu 5., w.5
mamy, ze ¢ ¢ A.

ad. 2 F ¢ wtw ¢ € A, dla dowolnego A, ktére jest MNSP

do samodzielnego zrobienia.
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Alternatywne podejscia:
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Maksymalna niesprzecznosé

Alternatywne podejscia:

@ W latach 50-tych G. Asser udowodnit twierdzenie o zblizonym
charakterze, ktére bardziej bezposrednio prowadzi do dowodu
twierdzenia o petnosci.
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KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Maksymalna niesprzecznosé

Alternatywne podejscia:

@ W latach 50-tych G. Asser udowodnit twierdzenie o zblizonym
charakterze, ktére bardziej bezposrednio prowadzi do dowodu
twierdzenia o petnosci.

e W latach 60-tych R. Smullyann zaproponowat bardzo ogdlne
ujecie, ktére pozwala na jednolite dowody wielu
metalogicznych twierdzen dla réznych systemoéw
dedukcyjnych.
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P MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Maksymalna niesprzecznosé

Alternatywne podejscia:

@ W latach 50-tych G. Asser udowodnit twierdzenie o zblizonym
charakterze, ktére bardziej bezposrednio prowadzi do dowodu
twierdzenia o petnosci.

e W latach 60-tych R. Smullyann zaproponowat bardzo ogdlne
ujecie, ktére pozwala na jednolite dowody wielu
metalogicznych twierdzen dla réznych systemoéw
dedukcyjnych.

@ J. Hintikka w latach 50-tych wprowadzit pojecie zbioru
nasyconego w dét (downward-saturated set), ktére jest
istotnie stabsze od pojecia zbioru maksymalnie niesprzecznego
ale wystarczajace dla dowodu twierdzen o petnosci.

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Konstrukcja Assera
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Konstrukcja Assera

Twierdzenie Assera o relatywnych systemach maksymalnych

Jezeli I ¥ ¢, to istnieje takie A, ze:
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KRZ — PELNOSC

Konstrukcja Assera

Twierdzenie Assera o relatywnych systemach maksymalnych

Jezeli I ¥ ¢, to istnieje takie A, ze:
QrcA
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Konstrukcja Assera

Twierdzenie Assera o relatywnych systemach maksymalnych

Jezeli I ¥ ¢, to istnieje takie A, ze:
QrcA
Q@ p¢A
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KRZ — PELNOSC

Konstrukcja Assera

Twierdzenie Assera o relatywnych systemach maksymalnych

Jezeli I ¥ ¢, to istnieje takie A, ze:
QrcA

Q¢ A
Q jezeli Ay, top € A
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Konstrukcja Assera

Twierdzenie Assera o relatywnych systemach maksymalnych

Jezeli I ¥ ¢, to istnieje takie A, ze:
Qrca
Q@ p¢A
Q jezeli Ay, top € A
Q jezelivy ¢ A, to Ay k-
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Konstrukcja Assera

Twierdzenie Assera o relatywnych systemach maksymalnych —
uwagi:
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P MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Assera

Twierdzenie Assera o relatywnych systemach maksymalnych —
uwagi:

Uwagal: zbiér relatywnie maksymalny jest z definicji niesprzeczny
— dlaczego?
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P MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Assera

Twierdzenie Assera o relatywnych systemach maksymalnych —
uwagi:

Uwagal: zbiér relatywnie maksymalny jest z definicji niesprzeczny
— dlaczego?

Uwaga2: w3 mozna oczywiscie wzmocni¢ do réwnowaznosci
(dlaczego?) tak, ze pokrywa sie z wtasnoscia 1. zbioréw MNSP z
Lematub.
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P MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Assera

Twierdzenie Assera o relatywnych systemach maksymalnych —
uwagi:

Uwagal: zbiér relatywnie maksymalny jest z definicji niesprzeczny
— dlaczego?

Uwaga2: w3 mozna oczywiscie wzmocni¢ do réwnowaznosci
(dlaczego?) tak, ze pokrywa sie z wtasnoscia 1. zbioréw MNSP z
Lematub.

Uwaga3: w4 jest odpowiednikiem drugiej charakterystyki zbioru
MNSP.
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Assera

Twierdzenie Assera o relatywnych systemach maksymalnych —
uwagi:

Uwagal: zbiér relatywnie maksymalny jest z definicji niesprzeczny
— dlaczego?

Uwaga2: w3 mozna oczywiscie wzmocni¢ do réwnowaznosci
(dlaczego?) tak, ze pokrywa sie z wtasnoscia 1. zbioréw MNSP z
Lematub.

Uwaga3: w4 jest odpowiednikiem drugiej charakterystyki zbioru
MNSP.

Uwaga4: Podobienstwo zbioru relatywnie maksymalnego do zbioru
MNSP jest widoczne, jezeli w powyzszej charakterystyce zastapimy
@ przez 1. Zbiér MNSP staje sie szczegdlnym przypadkiem zbioru
relatywnie maksymalnego.
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ - PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Assera

Dowdd Twierdzenia Assera
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Assera

Dowdd Twierdzenia Assera

Analogicznie do dowodu Lematu Lindenbauma.
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P MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Assera

Dowdd Twierdzenia Assera

Analogicznie do dowodu Lematu Lindenbauma.
Konstruujemy indukcyjnie nieskoniczony ciag zbioréw formut:
Ao, A1, Ao, ...

taki, ze:
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Konstrukcja Assera

Dowdd Twierdzenia Assera

Analogicznie do dowodu Lematu Lindenbauma.
Konstruujemy indukcyjnie nieskoniczony ciag zbioréw formut:

A07A17A27"'
taki, ze:
No=T

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Konstrukcja Assera

Dowdd Twierdzenia Assera

Analogicznie do dowodu Lematu Lindenbauma.
Konstruujemy indukcyjnie nieskoniczony ciag zbioréw formut:

Do, A1, Ay, ...
taki, ze:
Nog=T

Al = Cn(F)
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P MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Assera

Dowdd Twierdzenia Assera

Analogicznie do dowodu Lematu Lindenbauma.
Konstruujemy indukcyjnie nieskoniczony ciag zbioréw formut:

Do, A1, Ay, ...
taki, ze:
Nog=T

Al = Cn(F)

Cn(AnU{pns1}) Jezeli Ay U{pny1} ¥ o
App1 =< A, w przeciwnym wypadku
(tzn. jezeli ApU{pnt1} F ©)
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Konstrukcja Assera

Dowéd Twierdzenia Assera
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Konstrukcja Assera

Dowéd Twierdzenia Assera

Dla dowolnego A;,i > 1 mozna dowies¢ wiasnosci 1 — 3 z Tw.
Assera oraz A; C Aj1 (prosze dowies¢).
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P MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Assera

Dowéd Twierdzenia Assera

Dla dowolnego A;,i > 1 mozna dowies¢ wiasnosci 1 — 3 z Tw.
Assera oraz A; C Aj1 (prosze dowies¢).

Zbiorem relatywnie maksymalnym dla ¢ jest nieskonczona suma po
ciagu Ao,Al, 000 = UAn =A.
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P MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Assera

Dowéd Twierdzenia Assera

Dla dowolnego A;,i > 1 mozna dowies¢ wiasnosci 1 — 3 z Tw.
Assera oraz A; C Aj1 (prosze dowies¢).

Zbiorem relatywnie maksymalnym dla ¢ jest nieskonczona suma po
ciagu Ao,Al, 000 = UAn =A.

Aby dowies¢ Tw. Assera trzeba udowodni¢, ze A ma wtasnosci 1 —
4 (zadanie domowe).
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Assera

Dowdd Twierdzenia Assera
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Assera

Dowdd Twierdzenia Assera

Dla dowolnego zbioru maksymalnie relatywnego mozna tez dowies¢
inne wlasnosci posiadane przez zbiory MNSP. W szczegdlnosci na
potrzeby dowodu twierdzenia o petnosci odnotujmy, ze dowolna I,
ktora jest maksymalnie relatywna jest nasycona wzgledem statych
logicznych, tj.:

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Assera

Dowdd Twierdzenia Assera

Dla dowolnego zbioru maksymalnie relatywnego mozna tez dowies¢
inne wlasnosci posiadane przez zbiory MNSP. W szczegdlnosci na
potrzeby dowodu twierdzenia o petnosci odnotujmy, ze dowolna I,
ktora jest maksymalnie relatywna jest nasycona wzgledem statych
logicznych, tj.:

QO wvelwtwepé¢l
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Assera

Dowdd Twierdzenia Assera

Dla dowolnego zbioru maksymalnie relatywnego mozna tez dowies¢
inne wlasnosci posiadane przez zbiory MNSP. W szczegdlnosci na
potrzeby dowodu twierdzenia o petnosci odnotujmy, ze dowolna I,
ktora jest maksymalnie relatywna jest nasycona wzgledem statych
logicznych, tj.:

QO wvelwtwepé¢l
Q@ oNYpelTwtwpeliperl
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Assera

Dowdd Twierdzenia Assera

Dla dowolnego zbioru maksymalnie relatywnego mozna tez dowies¢
inne wlasnosci posiadane przez zbiory MNSP. W szczegdlnosci na
potrzeby dowodu twierdzenia o petnosci odnotujmy, ze dowolna I,
ktora jest maksymalnie relatywna jest nasycona wzgledem statych
logicznych, tj.:

QO wvelwtwepé¢l
Q@ oNYpelTwtwpeliperl
Q@ pvoelwiwpel lubyp el
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Assera

Dowdd Twierdzenia Assera

Dla dowolnego zbioru maksymalnie relatywnego mozna tez dowies¢
inne wlasnosci posiadane przez zbiory MNSP. W szczegdlnosci na
potrzeby dowodu twierdzenia o petnosci odnotujmy, ze dowolna I,
ktora jest maksymalnie relatywna jest nasycona wzgledem statych
logicznych, tj.:

QO wvelwtwepé¢l

Q@ oNYpelTwtwpeliperl
Q@ pvoelwiwpel lubyp el
Qo—velwwedlNlubyperl
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Smullyana

Niech CON (Consistency Property) oznacza dowolna rodzine
zbioréw formut, ktdéra spetnia nastepujace warunki dla kazdego
I € CON:
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Smullyana

Niech CON (Consistency Property) oznacza dowolna rodzine
zbioréw formut, ktdéra spetnia nastepujace warunki dla kazdego
I € CON:

@ L¢r
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Smullyana

Niech CON (Consistency Property) oznacza dowolna rodzine
zbioréw formut, ktdéra spetnia nastepujace warunki dla kazdego
I € CON:

Q L4&rT
Q jezeli ——p eTl, tolTU{p} € CON
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Smullyana

Niech CON (Consistency Property) oznacza dowolna rodzine
zbioréw formut, ktdéra spetnia nastepujace warunki dla kazdego
I € CON:

Q L¢r
Q jezeli ——p eTl, tolTU{p} € CON
Q jezelip ANy €T, tolTU{p, ¢} € CON
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Smullyana

Niech CON (Consistency Property) oznacza dowolna rodzine
zbioréw formut, ktdéra spetnia nastepujace warunki dla kazdego
I € CON:

Q L¢r

Q jezeli ——p eTl, tolTU{p} € CON

Q jezelip ANy €T, tolTU{p, ¢} € CON

Q jezeli ~(p AY) €T, to TU{~p} € CON lub F'U{~} € CON
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Smullyana

Niech CON (Consistency Property) oznacza dowolna rodzine
zbioréw formut, ktdéra spetnia nastepujace warunki dla kazdego
I € CON:

Q LT

Q jezeli ——p e, to T U{p} € CON

Q jezelip ANy €T, tolTU{p, ¢} € CON

Q jezeli ~(p AY) €T, to TU{~p} € CON lub F'U{~} € CON
Q jezeli oV €T, to TU{p} € CON lub T U {4} € CON
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Smullyana

Niech CON (Consistency Property) oznacza dowolna rodzine
zbioréw formut, ktdéra spetnia nastepujace warunki dla kazdego
I € CON:

Q LT

Q jezeli ——p eTl, tolTU{p} € CON

Q jezelip ANy €T, tolTU{p, ¢} € CON

Q jezeli ~(p AY) €T, to TU{~p} € CON lub F'U{~} € CON
Q jezeli oV €T, to TU{p} € CON lub T U {4} € CON

Q jezeli ~(pV ) erl, tolU{-p,—1} € CON
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Smullyana

Niech CON (Consistency Property) oznacza dowolna rodzine
zbioréw formut, ktdéra spetnia nastepujace warunki dla kazdego
I € CON:

Q LT

Q jezeli ——p e, to T U{p} € CON

Q jezelip ANy €T, tolTU{p, ¢} € CON

Q jezeli ~(p AY) €T, to TU{~p} € CON lub F'U{~} € CON
Q jezeli oV €T, to TU{p} € CON lub T U {4} € CON

Q jezeli ~(pV ) erl, tolU{-p,—1} € CON

@ jezelip » T, to T U{~p} € CON lub U {4} € CON
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Smullyana

Niech CON (Consistency Property) oznacza dowolna rodzine
zbioréw formut, ktdéra spetnia nastepujace warunki dla kazdego
I € CON:

Q LT

Q jezeli ——p e, to T U{p} € CON

Q jezelip ANy €T, tolTU{p, ¢} € CON

Q jezeli ~(p AY) €T, to TU{~p} € CON lub F'U{~} € CON
Q jezeli oV €T, to TU{p} € CON lub T U {4} € CON

Q jezeli ~(pV ) erl, tolU{-p,—1} € CON

@ jezelip » T, to T U{~p} € CON lub U {4} € CON
Q jezeli ~(¢p — ¢) €T, to TU{p, v} € CON
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Smullyana

CON jest finitarne jezeli dodatkowo spetnia nastepujacy warunek
dla kazdego I' € CON:
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Smullyana

CON jest finitarne jezeli dodatkowo spetnia nastepujacy warunek
dla kazdego I' € CON:

I € CON wtw dla dowolnego skoriczonego A C I, A € CON
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P MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Smullyana

CON jest finitarne jezeli dodatkowo spetnia nastepujacy warunek
dla kazdego I' € CON:

I € CON wtw dla dowolnego skoriczonego A C I, A € CON
Mozna udowodnié ogdlnie, ze dowolne CON moze byé poszerzone
do finitarnego (Fitting) lub — bardziej konkretnie — wykaza¢ dla
odpowiednio zdefiniowanych zbioréw, ze tworza finitarna CON.
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P MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Smullyana

CON jest finitarne jezeli dodatkowo spetnia nastepujacy warunek
dla kazdego ' € CON:

I € CON wtw dla dowolnego skoriczonego A C I, A € CON
Mozna udowodnié ogdlnie, ze dowolne CON moze byé poszerzone
do finitarnego (Fitting) lub — bardziej konkretnie — wykaza¢ dla
odpowiednio zdefiniowanych zbioréw, ze tworza finitarna CON.
Twierdzenie3: Jezeli [ € CON, ktdre jest finitarne, to istnieje
maksymalne A € CON, takie, ze ' C A.
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Smullyana

CON jest finitarne jezeli dodatkowo spetnia nastepujacy warunek
dla kazdego ' € CON:

I € CON wtw dla dowolnego skoriczonego A C I, A € CON
Mozna udowodnié ogdlnie, ze dowolne CON moze byé poszerzone
do finitarnego (Fitting) lub — bardziej konkretnie — wykaza¢ dla
odpowiednio zdefiniowanych zbioréw, ze tworza finitarna CON.
Twierdzenie3: Jezeli [ € CON, ktdre jest finitarne, to istnieje
maksymalne A € CON, takie, ze ' C A.

Dowdd analogiczny do dowodu Lematu Lindenbauma. Musimy
tylko wstepnie dowiesé, ze dla dowolnego ciagu '1,1,T3, ...
elementéw CON, takiego, ze [{ C T, C I3 C ..., réwniez

Ur, € CON.
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Konstrukcja Smullyana

Przyktady finitarnych CON:
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Konstrukcja Smullyana

Przyktady finitarnych CON:

Niech HNSP = {I : T ¥ 1}
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Konstrukcja Smullyana

Przyktady finitarnych CON:

Niech HNSP = {I : T ¥ 1}
Twierdzenie4: HNSP jest finitarna CON.
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P MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Smullyana

Przyktady finitarnych CON:

Niech HNSP = {I : T ¥ 1}

Twierdzenie4: HNSP jest finitarna CON.

Dowdd: Trzeba wykazaé, ze dowolny element HNSP spetnia
warunki definiujace CON.
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P MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Smullyana

Przyktady finitarnych CON:

Niech HNSP = {I : T ¥ 1}

Twierdzenie4: HNSP jest finitarna CON.

Dowdd: Trzeba wykazaé, ze dowolny element HNSP spetnia
warunki definiujace CON.

Finitarnos¢ HNSP wynika z Lematu3, w.3.
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Smullyana

Przyktady finitarnych CON:

Niech HNSP = {I : T ¥ 1}

Twierdzenie4: HNSP jest finitarna CON.

Dowdd: Trzeba wykazaé, ze dowolny element HNSP spetnia
warunki definiujace CON.

Finitarnos¢ HNSP wynika z Lematu3, w.3.

adl. L ¢T
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Smullyana

Przyktady finitarnych CON:

Niech HNSP = {I : T ¥ 1}

Twierdzenie4: HNSP jest finitarna CON.

Dowdd: Trzeba wykazaé, ze dowolny element HNSP spetnia
warunki definiujace CON.

Finitarnos¢ HNSP wynika z Lematu3, w.3.

adl. L ¢T

Gdyby L €T, to przez zwrotnos¢ =, [ = | — sprzecznos¢.
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Smullyana

Przyktady finitarnych CON:

Niech HNSP = {I : T ¥ 1}

Twierdzenie4: HNSP jest finitarna CON.

Dowdd: Trzeba wykazaé, ze dowolny element HNSP spetnia
warunki definiujace CON.

Finitarnos¢ HNSP wynika z Lematu3, w.3.

adl. L ¢T

Gdyby L €T, to przez zwrotnos¢ =, [ = | — sprzecznos¢.
ad 2. jezeli ——p €T, to FTU{p} € CON
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Smullyana

Przyktady finitarnych CON:

Niech HNSP = {I : T ¥ 1}

Twierdzenie4: HNSP jest finitarna CON.

Dowdd: Trzeba wykazaé, ze dowolny element HNSP spetnia
warunki definiujace CON.

Finitarnos¢ HNSP wynika z Lematu3, w.3.

adl. L ¢T

Gdyby L €T, to przez zwrotnos¢ =, [ = | — sprzecznos¢.

ad 2. jezeli ——p €T, to FTU{p} € CON

Niech =—p € I € HNSP ale I U {p} ¢ HNSP, czyli I ¥ L ale
I,oF L. Przez Lemat 3, w.3, [ - =y, a poniewaz —— - ¢, to,
przez Lemat2, w. 9, [, ——p = | =T F | — sprzecznos¢.
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Konstrukcja Smullyana

Przyktady finitarnych CON:
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Konstrukcja Smullyana

Przyktady finitarnych CON:

ad 8. jezelip ¢ €T, tolTU{-p} € CON lub TU{yp} € CON
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Smullyana

Przyktady finitarnych CON:

ad 8. jezelip ¢ €T, tolTU{-p} € CON lub TU{yp} € CON
Zatézmy, ze ¢ — 1p € [ € HNSP ale T U {—p} ¢ HNSP i
Fru{y} ¢ HNSP. CzyliT¥# L alel,—pt L il L. Zatem
= ¢ przez Lemat3, w.3, a poniewaz ¢, ¢ — ¥ - 1), wiec przez
przechodnio$¢ = mamy I, o — ¢ 1), co (zndw przez
przechodnio$¢) daje ', — ¢ = L =T L — sprzeczno$¢.
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Smullyana

Przyktady finitarnych CON:

ad 8. jezelip ¢ €T, tolTU{-p} € CON lub TU{yp} € CON
Zatézmy, ze ¢ — 1p € [ € HNSP ale T U {—p} ¢ HNSP i
Fru{y} ¢ HNSP. CzyliT¥# L alel,—pt L il L. Zatem
= ¢ przez Lemat3, w.3, a poniewaz ¢, ¢ — ¥ - 1), wiec przez
przechodnio$¢ = mamy I, o — ¢ 1), co (zndw przez
przechodnio$¢) daje ', — ¢ = L =T L — sprzeczno$¢.

ad 9. jezeli ~(¢p > ) €T, to T U{p,p} € CON

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Smullyana

Przyktady finitarnych CON:

ad 8. jezelip ¢ €T, tolTU{-p} € CON lub TU{yp} € CON
Zatézmy, ze ¢ — 1p € [ € HNSP ale T U {—p} ¢ HNSP i
Fru{y} ¢ HNSP. CzyliT¥# L alel,—pt L il L. Zatem
= ¢ przez Lemat3, w.3, a poniewaz ¢, ¢ — ¥ - 1), wiec przez
przechodnio$¢ = mamy I, o — ¢ 1), co (zndw przez
przechodnio$¢) daje ', — ¢ = L =T L — sprzeczno$¢.

ad 9. jezeli ~(¢p > ) €T, to T U{p,p} € CON

Zatézmy, ze =(¢ — ¢) € I € HNSP ale ' U {p, -} ¢ HNSP.
CzylilT ¥ L alelN, o, L. Zatem I, o = 1 przez Lemat3, w.3,
a przez DT I'F ¢ — 1, co (zndw przez Lemat3, w.3) daje
M—(e—9)F L=TF_L - sprzecznos¢.
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Smullyana

Przyktady finitarnych CON:

ad 8. jezelip ¢ €T, tolTU{-p} € CON lub TU{yp} € CON
Zatézmy, ze ¢ — 1p € [ € HNSP ale T U {—p} ¢ HNSP i
Fru{y} ¢ HNSP. CzyliT¥# L alel,—pt L il L. Zatem
= ¢ przez Lemat3, w.3, a poniewaz ¢, ¢ — ¥ - 1), wiec przez
przechodnio$¢ = mamy I, o — ¢ 1), co (zndw przez
przechodnio$¢) daje ', — ¢ = L =T L — sprzeczno$¢.

ad 9. jezeli ~(¢p > ) €T, to T U{p,p} € CON

Zatézmy, ze =(¢ — ¢) € I € HNSP ale ' U {p, -} ¢ HNSP.
CzylilT ¥ L alelN, o, L. Zatem I, o = 1 przez Lemat3, w.3,
a przez DT I'F ¢ — 1, co (zndw przez Lemat3, w.3) daje
M—(e—9)F L=TF_L - sprzecznos¢.

Udowodni¢ warunki 3 — 7
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Smullyana

Przyktady finitarnych CON:
Wariant powyzszego:
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KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Smullyana

Przyktady finitarnych CON:
Wariant powyzszego:
Niech ¢ — HNSP = {I : T ¥ ¢}
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Smullyana

Przyktady finitarnych CON:

Wariant powyzszego:

Niech ¢ — HNSP = {I : T ¥ ¢}

Fakt4: Jezeli I € ¢ — HNSP, to ' U {—¢} € ¢ — HNSP.
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Smullyana

Przyktady finitarnych CON:

Wariant powyzszego:

Niech ¢ — HNSP = {I : T ¥ ¢}

Fakt4: Jezeli I € ¢ — HNSP, to ' U {—¢} € ¢ — HNSP.

Dowéd: Niech ' ¥ ¢, ale ', = = . Wtedy przez TD

=@ — ¢, co przez - (—p — @) — ¢ daje I - ¢ — sprzeczno$¢.
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Konstrukcja Smullyana

Przyktady finitarnych CON: ¢ — HNSP = {I" : T ¥ ¢}
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Smullyana

Przyktady finitarnych CON: ¢ — HNSP = {I" : T ¥ ¢}
Twierdzenieb: ¢ — HNSP jest finitarna CON.
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KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Smullyana

Przyktady finitarnych CON: ¢ — HNSP = {I" : T ¥ ¢}

Twierdzenieb: ¢ — HNSP jest finitarna CON.
Dowdéd: analogicznie jak dla HNSP. Co do finitarnosci trzeba

wykaza¢, ze
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KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Smullyana

Przyktady finitarnych CON: ¢ — HNSP = {I" : T ¥ ¢}

Twierdzenieb: ¢ — HNSP jest finitarna CON.

Dowdéd: analogicznie jak dla HNSP. Co do finitarnosci trzeba
wykaza¢, ze

¥ o wtw A ¥ ¢, dla dowolnego skoriczonego A C I
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Smullyana

Przyktady finitarnych CON: ¢ — HNSP = {I" : T ¥ ¢}
Twierdzenieb: ¢ — HNSP jest finitarna CON.

Dowdéd: analogicznie jak dla HNSP. Co do finitarnosci trzeba
wykaza¢, ze

¥ o wtw A ¥ ¢, dla dowolnego skoriczonego A C I

= Zatézmy niewprost, ze jakie$ skoniczone A C T, ale AF . Z
definicji - réwniez T F ¢.
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Smullyana

Przyktady finitarnych CON: ¢ — HNSP = {I" : T ¥ ¢}

Twierdzenieb: ¢ — HNSP jest finitarna CON.

Dowdéd: analogicznie jak dla HNSP. Co do finitarnosci trzeba
wykaza¢, ze

¥ o wtw A ¥ ¢, dla dowolnego skoriczonego A C I

= Zatézmy niewprost, ze jakie$ skoniczone A C T, ale AF . Z
definicji - réwniez T F ¢.

<= Zatézmy niewprost, ze [ - ¢, zatem istnieje skonczony zbidr
A CT, taki, ze A\ co jest sprzeczne z zatozeniem.
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Smullyana

Przyktady finitarnych CON: ¢ — HNSP = {I" : T ¥ ¢}

Twierdzenieb: ¢ — HNSP jest finitarna CON.

Dowdéd: analogicznie jak dla HNSP. Co do finitarnosci trzeba
wykaza¢, ze

¥ o wtw A ¥ ¢, dla dowolnego skoriczonego A C I

= Zatézmy niewprost, ze jakie$ skoniczone A C T, ale AF . Z
definicji - réwniez T F ¢.

<= Zatézmy niewprost, ze [ - ¢, zatem istnieje skonczony zbidr
A CT, taki, ze A\ co jest sprzeczne z zatozeniem.

adl. L ¢T
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Smullyana

Przyktady finitarnych CON: ¢ — HNSP = {I" : T ¥ ¢}

Twierdzenieb: ¢ — HNSP jest finitarna CON.

Dowdéd: analogicznie jak dla HNSP. Co do finitarnosci trzeba
wykaza¢, ze

¥ o wtw A ¥ ¢, dla dowolnego skoriczonego A C I

= Zatézmy niewprost, ze jakie$ skoniczone A C T, ale AF . Z
definicji - réwniez T F ¢.

<= Zatézmy niewprost, ze [ - ¢, zatem istnieje skonczony zbidr
A CT, taki, ze A\ co jest sprzeczne z zatozeniem.

adl. L ¢T

Gdyby L nalezato do I' € ¢ — HNSP, to przez zwrotnos¢ = mamy
I 1 a poniewaz - L — ¢, to I' = o wbrew zatozeniu.
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Konstrukcja Smullyana

Przyktady finitarnych CON: ¢ — HNSP = {I" : T ¥ ¢}

Twierdzenieb: ¢ — HNSP jest finitarna CON.

Dowdéd: analogicznie jak dla HNSP. Co do finitarnosci trzeba
wykaza¢, ze

¥ o wtw A ¥ ¢, dla dowolnego skoriczonego A C I

= Zatézmy niewprost, ze jakie$ skoniczone A C T, ale AF . Z
definicji - réwniez T F ¢.

<= Zatézmy niewprost, ze [ - ¢, zatem istnieje skonczony zbidr
A CT, taki, ze A\ co jest sprzeczne z zatozeniem.

adl. L ¢T

Gdyby L nalezato do I' € ¢ — HNSP, to przez zwrotnos¢ = mamy
I 1 a poniewaz - L — ¢, to I' = o wbrew zatozeniu.

Zadanie: Udowodnié pozostate warunki.
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Konstrukcja Hintikki
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Konstrukcja Hintikki

Zbiory Hintikki

Uwaga — Przypomnienie: Zbiory MNSP czy zbiory relatywnie
maksymalne sa nasycone ze wzgledu na state logiczne, tj spetniaja
nastepujace warunki:
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Konstrukcja Hintikki

Zbiory Hintikki
Uwaga — Przypomnienie: Zbiory MNSP czy zbiory relatywnie
maksymalne sa nasycone ze wzgledu na state logiczne, tj spetniaja
nastepujace warunki:
QO wvelwwepé¢l
Q@ oNvelwtwepeliyperl
Q pvyelwiwepel lubyp el
Qo—velwwedrlNlubyperl
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Konstrukcja Hintikki

Zbiory Hintikki
Uwaga — Przypomnienie: Zbiory MNSP czy zbiory relatywnie
maksymalne sa nasycone ze wzgledu na state logiczne, tj spetniaja
nastepujace warunki:
QO wvelwwepé¢l
Q@ oNvelwtwepeliyperl
Q pvyelwiwepel lubyp el
Qo—velwwedrlNlubyperl
Ze wzgledu na dowdd twierdzenia o petnosci sa to konstrukcje

bardzo silne. Hintikka pokazat, ze wystarczy konstrukcja stabsza —
zbiér nasycony w dét (downward saturated).
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KRZ — PELNOSC

Konstrukcja Hintikki

Zbiory Hintikki spetniaja nastepujace warunki:
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Konstrukcja Hintikki

Zbiory Hintikki spetniaja nastepujace warunki:
Q jezelipel, to—~p ¢l
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Konstrukcja Hintikki

Zbiory Hintikki spetniaja nastepujace warunki:
Q jezelipel, to—~p ¢l
Q jezeli ——pel, topel
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Konstrukcja Hintikki

Zbiory Hintikki spetniaja nastepujace warunki:
Q jezelipel, to—~p ¢l
Q jezeli ——pel, topel
Q jezeli phNpel,topelivpel
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Konstrukcja Hintikki

Zbiory Hintikki spetniaja nastepujace warunki:
Q jezelipel, to—~p ¢l
Q jezeli ——pel, topel
Q jezeli phNpel,topelivpel
Q jezeli ~(pAY)eTl, top el lub—p el
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ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Konstrukcja Hintikki

Zbiory Hintikki spetniaja nastepujace warunki:
Q jezelipel, to—~p ¢l
Q jezeli ——pel, topel
Q jezeli phNpel,topelivpel
Q jezeli ~(pAY)eTl, top el lub—p el
Q jezelipvVy el topelluby el
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ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Konstrukcja Hintikki

Zbiory Hintikki spetniaja nastepujace warunki:
Q jezelipel, to—~p ¢l
Q jezeli ——pel, topel
Q jezeli phNpel,topelivpel
Q jezeli ~(pAY)eTl, top el lub—p el
Q jezelipvVy el topelluby el
Q jezeli ~(pVy) el to~peli—werl
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KRZ — PELNOSC

Konstrukcja Hintikki

Zbiory Hintikki spetniaja nastepujace warunki:
Q jezelipel, to—~p ¢l
Q jezeli ——pel, topel
Q jezeli phNpel,topelivpel
Q jezeli ~(pAY)eTl, top el lub—p el
Q jezelipvVy el topelluby el
Q jezeli ~(pVy) el to~peli—werl
Q jezelip el , to—pellubyp el
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Konstrukcja Hintikki

Zbiory Hintikki spetniaja nastepujace warunki:
Q jezelipel, to—~p ¢l
Q jezeli ——pel, topel
Q jezeli phNpel,topelivpel
Q jezeli ~(pAY)eTl, top el lub—p el
Q jezelipvVy el topelluby el
Q jezeli ~(pVy) el to~peli—werl
Q jezelip el , to—pellubyp el
Q jezeli ~(p —w ) el topeli—wel
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KRZ — PELNOSC

Konstrukcja Hintikki

Zbiory Hintikki — uwagi:
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Konstrukcja Hintikki

Zbiory Hintikki — uwagi:

Uwagal: W przeciwienstwie do zbioréw nasyconych, zbiory
Hintikki moga by¢ skonczone, dzieki czemu mozna je wykorzystac
do konstruktywnych dowoddéw petnosci (i zarazem rozstrzygalnosci)
np. dla systemoéw tablicowych.
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Konstrukcja Hintikki

Zbiory Hintikki — uwagi:

Uwagal: W przeciwienstwie do zbioréw nasyconych, zbiory
Hintikki moga by¢ skonczone, dzieki czemu mozna je wykorzystac
do konstruktywnych dowoddéw petnosci (i zarazem rozstrzygalnosci)
np. dla systemoéw tablicowych.

Uwaga2: Dowolny zbidr niesprzeczny mozna poszerzy¢ do zbioru
Hintikki na co najmniej 3 sposoby:
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Konstrukcja Hintikki

Zbiory Hintikki — uwagi:

Uwagal: W przeciwienstwie do zbioréw nasyconych, zbiory
Hintikki moga by¢ skonczone, dzieki czemu mozna je wykorzystac
do konstruktywnych dowoddéw petnosci (i zarazem rozstrzygalnosci)
np. dla systemoéw tablicowych.

Uwaga2: Dowolny zbidr niesprzeczny mozna poszerzy¢ do zbioru
Hintikki na co najmniej 3 sposoby:

@ za pomoca konstrukeji Lindenbauma (przez maksymalizacje)
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Konstrukcja Hintikki

Zbiory Hintikki — uwagi:

Uwagal: W przeciwienstwie do zbioréw nasyconych, zbiory
Hintikki moga by¢ skonczone, dzieki czemu mozna je wykorzystac
do konstruktywnych dowoddéw petnosci (i zarazem rozstrzygalnosci)
np. dla systemoéw tablicowych.

Uwaga2: Dowolny zbidr niesprzeczny mozna poszerzy¢ do zbioru
Hintikki na co najmniej 3 sposoby:

@ za pomoca konstrukeji Lindenbauma (przez maksymalizacje)

@ za pomoca bezposredniej konstrukgcji zbioru Hintikki
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Konstrukcja Hintikki

Zbiory Hintikki — uwagi:

Uwagal: W przeciwienstwie do zbioréw nasyconych, zbiory
Hintikki moga by¢ skonczone, dzieki czemu mozna je wykorzystac
do konstruktywnych dowoddéw petnosci (i zarazem rozstrzygalnosci)
np. dla systemoéw tablicowych.

Uwaga2: Dowolny zbidr niesprzeczny mozna poszerzy¢ do zbioru
Hintikki na co najmniej 3 sposoby:

@ za pomoca konstrukeji Lindenbauma (przez maksymalizacje)
@ za pomoca bezposredniej konstrukgcji zbioru Hintikki

© za pomoca rozgatezionej konstrukgcji zbioru Hintikki
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Konstrukcja Hintikki

Zbiory Hintikki — uwagi:

Uwagal: W przeciwienstwie do zbioréw nasyconych, zbiory
Hintikki moga by¢ skonczone, dzieki czemu mozna je wykorzystac
do konstruktywnych dowoddéw petnosci (i zarazem rozstrzygalnosci)
np. dla systemoéw tablicowych.

Uwaga2: Dowolny zbidr niesprzeczny mozna poszerzy¢ do zbioru
Hintikki na co najmniej 3 sposoby:

@ za pomoca konstrukeji Lindenbauma (przez maksymalizacje)

@ za pomoca bezposredniej konstrukgcji zbioru Hintikki

© za pomoca rozgatezionej konstrukgcji zbioru Hintikki
Zadanie: Dowiedz, ze zbidr formut na otwartej gatezi diagramu

Betha, na ktérej zastosowano wszystkie mozliwe reguty jest
zbiorem Hintikki.
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Semantyka KRZ

Pojecie modelu dla KRZ:
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MAKSYMALNA,NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Semantyka KRZ

Pojecie modelu dla KRZ:

Niech V bedzie funkcja waluacji (wartosciowania) dla zmiennych,
tj. V:ZZ — {1,0}. Wyznacza ona jednoznacznie strukture
interpretacyjna (model) dla FOR w nastepujacy sposéb:
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MAKSYMALNA,NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Semantyka KRZ

Pojecie modelu dla KRZ:

Niech V bedzie funkcja waluacji (wartosciowania) dla zmiennych,
tj. V:ZZ — {1,0}. Wyznacza ona jednoznacznie strukture
interpretacyjna (model) dla FOR w nastepujacy sposéb:

ME @ wtw  V(p) =1

dla dowolnej p € ZZ

ME —p wtw M FE @

MEAY  wtw MEi MEY

MEeVY wiw IME @ lubME P

MEY =Y witw IME @ lub ME
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Semantyka KRZ
Wazne pojecia semantyczne:
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KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Semantyka KRZ

Wazne pojecia semantyczne:

@ Dla zbioréw formut zapis 9t = I oznacza, ze M = 1) dla Vyer.
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Semantyka KRZ

Wazne pojecia semantyczne:

@ Dla zbioréw formut zapis 9t = I oznacza, ze M = 1) dla Vyer.

@ I ¥  oznacza fatszywos¢ formuty ¢ w danym modelu;
I ¥ I oznacza fatszywosé co najmniej jednego elementu [ w
tym modelu.
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Semantyka KRZ

Wazne pojecia semantyczne:

@ Dla zbioréw formut zapis 9t = I oznacza, ze M = 1) dla Vyer.

@ I ¥  oznacza fatszywos¢ formuty ¢ w danym modelu;
I ¥ I oznacza fatszywosé co najmniej jednego elementu [ w
tym modelu.

@  (I) jest spetnialna w modelu M wiw, M E (M ET).
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Semantyka KRZ

Wazne pojecia semantyczne:

@ Dla zbioréw formut zapis 9t = I oznacza, ze M = 1) dla Vyer.

@ I ¥  oznacza fatszywos¢ formuty ¢ w danym modelu;
I ¥ I oznacza fatszywosé co najmniej jednego elementu [ w
tym modelu.

@  (I) jest spetnialna w modelu M wiw, M E (M ET).

@ ¢ (I) jest spetnialna (spdjna, semantycznie niesprzeczna)
wtw, istnieje model, w ktérym jest spetnialna.
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Semantyka KRZ

Wazne pojecia semantyczne:

@ Dla zbioréw formut zapis 9t = I oznacza, ze M = 1) dla Vyer.

@ I ¥  oznacza fatszywos¢ formuty ¢ w danym modelu;
I ¥ I oznacza fatszywosé co najmniej jednego elementu [ w
tym modelu.

@  (I) jest spetnialna w modelu M wiw, M E (M ET).

@ ¢ (I) jest spetnialna (spdjna, semantycznie niesprzeczna)
wtw, istnieje model, w ktérym jest spetnialna.

o ¢ (') jest sfalsyfikowana w modelu 9t wtw, 9t (M E T
inaczej: M falsyfikuje ¢ (I)).

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Semantyka KRZ

Wazne pojecia semantyczne:

@ Dla zbioréw formut zapis 9t = I oznacza, ze M = 1) dla Vyer.

@ I ¥  oznacza fatszywos¢ formuty ¢ w danym modelu;
I ¥ I oznacza fatszywosé co najmniej jednego elementu [ w
tym modelu.

@  (I) jest spetnialna w modelu M wiw, M E (M ET).

@ ¢ (I) jest spetnialna (spdjna, semantycznie niesprzeczna)
wtw, istnieje model, w ktérym jest spetnialna.

o ¢ (') jest sfalsyfikowana w modelu 9t wtw, 9t (M E T
inaczej: M falsyfikuje ¢ (I)).

o ¢ (I') jest sfalsyfikowana wtw, istnieje model, w ktérym jest
sfalsyfikowana.
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Semantyka KRZ

Wazne pojecia semantyczne:

@ Dla zbioréw formut zapis 9t = I oznacza, ze M = 1) dla Vyer.
@ I ¥  oznacza fatszywos¢ formuty ¢ w danym modelu;

I ¥ I oznacza fatszywosé co najmniej jednego elementu [ w
tym modelu.

@ (T) jest spetnialna w modelu 9t wtw, M E (M ET).

@ (I) jest spetnialna (spéjna, semantycznie niesprzeczna)
wtw, istnieje model, w ktérym jest spetnialna.

¢ (I) jest sfalsyfikowana w modelu 9t wtw, 9t (M E T)
inaczej: M falsyfikuje ¢ (I)).

@ (T) jest sfalsyfikowana wtw, istnieje model, w ktérym jest
sfalsyfikowana.

(]

@ (I) jest niespetnialna (niespdjna, semantycznie sprzeczna)
wtw, nie istnieje model, w ktérym jest spetnialna.
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Semantyka KRZ

Wazne pojecia semantyczne:

@ Dla zbioréw formut zapis 9t = I oznacza, ze M = 1) dla Vyer.
@ I ¥  oznacza fatszywos¢ formuty ¢ w danym modelu;

I ¥ I oznacza fatszywosé co najmniej jednego elementu [ w
tym modelu.

@ (T) jest spetnialna w modelu 9t wtw, M E (M ET).

@ (I) jest spetnialna (spéjna, semantycznie niesprzeczna)
wtw, istnieje model, w ktérym jest spetnialna.

¢ (I) jest sfalsyfikowana w modelu 9t wtw, 9t (M E T)
inaczej: M falsyfikuje ¢ (I)).

@ (T) jest sfalsyfikowana wtw, istnieje model, w ktérym jest
sfalsyfikowana.

(]

@ (I) jest niespetnialna (niespdjna, semantycznie sprzeczna)
wtw, nie istnieje model, w ktérym jest spetnialna.
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MAKSYMALNA,NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Semantyka KRZ

Tautologicznos¢ i wynikanie
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MAKSYMALNA,NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Semantyka KRZ

Tautologicznos¢ i wynikanie

):SO wtw, Vou, M E @
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MAKSYMALNA,NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Semantyka KRZ

Tautologicznos¢ i wynikanie

):SO wtw, Vou, M E @

= @ wiw, You, M ET implikuje M E ¢
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MAKSYMALNA,NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Semantyka KRZ

Tautologicznos¢ i wynikanie

):SO wtw, Vou, M E @

= @ wiw, You, M ET implikuje M E ¢

Uwaga: [~ ¢ oznacza formute nietautologiczna
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MAKSYMALNA,NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Semantyka KRZ

Tautologicznos¢ i wynikanie

):SO wtw, Vou, M E @

= @ wiw, You, M ET implikuje M E ¢

Uwaga: [~ ¢ oznacza formute nietautologiczna
Fakt5. = ¢ wtw @ jest falsyfikowalna, wtw —¢ jest spetnialna.
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MAKSYMALNA,NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Semantyka KRZ

Tautologicznos¢ i wynikanie

):SO wtw, Vou, M E @

= @ wiw, You, M ET implikuje M E ¢

Uwaga: [~ ¢ oznacza formute nietautologiczna
Fakt5. = ¢ wtw @ jest falsyfikowalna, wtw —¢ jest spetnialna.
Fakt6. I |= ¢ wtw ' U {—p} jest niespetnialna.
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MAKSYMALNA,NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Semantyka KRZ

Tautologicznos¢ i wynikanie

):SO wtw, Vou, M E @

= @ wiw, You, M ET implikuje M E ¢

Uwaga: [~ ¢ oznacza formute nietautologiczna
Fakt5. = ¢ wtw @ jest falsyfikowalna, wtw —¢ jest spetnialna.
Fakt6. I |= ¢ wtw ' U {—p} jest niespetnialna.

Zadanie: udowodnij dla |= odpowiedniki wtasnosci -, a dla
(nie)spetnialnosci odpowiedniki wtasnosci dla (nie)sprzecznosci.
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MAKSYMALNA,NIESPRZECZNOQC
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Semantyka KRZ

Tautologicznos$¢ i wynikanie
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MAKSYMALNA,NIESPRZECZNOQC
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Semantyka KRZ

Tautologicznos$¢ i wynikanie

Reguty inferencji mozna kwalifikowa¢ réwniez semantycznie
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P MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Semantyka KRZ

Tautologicznos$¢ i wynikanie

Reguty inferencji mozna kwalifikowa¢ réwniez semantycznie
Analogicznie jak w przypadku regut wtérnych wyrézniamy dwa

typy:
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P MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Semantyka KRZ

Tautologicznos$¢ i wynikanie
Reguty inferencji mozna kwalifikowa¢ réwniez semantycznie
Analogicznie jak w przypadku regut wtérnych wyrézniamy dwa

typy:
@ reguty normalne: 1, ..., 0n /@ Wtw 1, ..., n = @

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



P MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Semantyka KRZ

Tautologicznos$¢ i wynikanie

Reguty inferencji mozna kwalifikowa¢ réwniez semantycznie
Analogicznie jak w przypadku regut wtérnych wyrézniamy dwa

typy:
@ reguty normalne: 1, ..., 0n /@ Wtw 1, ..., n = @

@ reguty niezawodne: 1, ..., ¥n /@ wtw jezeli |= 1, ..., = ¥y, to
Fe
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MAKSYMALNA,NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Semantyka KRZ

Tautologicznos$¢ i wynikanie

Reguty inferencji mozna kwalifikowa¢ réwniez semantycznie
Analogicznie jak w przypadku regut wtérnych wyrézniamy dwa

typy:
@ reguty normalne: 1, ..., 0n /@ Wtw 1, ..., n = @

@ reguty niezawodne: 1, ..., ¥n /@ wtw jezeli |= 1, ..., = ¥y, to
Fe

Zachodzi nastepujace twierdzenie:
Kazda reguta normalna jest niezawodna

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



MAKSYMALNA,NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Semantyka KRZ

Tautologicznos$¢ i wynikanie
Reguty inferencji mozna kwalifikowa¢ réwniez semantycznie
Analogicznie jak w przypadku regut wtérnych wyrézniamy dwa
typy:
@ reguty normalne: 1, ..., 0n /@ Wtw 1, ..., n = @
@ reguty niezawodne: 1, ..., ¥n /@ wtw jezeli |= 1, ..., = ¥y, to
Fe

Zachodzi nastepujace twierdzenie:

Kazda reguta normalna jest niezawodna

Przyktadem reguty niezawodnej, ktéra nie jest wtérna moze by¢
reguta podstawiania.
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MAKSYMALNA,NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Adekwatnos¢ H-KRZ
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MAKSYMALNA,NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Adekwatnos¢ H-KRZ

Ustalamy adekwatnos$¢ danego systemu dedukcyjnego (w tym
wypadku systemu aksjomatycznego) wzgledem danej semantyki.
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MAKSYMALNA,NIESPRZECZNOQC
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Adekwatnos¢ H-KRZ

Ustalamy adekwatnos$¢ danego systemu dedukcyjnego (w tym
wypadku systemu aksjomatycznego) wzgledem danej semantyki.
Adekwatnos¢ staba: - ¢ wtw = ¢
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MAKSYMALNA,NIESPRZECZNOQC
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Adekwatnos¢ H-KRZ

Ustalamy adekwatnos$¢ danego systemu dedukcyjnego (w tym
wypadku systemu aksjomatycznego) wzgledem danej semantyki.
Adekwatnos¢ staba: - ¢ wtw = ¢

Adekwatnosé mocna: ' o wiw I = ¢
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P MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Adekwatnos¢ H-KRZ

Ustalamy adekwatnos$¢ danego systemu dedukcyjnego (w tym
wypadku systemu aksjomatycznego) wzgledem danej semantyki.
Adekwatnos¢ staba: - ¢ wtw = ¢

Adekwatnosé mocna: ' o wiw I = ¢

Uwagal: oczywiscie dopuszczamy nieskonczone [; inaczej bytyby
to twierdzenia réwnowazne (dlaczego?)

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



P MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Adekwatnos¢ H-KRZ

Ustalamy adekwatnos$¢ danego systemu dedukcyjnego (w tym
wypadku systemu aksjomatycznego) wzgledem danej semantyki.
Adekwatnos¢ staba: - ¢ wtw = ¢

Adekwatnosé mocna: ' o wiw I = ¢

Uwagal: oczywiscie dopuszczamy nieskonczone [; inaczej bytyby
to twierdzenia réwnowazne (dlaczego?)

Uwaga2: niektére metody dowodu tego twierdzenia (np. metoda
Posta) pozwalaja tylko na dowdd stabej postaci — dalej skupimy sie
na dowodzie postaci mocne;.

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



MAKSYMALNA,NIESPRZECZNOQC
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Adekwatnosé¢ H-KRZ

Twierdzenie o adekwatnosci rozpada sie na dwie sktadowe:

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



P MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Adekwatnosé¢ H-KRZ

Twierdzenie o adekwatnosci rozpada sie na dwie sktadowe:
Tw. o przystosowaniu (zgodnosci, soundness):
JezeliTH o, to I = .
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P MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Adekwatnosé¢ H-KRZ

Twierdzenie o adekwatnosci rozpada sie na dwie sktadowe:
Tw. o przystosowaniu (zgodnosci, soundness):

JezeliTH o, to I = .

Tw. o petnosci (completeness): Jezeli I = ¢, to I F .
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P MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Adekwatnosé¢ H-KRZ

Twierdzenie o adekwatnosci rozpada sie na dwie sktadowe:

Tw. o przystosowaniu (zgodnosci, soundness):

JezeliTH o, to I = .

Tw. o petnosci (completeness): Jezeli I = ¢, to I F .

Dowéd Tw. o przystosowaniu jest prosty dla systemdw
aksjomatycznych, natomiast w przypadku Tw. o petnosci istnieja
rézne, czasem dos¢ ztozone strategie.
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P MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Adekwatnosé¢ H-KRZ

Twierdzenie o adekwatnosci rozpada sie na dwie sktadowe:

Tw. o przystosowaniu (zgodnosci, soundness):

JezeliTH o, to I = .

Tw. o petnosci (completeness): Jezeli I = ¢, to I F .

Dowéd Tw. o przystosowaniu jest prosty dla systemdw
aksjomatycznych, natomiast w przypadku Tw. o petnosci istnieja
rézne, czasem dos¢ ztozone strategie.

Uwaga: Dlaczego tatwiej dowies¢ Tw. o przystosowaniu? Bo zbiér
tez jest zdefiniowany induktywnie, a zbiér tautologii nie (i
analogicznie dla i ).
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MAKSYMALNA,NIESPRZECZNO§C
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Twierdzenie o przystosowaniu — dowéd:

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



MAKSYMALNA,NIESPRZECZNO§C
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Twierdzenie o przystosowaniu — dowéd:

Wstepnie nalezy wykazac:
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MAKSYMALNA,NIESPRZECZNO§C
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Twierdzenie o przystosowaniu — dowéd:

Wstepnie nalezy wykazac:
Lematl: Kazdy aksjomat jest tautologia
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P MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Twierdzenie o przystosowaniu — dowéd:

Wstepnie nalezy wykazac:

Lematl: Kazdy aksjomat jest tautologia

Lemat2: Kazda reguta pierwotna jest reguta niezawodna
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P MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Twierdzenie o przystosowaniu — dowéd:
Wstepnie nalezy wykazac:
Lematl: Kazdy aksjomat jest tautologia

Lemat2: Kazda reguta pierwotna jest reguta niezawodna
Dowody jako zadania domowe.
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P MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Twierdzenie o przystosowaniu — dowéd:

Wstepnie nalezy wykazac:

Lematl: Kazdy aksjomat jest tautologia

Lemat2: Kazda reguta pierwotna jest reguta niezawodna
Dowody jako zadania domowe.

Dowéd Tw. o przystosowaniu przez indukcje po dtugosci dowodu
I

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



MAKSYMALNA,NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ
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MAKSYMALNA,NIESPRZECZNOQC
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Twierdzenie o petnosci

Mocna postac:
(a) JezeliT' =, to T F .
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P MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Mocna postac:

(a) JezeliT' =, to T F .

jest zazwyczaj formutowana nastepujaco:

(b) Kazdy zbidr niesprzeczny jest spetnialny (ma model).
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P MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Twierdzenie o petnosci

Mocna postac:

(a) JezeliT' =, to T F .

jest zazwyczaj formutowana nastepujaco:

(b) Kazdy zbidr niesprzeczny jest spetnialny (ma model).
Dowdéd réwnowaznosci:
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P MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Twierdzenie o petnosci

Mocna postac:

(a) JezeliT' =, to T F .

jest zazwyczaj formutowana nastepujaco:

(b) Kazdy zbidr niesprzeczny jest spetnialny (ma model).

Dowdéd réwnowaznosci:

(a) = (b): Zatézmy, ze I jest niesprzeczna, czyli I ¥ 1. Wtedy
dla pewnego ¢ € I, T — {p} ¥ =, co przez (a) daje

I — {¢} = . Wtedy, przez Fakt5 mamy, ze I jest spetnialna.
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MAKSYMALNA,NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Twierdzenie o petnosci

Mocna postac:

(a) JezeliT' =, to T F .

jest zazwyczaj formutowana nastepujaco:

(b) Kazdy zbidr niesprzeczny jest spetnialny (ma model).

Dowdéd réwnowaznosci:

(a) = (b): Zatézmy, ze I jest niesprzeczna, czyli I ¥ 1. Wtedy
dla pewnego ¢ € I, T — {p} ¥ =, co przez (a) daje

I — {¢} = . Wtedy, przez Fakt5 mamy, ze I jest spetnialna.
(b) = (a): Zatézmy, ze I' |= ¢, przez Fakt5 mamy, ze [ U {—p}
jest niespetniana, a zatem, przez (b) i sprzeczna. Ale wtedy I - ¢
przez Lemat3.
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Dowody twierdzenia o petnosci — uwagi ogdlne:

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Dowody twierdzenia o petnosci — uwagi ogdlne:

Znane dowody mozna podzieli¢ na konstruktywne i
niekonstruktywne, oraz analityczne i nieanalityczne:
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Dowody twierdzenia o petnosci — uwagi ogdlne:

Znane dowody mozna podzieli¢ na konstruktywne i
niekonstruktywne, oraz analityczne i nieanalityczne:

@ konstruktywne pokazuja jak skonstruowa¢ dowdd dla
konkretnego przypadku wynikania (tautologii) — np. Post,
Kalmar
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P MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Dowody twierdzenia o petnosci — uwagi ogdlne:

Znane dowody mozna podzieli¢ na konstruktywne i
niekonstruktywne, oraz analityczne i nieanalityczne:

@ konstruktywne pokazuja jak skonstruowa¢ dowdd dla
konkretnego przypadku wynikania (tautologii) — np. Post,
Kalmar

@ niekonstruktywne wykazuja ogdlnie, ze taki dowdd w kazdym
wypadku istnieje, ale nie pokazuja jak go skonstruowaé — np.
Godel, Henkin, Asser
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P MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Dowody twierdzenia o petnosci — uwagi ogdlne:

Znane dowody mozna podzieli¢ na konstruktywne i
niekonstruktywne, oraz analityczne i nieanalityczne:

@ konstruktywne pokazuja jak skonstruowa¢ dowdd dla
konkretnego przypadku wynikania (tautologii) — np. Post,
Kalmar

@ niekonstruktywne wykazuja ogdlnie, ze taki dowdd w kazdym
wypadku istnieje, ale nie pokazuja jak go skonstruowaé — np.
Godel, Henkin, Asser

@ analityczne pozwalaja w przypadku logik rozstrzygalnych na
skonstruowanie skoniczonego modelu dla zbioru niesprzecznego
— np. Hintikka
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Dowody twierdzenia o petnosci — uwagi ogdlne:

Znane dowody mozna podzieli¢ na konstruktywne i
niekonstruktywne, oraz analityczne i nieanalityczne:

@ konstruktywne pokazuja jak skonstruowa¢ dowdd dla
konkretnego przypadku wynikania (tautologii) — np. Post,
Kalmar

@ niekonstruktywne wykazuja ogdlnie, ze taki dowdd w kazdym
wypadku istnieje, ale nie pokazuja jak go skonstruowaé — np.
Godel, Henkin, Asser

@ analityczne pozwalaja w przypadku logik rozstrzygalnych na
skonstruowanie skoniczonego modelu dla zbioru niesprzecznego
— np. Hintikka

@ nieanalityczne prowadza do konstrukcji modeli nieskoriczonych
— np. Godel, Asser
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o Pierwszy dowdd dla KRZ — E. Post lata 20-te
@ Inne dowody dla KRZ: Kalmar, tukasiewicz, Wajsberg

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



MAKSYMALNA,NIESPRZECZNOQC
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Historia dowoddéw twierdzen o petnosci

o Pierwszy dowdd dla KRZ — E. Post lata 20-te
@ Inne dowody dla KRZ: Kalmar, tukasiewicz, Wajsberg
@ Pierwszy dowdd dla KRK — K. Godel lata 30-te
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KRZ — PELNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Historia dowoddéw twierdzen o petnosci

o Pierwszy dowdd dla KRZ — E. Post lata 20-te
@ Inne dowody dla KRZ: Kalmar, tukasiewicz, Wajsberg
@ Pierwszy dowdd dla KRK — K. Godel lata 30-te

@ Najpopularniejsza metoda oparta na Lemacie Lindenbauma —
L. Henkin lata 40-te
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Petnos¢ H-KRZ

Historia dowoddéw twierdzen o petnosci

o Pierwszy dowdd dla KRZ — E. Post lata 20-te
Inne dowody dla KRZ: Kalmar, tukasiewicz, Wajsberg
Pierwszy dowdd dla KRK — K. Godel lata 30-te

Najpopularniejsza metoda oparta na Lemacie Lindenbauma —
L. Henkin lata 40-te

Inne dowody dla KRK: Malcew, Asser, Beth, Reichbach
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KRZ — PELNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Historia dowoddéw twierdzen o petnosci

o Pierwszy dowdd dla KRZ — E. Post lata 20-te

@ Inne dowody dla KRZ: Kalmar, tukasiewicz, Wajsberg
@ Pierwszy dowdd dla KRK — K. Godel lata 30-te
o

Najpopularniejsza metoda oparta na Lemacie Lindenbauma —
L. Henkin lata 40-te

Inne dowody dla KRK: Malcew, Asser, Beth, Reichbach

@ Konstruktywny i analityczny dowéd dla KRK — J. Hintikka
lata 50-te
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Dowdéd twierdzenia o petnosci:
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Dowdéd twierdzenia o petnosci:

Udowodnimy wersje (b):
Kazdy zbidr niesprzeczny jest spetnialny (ma model).
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Petnos¢ H-KRZ

Dowdéd twierdzenia o petnosci:

Udowodnimy wersje (b):

Kazdy zbidr niesprzeczny jest spetnialny (ma model).

Poniewaz z Lematu Lindenbauma wynika, ze kazdy zbidr
niesprzeczny zawiera sie w jakims zbiorze MNSP, wiec wystarczy
wykazaé, ze kazdy zbiér MNSP ma model.
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MAKSYMALNA,NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Dowdéd twierdzenia o petnosci:

Udowodnimy wersje (b):

Kazdy zbidr niesprzeczny jest spetnialny (ma model).

Poniewaz z Lematu Lindenbauma wynika, ze kazdy zbidr
niesprzeczny zawiera sie w jakims zbiorze MNSP, wiec wystarczy
wykazaé, ze kazdy zbiér MNSP ma model.

Lemat Prawdziwosciowy L: Dla dowolnego zbioru MNSP T istnieje
model DM taki, ze:

pel wtw Mr FE @
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Zdefiniujmy wartosciowanie V- dla zmiennych zdaniowych.
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Petnos¢ H-KRZ

Dowdéd twierdzenia o petnosci:

Zdefiniujmy wartosciowanie V- dla zmiennych zdaniowych.

1 jezelipe Tl

\ =
0= 1, jezelip ¢ T

Dowodzimy przez indukcje strukturalna po ksztatcie formut, ze
model wyznaczony przez Vi spetnia podana wyzej réwnowaznosé
tj.
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KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Dowdéd twierdzenia o petnosci:

Zdefiniujmy wartosciowanie V- dla zmiennych zdaniowych.

Vi(p) = 1 jezelipe Tl
P70 jeselipér

Dowodzimy przez indukcje strukturalna po ksztatcie formut, ze
model wyznaczony przez Vi spetnia podana wyzej réwnowaznosé
tj.

pel wtwMrFE e
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Dowdd twierdzenia o petnosci:

1. baza oczywista z definicji Vr:
pelwtw Vi(p)=1wtw Mr ¢
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KRZ — PELNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Dowdd twierdzenia o petnosci:

1. baza oczywista z definicji Vr:

pelwtw Vi(p)=1wtw Mr ¢

Dla dowodu kroku indukcyjnego zaktadamy, ze kazda formuta
krétsza od ¢ spetnia dowodzona réwnowaznos¢ i wykazujemy ja
dla ¢:
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KRZ — PELNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Dowdd twierdzenia o petnosci:

1. baza oczywista z definicji Vr:

pelwtw Vi(p)=1wtw Mr ¢

Dla dowodu kroku indukcyjnego zaktadamy, ze kazda formuta
krétsza od ¢ spetnia dowodzona réwnowaznos¢ i wykazujemy ja
dla ¢:

2. @ :i=
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KRZ — PELNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Dowdd twierdzenia o petnosci:

1. baza oczywista z definicji Vr:

pelwtw Vi(p)=1wtw Mr ¢

Dla dowodu kroku indukcyjnego zaktadamy, ze kazda formuta
krétsza od ¢ spetnia dowodzona réwnowaznos¢ i wykazujemy ja

dla ¢:
2. @ :i=
helww ¢e&r Lemat5h, w.4

wtw N F Y z zat. ind.
wtw M E -y z def. F.
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Dowdéd twierdzenia o petnosci:
3. o=y A x:
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KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Dowdéd twierdzenia o petnosci:

3. o=y A x:

vAxelwtw veliyxyel Lemat5, w.6
wtw MrE¥ i MrEx zzat ind.
wtw  Mr E Y A x z def. E .
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MAKSYMALNA,NIESPRZECZNO§C

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Dowdéd twierdzenia o petnosci:

3. o=y A x:

vAxelwtw veliyxyel Lemat5, w.6
wtw MrE¥ i MrEx zzat ind.
wtw  Mr E Y A x z def. E .

Zadanie: Udowodnij przypadki 4. i 5. korzystajac z Lematu5.
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twierdzenia o petnosci metoda Assera:
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Petnos¢ H-KRZ

Dowdéd twierdzenia o petnosci metoda Assera:

Dowdd Metoda Assera przebiega analogicznie. Nalezy wykaza¢:
Lemat Prawdziwosciowy A: Kazdy zbiér relatywnie maksymalny
ma model
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Petnos¢ H-KRZ

Dowdéd twierdzenia o petnosci metoda Assera:

Dowdd Metoda Assera przebiega analogicznie. Nalezy wykaza¢:
Lemat Prawdziwosciowy A: Kazdy zbiér relatywnie maksymalny
ma model

Dowdd analogicznie jak wyzej, przy wykorzystaniu faktu, ze zbiory
relatywnie maksymalne sa nasycone.
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Petnos¢ H-KRZ

Dowdéd twierdzenia o petnosci metoda Assera:

Dowdd Metoda Assera przebiega analogicznie. Nalezy wykaza¢:
Lemat Prawdziwosciowy A: Kazdy zbiér relatywnie maksymalny
ma model

Dowdd analogicznie jak wyzej, przy wykorzystaniu faktu, ze zbiory
relatywnie maksymalne sa nasycone.

Dowdd Twierdzenia o Petnosci:
I ) zatozenie
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KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Dowdéd twierdzenia o petnosci metoda Assera:

Dowdd Metoda Assera przebiega analogicznie. Nalezy wykaza¢:
Lemat Prawdziwosciowy A: Kazdy zbiér relatywnie maksymalny
ma model

Dowdd analogicznie jak wyzej, przy wykorzystaniu faktu, ze zbiory
relatywnie maksymalne sa nasycone.

Dowdd Twierdzenia o Petnosci:
I ) zatozenie

—> istnieje relatywnie maksymalna A D Tw. Assera
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Dowdéd twierdzenia o petnosci metoda Assera:

Dowdd Metoda Assera przebiega analogicznie. Nalezy wykaza¢:
Lemat Prawdziwosciowy A: Kazdy zbiér relatywnie maksymalny
ma model

Dowdd analogicznie jak wyzej, przy wykorzystaniu faktu, ze zbiory
relatywnie maksymalne sa nasycone.

Dowéd Twierdzenia o Petnosci:

¥ zatozenie
—> istnieje relatywnie maksymalna A D Tw. Assera
=—> istnieje MAa Lemat Praw. A
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Dowdéd twierdzenia o petnosci metoda Assera:

Dowdd Metoda Assera przebiega analogicznie. Nalezy wykaza¢:
Lemat Prawdziwosciowy A: Kazdy zbiér relatywnie maksymalny
ma model

Dowdd analogicznie jak wyzej, przy wykorzystaniu faktu, ze zbiory
relatywnie maksymalne sa nasycone.

Dowéd Twierdzenia o Petnosci:

¥ zatozenie
—> istnieje relatywnie maksymalna A D Tw. Assera
=—> istnieje MAa Lemat Praw. A
= MaAET boll C A
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KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Dowdéd twierdzenia o petnosci metoda Assera:

Dowdd Metoda Assera przebiega analogicznie. Nalezy wykaza¢:
Lemat Prawdziwosciowy A: Kazdy zbiér relatywnie maksymalny
ma model

Dowdd analogicznie jak wyzej, przy wykorzystaniu faktu, ze zbiory
relatywnie maksymalne sa nasycone.

Dowéd Twierdzenia o Petnosci:

¥ zatozenie
—> istnieje relatywnie maksymalna A D Tw. Assera
=—> istnieje MAa Lemat Praw. A
= MaAET boll C A
= MaFoe bo o ¢ A
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Dowdéd twierdzenia o petnosci metoda Assera:

Dowdd Metoda Assera przebiega analogicznie. Nalezy wykaza¢:
Lemat Prawdziwosciowy A: Kazdy zbiér relatywnie maksymalny
ma model

Dowdd analogicznie jak wyzej, przy wykorzystaniu faktu, ze zbiory
relatywnie maksymalne sa nasycone.

Dowéd Twierdzenia o Petnosci:

¥ zatozenie
—> istnieje relatywnie maksymalna A D Tw. Assera
=—> istnieje MAa Lemat Praw. A
= MaFET boll C A
= MaFoe bo o ¢ A
—= Tk
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KRZ — PELNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Dowdd przez Wiasnosci Niesprzecznosci

Dowéd ta metoda tez przebiega analogicznie do poprzednich.
Nalezy wykaza¢:

Lemat Prawdziwosciowy C: Jezeli I nalezy do finitarnego CON, to
jest spetnialna.
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MAKSYMALNA,NIESPRZECZNOQC
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Dowdd przez Wiasnosci Niesprzecznosci

Dowéd ta metoda tez przebiega analogicznie do poprzednich.
Nalezy wykaza¢:

Lemat Prawdziwosciowy C: Jezeli I nalezy do finitarnego CON, to
jest spetnialna.

Dowdd analogicznie jak wyzej, przy wykorzystaniu twierdzenia 3
gtoszacego, ze dla dowolnego elementu I z finitarnego CON
istnieje A € CON, ktéra jest maksymalna (= ma model).
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Dowéd przez Wtasnosci Niesprzecznosci

Dowéd Twierdzenia o Petnosci:
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Dowéd przez Wtasnosci Niesprzecznosci

Dowéd Twierdzenia o Petnosci:

Mo zatozenie
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Petnos¢ H-KRZ

Dowéd przez Wtasnosci Niesprzecznosci

Dowéd Twierdzenia o Petnosci:

Mo zatozenie
< [ €¢p— HNSP z def. ¢ — HNSP
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Petnos¢ H-KRZ

Dowéd przez Wtasnosci Niesprzecznosci

Dowéd Twierdzenia o Petnosci:

Mo zatozenie
< [ €¢p— HNSP z def. ¢ — HNSP
= [ U{—¢} € — HNSP Fakt4
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Petnos¢ H-KRZ

Dowéd przez Wtasnosci Niesprzecznosci

Dowéd Twierdzenia o Petnosci:

Mo zatozenie
< [ €¢p— HNSP z def. ¢ — HNSP
= [ U{—¢} € p— HNSP Fakt4
=—> @ — HNSP jest finitarnym CON Tw.5
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P MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Dowéd przez Wtasnosci Niesprzecznosci

Dowéd Twierdzenia o Petnosci:

Mo zatozenie
e ¢ — HNSP z def. ¢ — HNSP
rJ{-¢}eyp— HNSP Fakt4

@ — HNSP jest finitarnym CON Tw.5
istnieje N spetniajacy ' U {—p} Lemat Praw. C

(N
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P MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Dowéd przez Wtasnosci Niesprzecznosci

Dowéd Twierdzenia o Petnosci:

Mo zatozenie
< [ €p— HNSP z def. ¢ — HNSP
= [ U{—¢} € p— HNSP Fakt4
=—> @ — HNSP jest finitarnym CON Tw.5
= istnieje M spetniajacy U {—p} Lemat Praw. C
= MET
= MFop
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P MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Dowéd przez Wtasnosci Niesprzecznosci

Dowéd Twierdzenia o Petnosci:

Mo zatozenie
< [ €p— HNSP z def. ¢ — HNSP
= [ U{—¢} € p— HNSP Fakt4
=—> @ — HNSP jest finitarnym CON Tw.5
= istnieje M spetniajacy U {—p} Lemat Praw. C
= MET
= MFop
— Tl
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Dowdd przez zbiory Hintikki

Lemat Prawdziwosciowy H: Dla dowolnego zbioru Hintikki "
istnieje model 9 taki, ze:

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



MAKSYMALNA,NIESPRZECZNOQC
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Dowdd przez zbiory Hintikki

Lemat Prawdziwosciowy H: Dla dowolnego zbioru Hintikki "
istnieje model 9 taki, ze:

@ jezelipel, toMrF o
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Petnos¢ H-KRZ

Dowdd przez zbiory Hintikki

Lemat Prawdziwosciowy H: Dla dowolnego zbioru Hintikki "
istnieje model 9 taki, ze:

@ jezelipel, toMrF o
o jezeli np e, to M ¥
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MAKSYMALNA,NIESPRZECZNOQC
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Dowdd przez zbiory Hintikki

Lemat Prawdziwosciowy H: Dla dowolnego zbioru Hintikki "
istnieje model 9 taki, ze:

@ jezelipel, toMrF o
o jezeli np e, to M ¥

Dowéd: Wartosciowanie Vi dla zmiennych zdaniowych definiujemy
tak jak w dowodzie Lematu Praw. L, tj.
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MAKSYMALNA,NIESPRZECZNOQC
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Dowdd przez zbiory Hintikki

Lemat Prawdziwosciowy H: Dla dowolnego zbioru Hintikki "
istnieje model 9 taki, ze:

@ jezelipel, toMrF o
o jezeli np e, to M ¥

Dowéd: Wartosciowanie Vi dla zmiennych zdaniowych definiujemy
tak jak w dowodzie Lematu Praw. L, tj.

Vi(p) = 1 jezelipel
P70 jeselipgr
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Petnos¢ H-KRZ

Dowdéd przez zbiory Hintikki

Lematu dowodzimy przez indukcje po dtugosci formut; osobno dla
formut niezanegowanych i zanegowanych.
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Petnos¢ H-KRZ

Dowdéd przez zbiory Hintikki

Lematu dowodzimy przez indukcje po dtugosci formut; osobno dla
formut niezanegowanych i zanegowanych.
1. baza — ¢ jest zmienna:
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KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Dowdéd przez zbiory Hintikki

Lematu dowodzimy przez indukcje po dtugosci formut; osobno dla
formut niezanegowanych i zanegowanych.
1. baza — ¢ jest zmienna:

pel = Vr(go):l z def. Vr
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MAKSYMALNA,NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Dowdéd przez zbiory Hintikki

Lematu dowodzimy przez indukcje po dtugosci formut; osobno dla
formut niezanegowanych i zanegowanych.
1. baza — ¢ jest zmienna:

pel = Vr(go):l z def. Vr
— MrEop z def. E.

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



MAKSYMALNA,NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Dowdéd przez zbiory Hintikki

Lematu dowodzimy przez indukcje po dtugosci formut; osobno dla
formut niezanegowanych i zanegowanych.
1. baza — ¢ jest zmienna:

pel = Vr(go):l z def. Vr
— MrEop z def. E.

pel= ¢¢rl z def. zb. Hintikki wl.

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



MAKSYMALNA,NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Dowdéd przez zbiory Hintikki

Lematu dowodzimy przez indukcje po dtugosci formut; osobno dla
formut niezanegowanych i zanegowanych.
1. baza — ¢ jest zmienna:

pel = Vr(go):l z def. Vr
— MrEop z def. E.

pel= ¢¢rl z def. zb. Hintikki wl.
= Vi(¢) =0 zdef. \f
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MAKSYMALNA,NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Dowdéd przez zbiory Hintikki

Lematu dowodzimy przez indukcje po dtugosci formut; osobno dla
formut niezanegowanych i zanegowanych.
1. baza — ¢ jest zmienna:

pel = Vr(go):l z def. Vr
— MrEop z def. E.

pel= ¢¢rl z def. zb. Hintikki wl.
= Vi(¢) =0 zdef. \f
— MrFop z def. E.
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Dowdd przez zbiory Hintikki

Dla dowodu kroku indukcyjnego zaktadamy, ze kazda formuta
krétsza od ¢ spetnia dowodzona implikacje (1 lub 2) i wykazujemy
ja dla ¢:
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Dowdd przez zbiory Hintikki

Dla dowodu kroku indukcyjnego zaktadamy, ze kazda formuta
krétsza od ¢ spetnia dowodzona implikacje (1 lub 2) i wykazujemy
ja dla ¢:

1. =
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Dowdd przez zbiory Hintikki

Dla dowodu kroku indukcyjnego zaktadamy, ze kazda formuta
krétsza od ¢ spetnia dowodzona implikacje (1 lub 2) i wykazujemy
ja dla ¢:

1. =

—pel= yerl z def. zb. Hintikki w2.
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Dowdd przez zbiory Hintikki

Dla dowodu kroku indukcyjnego zaktadamy, ze kazda formuta
krétsza od ¢ spetnia dowodzona implikacje (1 lub 2) i wykazujemy
ja dla ¢:

1. =

—pel= yerl z def. zb. Hintikki w2.
— MMrEvyY  zzal ind.
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Dowdd przez zbiory Hintikki

Dla dowodu kroku indukcyjnego zaktadamy, ze kazda formuta
krétsza od ¢ spetnia dowodzona implikacje (1 lub 2) i wykazujemy
ja dla ¢:

1. =

—pel= yerl z def. zb. Hintikki w2.
— MMrEvyY  zzal ind.
<~ MrkE -y zdef E.
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Dowdd przez zbiory Hintikki

Dla dowodu kroku indukcyjnego zaktadamy, ze kazda formuta
krétsza od ¢ spetnia dowodzona implikacje (1 lub 2) i wykazujemy

ja dla ¢:
1. =
—pel= yerl z def. zb. Hintikki w2.
— MMrEvyY  zzal ind.
<~ MrkE -y zdef E.
2. o= AXx:
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Dowdd przez zbiory Hintikki

Dla dowodu kroku indukcyjnego zaktadamy, ze kazda formuta
krétsza od ¢ spetnia dowodzona implikacje (1 lub 2) i wykazujemy
ja dla ¢:
1. =
—pel= yerl z def. zb. Hintikki w2.
— MMrEvyY  zzal ind.
<~ MrkE -y zdef E.
2. o =Y AN x:
YAxel = Yelixel z def. zb. Hintikki w3.
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ
Dowdd przez zbiory Hintikki

Dla dowodu kroku indukcyjnego zaktadamy, ze kazda formuta
krétsza od ¢ spetnia dowodzona implikacje (1 lub 2) i wykazujemy
ja dla ¢:
1. =
—pel= yerl z def. zb. Hintikki w2.
— MMrEvyY  zzal ind.
<~ MrkE -y zdef E.
2. o =Y AN x:
YAxel = Yelixel z def. zb. Hintikki w3.
— MrEYiIiM-Ex zzat ind.
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ
Dowdd przez zbiory Hintikki

Dla dowodu kroku indukcyjnego zaktadamy, ze kazda formuta
krétsza od ¢ spetnia dowodzona implikacje (1 lub 2) i wykazujemy
ja dla ¢:
1. =
—pel= yerl z def. zb. Hintikki w2.
— MMrEvyY  zzal ind.
<~ MrkE -y zdef E.
2. o =Y AN x:
YAxel = Yelixel z def. zb. Hintikki w3.
— MrEYiIiM-Ex zzat ind.
— MrEYPAY z def. E .
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KRZ — PELNOSC

Petnos¢ H-KRZ

owdd przez zbiory Hintikki

3. p:==(Y A x):
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MAKSYMALNA,NIESPRZECZNOQC
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Dowdéd przez zbiory Hintikki

3. p:==(Y A x):

“(WAx)eElN= —werllub-xyerl z def. zb.
Hintikki wd4.

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



MAKSYMALNA,NIESPRZECZNOQC
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Dowdéd przez zbiory Hintikki

3. p:==(Y A x):

“(WAx)eElN= —werllub-xyerl z def. zb.
Hintikki w4.
= My £ lub My £ x z zat. ind.
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P MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Dowdéd przez zbiory Hintikki
3. p:==(Y A x):

“(WAx)eElN= —werllub-xyerl z def. zb.
Hintikki w4.
= My £ lub My £ x z zat. ind.

<= nieprawda, ze (Mr E¢ i MrE x DeM
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P MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Dowdéd przez zbiory Hintikki

3. p:==(Y A x):

“(WAx)eElN= —werllub-xyerl z def. zb.
Hintikki w4.
= My £ lub My £ x z zat. ind.
<= nieprawda, ze (Mr E¢ i MrE x DeM
— MrEYAY z def. E .
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P MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Dowdéd przez zbiory Hintikki

3. p:==(Y A x):

“(WAx)eElN= —werllub-xyerl z def. zb.
Hintikki w4.
= My £ lub My £ x z zat. ind.
<= nieprawda, ze (Mr E¢ i MrE x DeM
— MrEYAY z def. E .

Zadanie: Udowodnij pozostate przypadki.
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KRZ — PELNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Dowdd przez zbiory Hintikki

Dowdd Twierdzenia o Petnosci:
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ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Dowdd przez zbiory Hintikki

Dowdd Twierdzenia o Petnosci:

¥ o zatozenie
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MAKSYMALNA,NIESPRZECZNOQC
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Dowdd przez zbiory Hintikki

Dowdd Twierdzenia o Petnosci:

¥ o zatozenie
<= T U{—yp} jest niesprzeczna Lemat3
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ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Dowdd przez zbiory Hintikki

Dowdd Twierdzenia o Petnosci:

¥ o zatozenie
<= T U{—yp} jest niesprzeczna Lemat3
— istnieje zb. Hintikki A D T'U{—¢} Tw. Hintikki
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P MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Dowdd przez zbiory Hintikki

Dowdd Twierdzenia o Petnosci:

¥ o zatozenie
<= T U{—yp} jest niesprzeczna Lemat3
— istnieje zb. Hintikki A D T'U{—¢} Tw. Hintikki
— istnieje MAa Lemat Praw. H
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MAKSYMALNA,NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Dowdd przez zbiory Hintikki

Dowdd Twierdzenia o Petnosci:
¥ o zatozenie
<= T U{—yp} jest niesprzeczna Lemat3
— istnieje zb. Hintikki A D T'U{—¢} Tw. Hintikki
— istnieje MAa Lemat Praw. H
= MaFET bol CA
= MaFo bo ~p ¢ A
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MAKSYMALNA,NIESPRZECZNOQC
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Petnos¢ H-KRZ

Dowdd przez zbiory Hintikki

Dowdd Twierdzenia o Petnosci:

¥ o zatozenie
<= T U{—yp} jest niesprzeczna Lemat3
— istnieje zb. Hintikki A D T'U{—¢} Tw. Hintikki
— istnieje MAa Lemat Praw. H
= MaFET bol CA
= MaFo bo ~p ¢ A
—= T
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MAKSYMALNA,NIESPRZECZNOQC
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Zupetnos¢ H-KRZ

Pojecie zupetnosci

Rozwazmy dowolny system aksjomatyczny H = (Aks, R), niech:
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MAKSYMALNA,NIESPRZECZNOQC
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Zupetnos¢ H-KRZ

Pojecie zupetnosci

Rozwazmy dowolny system aksjomatyczny H = (Aks, R), niech:

o ADM(H) oznacza zbidr jego regut dopuszczalnych;
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MAKSYMALNA,NIESPRZECZNOQC
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Zupetnos¢ H-KRZ

Pojecie zupetnosci

Rozwazmy dowolny system aksjomatyczny H = (Aks, R), niech:

o ADM(H) oznacza zbidr jego regut dopuszczalnych;
e DER(H) oznacza zbidr jego regut wyprowadzalnych;
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P MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC
KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Zupetnos¢ H-KRZ

Pojecie zupetnosci

Rozwazmy dowolny system aksjomatyczny H = (Aks, R), niech:

o ADM(H) oznacza zbidr jego regut dopuszczalnych;
e DER(H) oznacza zbidr jego regut wyprowadzalnych;

@ STR oznacza zbiér regut strukturalnych (domknietych na
podstawianie).

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



MAKSYMALNA,NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Zupetnos¢ H-KRZ

Pojecie zupetnosci

Rozwazmy dowolny system aksjomatyczny H = (Aks, R), niech:

o ADM(H) oznacza zbidr jego regut dopuszczalnych;

e DER(H) oznacza zbidr jego regut wyprowadzalnych;

@ STR oznacza zbiér regut strukturalnych (domknietych na
podstawianie).

Przypomnijmy, ze H moze wystepowac w wersji podstawieniowej
(skoriczona ilo$¢ aksjomatéw + reguta podstawiania) lub
inwariantnej (schematy aksjomatéw).
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MAKSYMALNA,NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Zupetnos¢ H-KRZ

Pojecie zupetnosci

H jest:
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MAKSYMALNA,NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Zupetnos¢ H-KRZ

Pojecie zupetnosci

H jest:

© dedukcyjnie zupetny wtw Vo, by ¢ lub =y =
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MAKSYMALNA,NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Zupetnos¢ H-KRZ

Pojecie zupetnosci

H jest:

© dedukcyjnie zupetny wtw Vo, by ¢ lub =y =
@ Post-zupetny wtw V,, jezeli ¥y ¢, to oy L
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MAKSYMALNA,NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Zupetnos¢ H-KRZ

Pojecie zupetnosci

H jest:

© dedukcyjnie zupetny wtw Vo, by ¢ lub =y =
@ Post-zupetny wtw V,, jezeli ¥y ¢, to oy L
@ strukturalnie zupetny wtw ADM(H) N STR C DER(H)
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MAKSYMALNA,NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Zupetnos¢ H-KRZ

Pojecie zupetnosci

H jest:

© dedukcyjnie zupetny wtw Vo, by ¢ lub =y =
@ Post-zupetny wtw V,, jezeli ¥y ¢, to oy L
@ strukturalnie zupetny wtw ADM(H) N STR C DER(H)

Post-zupetnos¢ mozna alternatywnie wyrazi¢ nastepujaco:
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MAKSYMALNA,NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Zupetnos¢ H-KRZ

Pojecie zupetnosci

H jest:

© dedukcyjnie zupetny wtw Vo, by ¢ lub =y =
@ Post-zupetny wtw V,, jezeli ¥y ¢, to oy L
@ strukturalnie zupetny wtw ADM(H) N STR C DER(H)

Post-zupetnos¢ mozna alternatywnie wyrazi¢ nastepujaco:

H jest Post-zupetny wtw ADM(H) C DER(H)
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MAKSYMALNA,NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Zupetnos¢ H-KRZ

Pojecie zupetnosci

H jest:

© dedukcyjnie zupetny wtw Vo, by ¢ lub =y =
@ Post-zupetny wtw V,, jezeli ¥y ¢, to oy L
@ strukturalnie zupetny wtw ADM(H) N STR C DER(H)

Post-zupetnos¢ mozna alternatywnie wyrazi¢ nastepujaco:

H jest Post-zupetny wtw ADM(H) C DER(H)

Fakt: Jezeli H jest Post-zupetny, to jest strukturalnie zupetny.
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MAKSYMALNA,NIESPRZECZNO§C
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Zupetnos¢ H-KRZ

Pojecie zupetnosci

Twierdzenie o zupetnosci dla aksjomatycznych formalizacji KRZ
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MAKSYMALNA,NIESPRZECZNO§C
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Zupetnos¢ H-KRZ

Pojecie zupetnosci

Twierdzenie o zupetnosci dla aksjomatycznych formalizacji KRZ

@ zadna formalizacja KRZ nie jest dedukcyjnie zupetna
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MAKSYMALNA,NIESPRZECZNO§C
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Zupetnos¢ H-KRZ

Pojecie zupetnosci

Twierdzenie o zupetnosci dla aksjomatycznych formalizacji KRZ

@ zadna formalizacja KRZ nie jest dedukcyjnie zupetna

@ H-KRZ w wersji podstawieniowej jest Post-zupetny (i
strukturalnie zupetny)
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MAKSYMALNA,NIESPRZECZNOQC
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Zupetnos¢ H-KRZ

Pojecie zupetnosci

Twierdzenie o zupetnosci dla aksjomatycznych formalizacji KRZ

@ zadna formalizacja KRZ nie jest dedukcyjnie zupetna

@ H-KRZ w wersji podstawieniowej jest Post-zupetny (i
strukturalnie zupetny)

© H-KRZ w wersji inwariantnej nie jest Post-zupetny ale jest
strukturalnie zupetny
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MAKSYMALNA,NIESPRZECZNO§C

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Interpolacja

Twierdzenie Craiga o interpolacji
Jezeli = p = i ZZ(p) N ZZ(Y) # @, to istnieje x takie, ze:
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MAKSYMALNA,NIESPRZECZNO§C

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Interpolacja

Twierdzenie Craiga o interpolacji
Jezeli = p = i ZZ(p) N ZZ(Y) # @, to istnieje x takie, ze:
° ZZ(x) € ZZ(p) N ZZ(¥)
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MAKSYMALNA,NIESPRZECZNO§C

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Interpolacja

Twierdzenie Craiga o interpolacji

Jezeli = p = i ZZ(p) N ZZ(Y) # @, to istnieje x takie, ze:
° ZZ(x) € ZZ(p) N ZZ(¥)
° Fy =X

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



MAKSYMALNA,NIESPRZECZNO§C

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Interpolacja

Twierdzenie Craiga o interpolacji

Jezeli = p = i ZZ(p) N ZZ(Y) # @, to istnieje x takie, ze:
° ZZ(x) € ZZ(p) N ZZ(¥)

° Fy =X

o Ex—Y

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



MAKSYMALNA,NIESPRZECZNOQC
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Interpolacja

Twierdzenie Craiga o interpolacji

Uwagal: jezeli w jezyku dopuscimy stata L to zatozenie
ZZ(p) N ZZ() # @ mozna pominal.
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Interpolacja

Twierdzenie Craiga o interpolacji

Uwagal: jezeli w jezyku dopuscimy stata L to zatozenie

ZZ(p) N ZZ() # @ mozna pominal.

Uwaga2: x jest czesto okreslane jako formuta interpolacyjna (lub
krétko interpolant). Wtedy Tw. Craiga mozna krétko wystowic¢:
Jezeli implikacja jest tautologia, to ma interpolant.
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Interpolacja

Twierdzenie Craiga o interpolacji

Uwagal: jezeli w jezyku dopuscimy stata L to zatozenie

ZZ(p) N ZZ() # @ mozna pominal.

Uwaga2: x jest czesto okreslane jako formuta interpolacyjna (lub
krétko interpolant). Wtedy Tw. Craiga mozna krétko wystowic¢:
Jezeli implikacja jest tautologia, to ma interpolant.

Skonczony zbiér ' jest C-niesprzeczny wtw istnieje podziat I' na 'y,
[y (tJ MMuUl,=Tilr Nl = @) taki, ze Al'1 — _\(/\rz) nie ma
interpolanta.
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Interpolacja

Twierdzenie Craiga o interpolacji

Uwagal: jezeli w jezyku dopuscimy stata L to zatozenie

ZZ(p) N ZZ() # @ mozna pominal.

Uwaga2: x jest czesto okreslane jako formuta interpolacyjna (lub
krétko interpolant). Wtedy Tw. Craiga mozna krétko wystowic¢:
Jezeli implikacja jest tautologia, to ma interpolant.

Skonczony zbiér ' jest C-niesprzeczny wtw istnieje podziat I' na 'y,
[y (tJ MMuUl,=Tilr Nl = @) taki, ze Al'1 — _\(/\rz) nie ma
interpolanta.

Twierdzenie o C-niesprzeczno$ci: Rodzina wszystkich
C-niesprzecznych zbioréw jest finitarna CON
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOSC

KRZ — PELNOSC ADEKWATNOSC

Interpolacja

Twierdzenie Craiga o interpolacji

Uwagal: jezeli w jezyku dopuscimy stata L to zatozenie

ZZ(p) N ZZ() # @ mozna pominal.

Uwaga2: x jest czesto okreslane jako formuta interpolacyjna (lub
krétko interpolant). Wtedy Tw. Craiga mozna krétko wystowic¢:
Jezeli implikacja jest tautologia, to ma interpolant.

Skonczony zbiér ' jest C-niesprzeczny wtw istnieje podziat I' na 'y,
[y (tJ MMuUl,=Tilr Nl = @) taki, ze Al'1 — _\(/\rz) nie ma
interpolanta.

Twierdzenie o C-niesprzeczno$ci: Rodzina wszystkich
C-niesprzecznych zbioréw jest finitarna CON
Dowdd we wiasnym zakresie.

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



MAKSYMALNA,NIESPRZECZNO§C
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Interpolacja

Twierdzenie Craiga o interpolacji

Dowdd Tw. Craiga (przez kontrapozycje):

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



MAKSYMALNA,NIESPRZECZNO§C
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Interpolacja

Twierdzenie Craiga o interpolacji

Dowdd Tw. Craiga (przez kontrapozycje):
Zatézmy, ze o — 1) nie ma interpolanta, wykazemy, ze nie jest
tautologia.

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



MAKSYMALNA,NIESPRZECZNOQC
ADEKWATNOSC

KRZ — PELNOSC

Interpolacja

Twierdzenie Craiga o interpolacji

Dowdd Tw. Craiga (przez kontrapozycje):

Zatézmy, ze o — 1) nie ma interpolanta, wykazemy, ze nie jest
tautologia.

Niech ' = {¢, ¢}, I'1 = {¢} a 2 = {=y}. Skoro ¢ — 1) nie ma
interpolanta, to i ¢ — ——1) nie ma interpolanta. Zatem [ jest
C-niesprzeczna, wiec ma model (jako element finitarnego CON),
co oznacza, ze [~ ¢ — 1.
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