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KRZ – PE LNOŚĆ
MAKSYMALNA NIESPRZECZNOŚĆ
ADEKWATNOŚĆ

Maksymalna niesprzeczność

Zbiory maksymalnie niesprzeczne:

Zbiór Γ jest maksymalnie niesprzeczny (MNSP) wtw:

jest niesprzeczny

jest zupe lny: jeżeli Γ ⊂ ∆, to ∆ jest sprzeczna

Uwaga: inne określenia – zb. zupe lne, nasycone, teorie itp.
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jest zupe lny: jeżeli Γ ⊂ ∆, to ∆ jest sprzeczna
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Maksymalna niesprzeczność
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOŚĆ
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Maksymalna niesprzeczność

Zbiory maksymalnie niesprzeczne:

Lemat4: Jeżeli Γ jest niesprzeczna, to nastȩpuja̧ce warunki sa̧
równoważne:

1 Γ jest zupe lna, tj. jeżeli Γ ⊂ ∆, to ∆ jest sprzeczna

2 jeżeli Γ ∪ {ϕ} jest niesprzeczny, to ϕ ∈ Γ, dla dowolnej
formu ly ϕ

3 jeżeli Γ ⊆ ∆ i ∆ jest niesprzeczna, to Γ = ∆

4 dla dowolnej formu ly ϕ, ϕ ∈ Γ lub ¬ϕ ∈ Γ (Γ jest ¬-zupe lny)
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1 Γ jest zupe lna, tj. jeżeli Γ ⊂ ∆, to ∆ jest sprzeczna
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Maksymalna niesprzeczność

Dowód Lematu 4:

1 =⇒ 2 dowód przez kontrapozycjȩ: za lóżmy, że ϕ /∈ Γ, wtedy
Γ ⊂ Γ ∪ {ϕ} co przez 1. prowadzi do sprzeczności Γ ∪ {ϕ}.
2 =⇒ 3 za lóżmy, że Γ ⊆ ∆ i ∆ jest niesprzeczna ale Γ 6= ∆.
Zatem ∆ = Γ ∪ Π, dla pewnego niepustego Π 6= Γ. Dla dowolnego
ϕ ∈ Π, Γ ∪ {ϕ} jest niesprzeczne, gdyż jest podzbiorem
niesprzecznej ∆ (Lemat3, w lasność 2). Przez 2. mamy ϕ ∈ Γ,
zatem Γ = ∆ – sprzeczność.
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Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



KRZ – PE LNOŚĆ
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Maksymalna niesprzeczność

Dowód Lematu 4:

3 =⇒ 4 Z lematu 3, w lasność 7 wiemy, że dla dowolnej formu ly ϕ,
Γ ∪ {ϕ} jest niesprzeczny lub Γ ∪ {¬ϕ} jest niesprzeczny. Jeżeli
Γ ∪ {ϕ} jest niesprzeczny, to, ponieważ Γ ⊆ Γ ∪ {ϕ}, wiȩc przez 3.
mamy Γ = Γ ∪ {ϕ} zatem ϕ ∈ Γ. Analogicznie w drugim
przypadku.
4 =⇒ 1 niech Γ ⊂ ∆, zatem istnieje ϕ ∈ ∆ takie, że ϕ /∈ Γ. Zatem
z 4. mamy, że ¬ϕ ∈ Γ, ale wtedy również ¬ϕ ∈ ∆, zatem ∆ jest
sprzeczna.
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mamy Γ = Γ ∪ {ϕ} zatem ϕ ∈ Γ. Analogicznie w drugim
przypadku.

4 =⇒ 1 niech Γ ⊂ ∆, zatem istnieje ϕ ∈ ∆ takie, że ϕ /∈ Γ. Zatem
z 4. mamy, że ¬ϕ ∈ Γ, ale wtedy również ¬ϕ ∈ ∆, zatem ∆ jest
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOŚĆ
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Maksymalna niesprzeczność

Lemat5: Dowolny zbiór maksymalnie niesprzeczny Γ ma
nastȩpuja̧ce w lasności:

1 ϕ ∈ Γ wtw Γ ` ϕ
2 jeżeli ` ϕ, to ϕ ∈ Γ

3 ⊥ /∈ Γ

4 jeżeli ϕ→ ψ ∈ Γ i ϕ ∈ Γ, to ψ ∈ Γ

5 ¬ϕ ∈ Γ wtw ϕ /∈ Γ

6 ϕ ∧ ψ ∈ Γ wtw ϕ ∈ Γ i ψ ∈ Γ

7 ϕ ∨ ψ ∈ Γ wtw ϕ ∈ Γ lub ψ ∈ Γ

8 ϕ→ ψ ∈ Γ wtw ϕ /∈ Γ lub ψ ∈ Γ
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Lemat5: Dowolny zbiór maksymalnie niesprzeczny Γ ma
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOŚĆ
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Maksymalna niesprzeczność

Dowód lematu 5:

ad 1. ϕ ∈ Γ wtw Γ ` ϕ
=⇒ ze zwrotności ` (Lemat1, w. 2); ⇐= przez Lemat3, w.4
Γ ∪ {¬ϕ} jest sprzeczna, wiȩc przez Lemat4, w.4 ϕ ∈ Γ.
ad 2. jeżeli ` ϕ, to ϕ ∈ Γ
Za lóżmy, że ` ϕ, wtedy przez Lemat1, w.4 Γ ` ϕ co przez
poprzednia̧ w lasność daje ϕ ∈ Γ.
ad 3. ⊥ /∈ Γ
oczywiste
ad 4. jeżeli ϕ→ ψ ∈ Γ i ϕ ∈ Γ, to ψ ∈ Γ
Za lóżmy, że ϕ→ ψ ∈ Γ i ϕ ∈ Γ ale ψ /∈ Γ. Zatem (Lemat4, w.4)
¬ψ ∈ Γ, ale {ϕ→ ψ,ϕ,¬ψ} jest sprzeczny wiȩc i Γ by lby
sprzeczny.
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ad 2. jeżeli ` ϕ, to ϕ ∈ Γ
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sprzeczny.

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



KRZ – PE LNOŚĆ
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ad 4. jeżeli ϕ→ ψ ∈ Γ i ϕ ∈ Γ, to ψ ∈ Γ
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sprzeczny.

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



KRZ – PE LNOŚĆ
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ad 4. jeżeli ϕ→ ψ ∈ Γ i ϕ ∈ Γ, to ψ ∈ Γ
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ad 3. ⊥ /∈ Γ
oczywiste
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ad 5. ¬ϕ ∈ Γ wtw ϕ /∈ Γ
oczywiste, gdyż inaczej Γ by lby sprzeczny.
ad 6. ϕ ∧ ψ ∈ Γ wtw ϕ ∈ Γ i ψ ∈ Γ
=⇒ Przez w lasność 2, aksjomat 3 należy do Γ, zatem przez
w lasność 4 ϕ ∈ Γ i ψ ∈ Γ. ⇐= analogicznie lecz z wykorzystaniem
aksjomatu 4.
ad 7. ϕ ∨ ψ ∈ Γ wtw ϕ ∈ Γ lub ψ ∈ Γ
=⇒ Za lóżmy, że ϕ ∨ ψ ∈ Γ ale ϕ /∈ Γ i ψ /∈ Γ. Zatem ¬ϕ ∈ Γ i
¬ψ ∈ Γ (Lemat4, w.4), ale {ϕ∨ ψ,¬ϕ,¬ψ} jest sprzeczny wiȩc i Γ
by lby sprzeczny. ⇐= z aksjomatu 5 i w lasności 2 i 4.
ad 8. ϕ→ ψ ∈ Γ wtw ϕ /∈ Γ lub ψ ∈ Γ
zróbcie sami.
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by lby sprzeczny. ⇐= z aksjomatu 5 i w lasności 2 i 4.

ad 8. ϕ→ ψ ∈ Γ wtw ϕ /∈ Γ lub ψ ∈ Γ
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Maksymalna niesprzeczność

Lemat Lindenbauma:

Wiemy, że istnieja̧ zbiory niesprzeczne, ale czy istnieja̧ zbiory
maksymalnie niesprzeczne?
Odpowiedź daje tzw.
Lemat Lindenbauma: Jeżeli Γ jest niesprzeczna, to istnieje jego
maksymalnie niesprzeczne poszerzenie (tzn. istnieje takie ∆, że
Γ ⊆ ∆ i ∆ jest MNSP)
Uwaga: lemat Lindenbauma można wzmocnić do równoważności.
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Maksymalna niesprzeczność
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Maksymalna niesprzeczność

Lemat Lindenbauma – preliminaria:

Fakt1 (z teorii mnogości). Każdy przeliczalny zbiór można
uporza̧dkować liniowo
Fakt2 Zbiór FOR jest przeliczalny
Uwaga: dla danego zbioru niesprzecznego może istnieć nawet
nieskończenie wiele maksymalnie niesprzecznych poszerzeń – zależy
to m.in. od przyjȩtego uporza̧dkowania FOR
Lemat Lindenbauma można udowodnić konstruktywnie lub
niekonstruktywnie (przez odwo lanie siȩ do mocnych twiedzeń teorii
mnogości jak Lemat Kuratowskiego-Zorna, Lemat Tukeya itp.)
Dalej przedstawimy dowód konstruktywny.
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to m.in. od przyjȩtego uporza̧dkowania FOR
Lemat Lindenbauma można udowodnić konstruktywnie lub
niekonstruktywnie (przez odwo lanie siȩ do mocnych twiedzeń teorii
mnogości jak Lemat Kuratowskiego-Zorna, Lemat Tukeya itp.)
Dalej przedstawimy dowód konstruktywny.
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uporza̧dkować liniowo
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to m.in. od przyjȩtego uporza̧dkowania FOR
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Lemat Lindenbauma – dowód:

Zak ladamy, że mamy dane dowolne ale określone uporza̧dkowanie
zbioru FOR: ϕ1, ϕ2, ϕ3, ...
Definiujemy na jego podstawie indukcyjnie nieskończony cia̧g
zbiorów formu l: ∆0,∆1,∆2, ...
∆0 = Γ

∆n+1 :=



∆n ∪ {ϕn+1} jeżeli ∆n ∪ {ϕn+1}
jest niesprzeczna

∆n w przeciwnym wypadku

(tzn. jeżeli ∆n ∪ {ϕn+1}
jest sprzeczna)

Fakt3: Dla dowolnego n ≥ 0, ∆n jest niesprzeczna.
Uwaga1: jest to definicja indukcyjna, w której warunek indukcyjny
ma postać alternatywy – jest to czȩsta forma definicji indukcyjnej.
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Zak ladamy, że mamy dane dowolne ale określone uporza̧dkowanie
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∆n ∪ {ϕn+1} jeżeli ∆n ∪ {ϕn+1}
jest niesprzeczna

∆n w przeciwnym wypadku
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ma postać alternatywy – jest to czȩsta forma definicji indukcyjnej.

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



KRZ – PE LNOŚĆ
MAKSYMALNA NIESPRZECZNOŚĆ
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Uwaga2: warunek indukcyjny bywa definiowany nieco inaczej:

∆n+1 :=



∆n ∪ {ϕn+1} jeżeli ∆n ∪ {ϕn+1}
jest niesprzeczna

∆n ∪ {¬ϕn+1} w przeciwnym wypadku

(tzn. jeżeli ∆n ∪ {ϕn+1}
jest sprzeczna)

lub

∆n+1 :=

{
∆n ∪ {ϕn+1} jeżeli ∆n ` ϕn+1

∆n ∪ {¬ϕn+1} w przeciwnym wypadku

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



KRZ – PE LNOŚĆ
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ADEKWATNOŚĆ
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Uwaga2: warunek indukcyjny bywa definiowany nieco inaczej:

∆n+1 :=



∆n ∪ {ϕn+1} jeżeli ∆n ∪ {ϕn+1}
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Rozważmy nieskończona̧ sumȩ po wszystkich zbiorach w cia̧gu,
tzn.

⋃
∆n.

Lemat6: W lasności
⋃

∆n

1 ∆n ⊆
⋃

∆n, dla dowolnego n ≥ 0

2 Γ ⊆
⋃

∆n

3 ∆k ⊆ ∆n, dla dowolnego k ≤ n ≥ 0

4 jeżeli ϕk ∈
⋃

∆n, to ϕk ∈ ∆k dla dowolnego k > 0

5 dla każdego skończonego ∆′ ⊆
⋃

∆n istnieje takie k ≥ 0, że
∆′ ⊆ ∆k
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Maksymalna niesprzeczność

Lemat Lindenbauma – dowód:

Dowód Lematu 6:
W lasności 1-4 to oczywiste konsekwencje definicji.
Ad 5. dla każdego skończonego ∆′ ⊆

⋃
∆n istnieje takie k ≥ 0, że

∆′ ⊆ ∆k

Niech ∆′ bȩdzie skończonym podzbiorem
⋃

∆n a ϕk niech bȩdzie
elementem ∆′ z najwiȩkszym indeksem – z racji skończoności ∆′

taka formu la musi istnieć. Musimy wykazać, że ∆′ ⊆ ∆k .
Rozważmy dowolna̧ ϕ ∈ ∆′, pokażemy, że ϕ ∈ ∆k . Z racji
uporza̧dkowania formu l ϕ = ϕi , i ≤ k i jest elementem

⋃
∆n.

Przez w lasność 4, ϕi ∈ ∆i , a przez w. 3, ∆i ⊆ ∆k , zatem ϕ ∈ ∆k .
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Lemat Lindenbauma – dowód:
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Maksymalna niesprzeczność
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Ad 5. dla każdego skończonego ∆′ ⊆

⋃
∆n istnieje takie k ≥ 0, że

∆′ ⊆ ∆k

Niech ∆′ bȩdzie skończonym podzbiorem
⋃

∆n a ϕk niech bȩdzie
elementem ∆′ z najwiȩkszym indeksem – z racji skończoności ∆′

taka formu la musi istnieć. Musimy wykazać, że ∆′ ⊆ ∆k .
Rozważmy dowolna̧ ϕ ∈ ∆′, pokażemy, że ϕ ∈ ∆k . Z racji
uporza̧dkowania formu l ϕ = ϕi , i ≤ k i jest elementem

⋃
∆n.

Przez w lasność 4, ϕi ∈ ∆i , a przez w. 3, ∆i ⊆ ∆k , zatem ϕ ∈ ∆k .
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Maksymalna niesprzeczność

Lemat Lindenbauma – dowód:

Definiujemy maksymalne niesprzeczne poszerzenie Γ jako
nieskończona̧ sumȩ po wszystkich zbiorach w cia̧gu, tzn.
∆ =

⋃
∆n.

Twierdzenie1: ∆ jest maksymalnie niesprzecznym poszerzeniem Γ.
Twierdzenie2: Jeżeli Γ jest niesprzeczny, to:

1 Γ ` ϕ wtw ϕ ∈ ∆, dla dowolnego ∆ ⊇ Γ, które jest MNSP

2 ` ϕ wtw ϕ ∈ ∆, dla dowolnego ∆, które jest MNSP
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Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



KRZ – PE LNOŚĆ
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Lemat Lindenbauma – dowód:
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Maksymalna niesprzeczność

Lemat Lindenbauma – dowód:

Dowód: Musimy dowieść, że ∆ jest (a) niesprzeczna i (b)
maksymalna.
(a) Przez Lemat3, w. 3 wystarczy dowieść, że każdy skończony
podzbiór ∆ jest niesprzeczny. Za lóżmy, że jest skończony
sprzeczny ∆′ ⊂ ∆. Niech ϕn ∈ ∆′ bȩdzie formu la̧ z najwiȩkszym
indeksem. Zatem ∆′ ⊆ ∆n a to znaczy, przez Lemat 3, w.1, że ∆n

jest sprzeczna, co jest sprzeczne z Faktem3.
(b) Udowodnijmy warunek 2 Lematu4: Za lóżmy dla dowolnego ϕ,
że ∆ ∪ {ϕ} jest niesprzeczna i dowiedziemy, że ϕ ∈ ∆. Z racji
uporza̧dkowania formu l ϕ = ϕn. Z Lematu2, w.2, każdy podzbiór
∆ ∪ {ϕn} jest niesprzeczny. W szczególności ∆n−1 ∪ {ϕn} jest
niesprzeczny, gdyż ∆n−1 ⊂ ∆ (z Lematu 5, w.1). Zatem z definicji
konstrukcji cia̧gu ∆n = ∆n−1 ∪ {ϕn} a skoro ϕn ∈ ∆n, to ϕn ∈ ∆.

Uwaga: dowiedź (b) dla pozosta lych 3 równoważnych sformu lowań
maksymalności.
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że ∆ ∪ {ϕ} jest niesprzeczna i dowiedziemy, że ϕ ∈ ∆. Z racji
uporza̧dkowania formu l ϕ = ϕn. Z Lematu2, w.2, każdy podzbiór
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Maksymalna niesprzeczność

Dowód Twierdzenia2:

ad 1. Γ ` ϕ wtw ϕ ∈ ∆, dla dowolnego ∆ ⊇ Γ, które jest MNSP
=⇒ Niech Γ ` ϕ i ∆ ⊇ Γ bȩdzie MNSP. Przez monotoniczność `
(Lemat1, w.2), ∆ ` ϕ, wiȩc przez maksymalność ∆, ϕ ∈ ∆
(Lemat5, w.1).
⇐= Za lóżmy, że Γ 0 ϕ, wykażemy, że istnieje ∆ ⊇ Γ, które jest
MNSP ale nie zawiera ϕ. Z Lematu2, w.6 wynika, że Γ ∪ {¬ϕ}
jest niesprzeczna. Z Lematu Lindenbauma wynika, że istnieje
MNSP ∆ ⊇ Γ ∪ {¬ϕ}. ∆ jest nadzbiorem Γ i z Lematu 5., w.5
mamy, że ϕ /∈ ∆.
ad. 2 ` ϕ wtw ϕ ∈ ∆, dla dowolnego ∆, które jest MNSP
do samodzielnego zrobienia.
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOŚĆ
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOŚĆ
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Maksymalna niesprzeczność

Alternatywne podej́scia:

W latach 50-tych G. Asser udowodni l twierdzenie o zbliżonym
charakterze, które bardziej bezpośrednio prowadzi do dowodu
twierdzenia o pe lności.

W latach 60-tych R. Smullyann zaproponowa l bardzo ogólne
ujȩcie, które pozwala na jednolite dowody wielu
metalogicznych twierdzeń dla różnych systemów
dedukcyjnych.

J. Hintikka w latach 50-tych wprowadzi l pojȩcie zbioru
nasyconego w dó l (downward-saturated set), które jest
istotnie s labsze od pojȩcia zbioru maksymalnie niesprzecznego
ale wystarczaja̧ce dla dowodu twierdzeń o pe lności.
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Maksymalna niesprzeczność
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dedukcyjnych.

J. Hintikka w latach 50-tych wprowadzi l pojȩcie zbioru
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Konstrukcja Assera

Twierdzenie Assera o relatywnych systemach maksymalnych

Jeżeli Γ 0 ϕ, to istnieje takie ∆, że:

1 Γ ⊆ ∆

2 ϕ /∈ ∆

3 jeżeli ∆ ` ψ, to ψ ∈ ∆

4 jeżeli ψ /∈ ∆, to ∆, ψ ` ϕ
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ADEKWATNOŚĆ
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Konstrukcja Assera

Twierdzenie Assera o relatywnych systemach maksymalnych –
uwagi:

Uwaga1: zbiór relatywnie maksymalny jest z definicji niesprzeczny
– dlaczego?
Uwaga2: w3 można oczywíscie wzmocnić do równoważności
(dlaczego?) tak, że pokrywa siȩ z w lasnościa̧ 1. zbiorów MNSP z
Lematu5.
Uwaga3: w4 jest odpowiednikiem drugiej charakterystyki zbioru
MNSP.
Uwaga4: Podobieństwo zbioru relatywnie maksymalnego do zbioru
MNSP jest widoczne, jeżeli w powyższej charakterystyce zasta̧pimy
ϕ przez ⊥. Zbiór MNSP staje siȩ szczególnym przypadkiem zbioru
relatywnie maksymalnego.
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MNSP jest widoczne, jeżeli w powyższej charakterystyce zasta̧pimy
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Konstrukcja Assera

Dowód Twierdzenia Assera

Analogicznie do dowodu Lematu Lindenbauma.
Konstruujemy indukcyjnie nieskończony cia̧g zbiorów formu l:
∆0,∆1,∆2, ...
taki, że:
∆0 = Γ
∆1 = Cn(Γ)

∆n+1 :=


Cn(∆n ∪ {ϕn+1}) jeżeli ∆n ∪ {ϕn+1} 0 ϕ
∆n w przeciwnym wypadku

(tzn. jeżeli ∆n ∪ {ϕn+1} ` ϕ)
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Konstrukcja Assera

Dowód Twierdzenia Assera

Dla dowolnego ∆i , i ≥ 1 można dowieść w lasności 1 – 3 z Tw.
Assera oraz ∆i ⊆ ∆i+1 (proszȩ dowieść).
Zbiorem relatywnie maksymalnym dla ϕ jest nieskończona suma po
cia̧gu ∆0,∆1, ... –

⋃
∆n = ∆.

Aby dowieść Tw. Assera trzeba udowodnić, że ∆ ma w lasności 1 –
4 (zadanie domowe).
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Dowód Twierdzenia Assera
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Konstrukcja Assera

Dowód Twierdzenia Assera

Dla dowolnego zbioru maksymalnie relatywnego można też dowieść
inne w lasności posiadane przez zbiory MNSP. W szczególności na
potrzeby dowodu twierdzenia o pe lności odnotujmy, że dowolna Γ,
która jest maksymalnie relatywna jest nasycona wzglȩdem sta lych
logicznych, tj.:

1 ¬ϕ ∈ Γ wtw ϕ /∈ Γ

2 ϕ ∧ ψ ∈ Γ wtw ϕ ∈ Γ i ψ ∈ Γ

3 ϕ ∨ ψ ∈ Γ wtw ϕ ∈ Γ lub ψ ∈ Γ

4 ϕ→ ψ ∈ Γ wtw ϕ /∈ Γ lub ψ ∈ Γ
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Konstrukcja Smullyana

Niech CON (Consistency Property) oznacza dowolna̧ rodzinȩ
zbiorów formu l, która spe lnia nastȩpuja̧ce warunki dla każdego
Γ ∈ CON:

1 ⊥ /∈ Γ

2 jeżeli ¬¬ϕ ∈ Γ, to Γ ∪ {ϕ} ∈ CON

3 jeżeli ϕ ∧ ψ ∈ Γ, to Γ ∪ {ϕ,ψ} ∈ CON

4 jeżeli ¬(ϕ∧ψ) ∈ Γ, to Γ∪{¬ϕ} ∈ CON lub Γ∪{¬ψ} ∈ CON

5 jeżeli ϕ ∨ ψ ∈ Γ, to Γ ∪ {ϕ} ∈ CON lub Γ ∪ {ψ} ∈ CON

6 jeżeli ¬(ϕ ∨ ψ) ∈ Γ, to Γ ∪ {¬ϕ,¬ψ} ∈ CON

7 jeżeli ϕ→ ψ ∈ Γ, to Γ ∪ {¬ϕ} ∈ CON lub Γ ∪ {ψ} ∈ CON

8 jeżeli ¬(ϕ→ ψ) ∈ Γ, to Γ ∪ {ϕ,¬ψ} ∈ CON
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5 jeżeli ϕ ∨ ψ ∈ Γ, to Γ ∪ {ϕ} ∈ CON lub Γ ∪ {ψ} ∈ CON
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Konstrukcja Smullyana

Niech CON (Consistency Property) oznacza dowolna̧ rodzinȩ
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7 jeżeli ϕ→ ψ ∈ Γ, to Γ ∪ {¬ϕ} ∈ CON lub Γ ∪ {ψ} ∈ CON
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5 jeżeli ϕ ∨ ψ ∈ Γ, to Γ ∪ {ϕ} ∈ CON lub Γ ∪ {ψ} ∈ CON
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ADEKWATNOŚĆ
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4 jeżeli ¬(ϕ∧ψ) ∈ Γ, to Γ∪{¬ϕ} ∈ CON lub Γ∪{¬ψ} ∈ CON
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Konstrukcja Smullyana

CON jest finitarne jeżeli dodatkowo spe lnia nastȩpuja̧cy warunek
dla każdego Γ ∈ CON:

Γ ∈ CON wtw dla dowolnego skończonego ∆ ⊆ Γ,∆ ∈ CON
Można udowodnić ogólnie, że dowolne CON może być poszerzone
do finitarnego (Fitting) lub – bardziej konkretnie – wykazać dla
odpowiednio zdefiniowanych zbiorów, że tworza̧ finitarna̧ CON.
Twierdzenie3: Jeżeli Γ ∈ CON, które jest finitarne, to istnieje
maksymalne ∆ ∈ CON, takie, że Γ ⊆ ∆.
Dowód analogiczny do dowodu Lematu Lindenbauma. Musimy
tylko wstȩpnie dowieść, że dla dowolnego cia̧gu Γ1, Γ2, Γ3, ...
elementów CON, takiego, że Γ1 ⊆ Γ2 ⊆ Γ3 ⊆ ..., również⋃

Γn ∈ CON.
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dla każdego Γ ∈ CON:

Γ ∈ CON wtw dla dowolnego skończonego ∆ ⊆ Γ,∆ ∈ CON
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Dowód analogiczny do dowodu Lematu Lindenbauma. Musimy
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Przyk lady finitarnych CON:

Niech HNSP = {Γ : Γ 0 ⊥}
Twierdzenie4: HNSP jest finitarna̧ CON.
Dowód: Trzeba wykazać, że dowolny element HNSP spe lnia
warunki definiuja̧ce CON.
Finitarność HNSP wynika z Lematu3, w.3.
ad 1. ⊥ /∈ Γ
Gdyby ⊥ ∈ Γ, to przez zwrotność `, Γ ` ⊥ – sprzeczność.
ad 2. jeżeli ¬¬ϕ ∈ Γ, to Γ ∪ {ϕ} ∈ CON
Niech ¬¬ϕ ∈ Γ ∈ HNSP ale Γ ∪ {ϕ} /∈ HNSP, czyli Γ 0 ⊥ ale
Γ, ϕ ` ⊥. Przez Lemat 3, w.3, Γ ` ¬ϕ, a ponieważ ¬¬ϕ ` ϕ, to,
przez Lemat2, w. 9, Γ,¬¬ϕ ` ⊥ = Γ ` ⊥ – sprzeczność.
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOŚĆ
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Konstrukcja Smullyana

Przyk lady finitarnych CON:

Niech HNSP = {Γ : Γ 0 ⊥}
Twierdzenie4: HNSP jest finitarna̧ CON.
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ADEKWATNOŚĆ
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ADEKWATNOŚĆ
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Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



KRZ – PE LNOŚĆ
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Przyk lady finitarnych CON:

ad 8. jeżeli ϕ→ ψ ∈ Γ, to Γ ∪ {¬ϕ} ∈ CON lub Γ ∪ {ψ} ∈ CON
Za lóżmy, że ϕ→ ψ ∈ Γ ∈ HNSP ale Γ ∪ {¬ϕ} /∈ HNSP i
Γ ∪ {ψ} /∈ HNSP. Czyli Γ 0 ⊥ ale Γ,¬ϕ ` ⊥ i Γ, ψ ` ⊥. Zatem
Γ ` ϕ przez Lemat3, w.3, a ponieważ ϕ,ϕ→ ψ ` ψ, wiȩc przez
przechodniość ` mamy Γ, ϕ→ ϕ ` ψ, co (znów przez
przechodniość) daje Γ, ϕ→ ψ ` ⊥ = Γ ` ⊥ – sprzeczność.
ad 9. jeżeli ¬(ϕ→ ψ) ∈ Γ, to Γ ∪ {ϕ,¬ψ} ∈ CON
Za lóżmy, że ¬(ϕ→ ψ) ∈ Γ ∈ HNSP ale Γ ∪ {ϕ,¬ψ} /∈ HNSP.
Czyli Γ 0 ⊥ ale Γ, ϕ,¬ψ ` ⊥. Zatem Γ, ϕ ` ψ przez Lemat3, w.3,
a przez DT Γ ` ϕ→ ψ, co (znów przez Lemat3, w.3) daje
Γ,¬(ϕ→ ψ) ` ⊥ = Γ ` ⊥ – sprzeczność.
Udowodnić warunki 3 – 7
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ad 8. jeżeli ϕ→ ψ ∈ Γ, to Γ ∪ {¬ϕ} ∈ CON lub Γ ∪ {ψ} ∈ CON
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a przez DT Γ ` ϕ→ ψ, co (znów przez Lemat3, w.3) daje
Γ,¬(ϕ→ ψ) ` ⊥ = Γ ` ⊥ – sprzeczność.
Udowodnić warunki 3 – 7
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KRZ – PE LNOŚĆ
MAKSYMALNA NIESPRZECZNOŚĆ
ADEKWATNOŚĆ

Konstrukcja Smullyana

Przyk lady finitarnych CON:

Wariant powyższego:

Niech ϕ− HNSP = {Γ : Γ 0 ϕ}
Fakt4: Jeżeli Γ ∈ ϕ− HNSP, to Γ ∪ {¬ϕ} ∈ ϕ− HNSP.
Dowód: Niech Γ 0 ϕ, ale Γ,¬ϕ ` ϕ. Wtedy przez TD
Γ ` ¬ϕ→ ϕ, co przez ` (¬ϕ→ ϕ)→ ϕ daje Γ ` ϕ – sprzeczność.
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Konstrukcja Smullyana

Przyk lady finitarnych CON: ϕ− HNSP = {Γ : Γ 0 ϕ}

Twierdzenie5: ϕ− HNSP jest finitarna̧ CON.
Dowód: analogicznie jak dla HNSP. Co do finitarności trzeba
wykazać, że
Γ 0 ϕ wtw ∆ 0 ϕ, dla dowolnego skończonego ∆ ⊆ Γ
=⇒ Za lóżmy niewprost, że jakieś skończone ∆ ⊆ Γ, ale ∆ ` ϕ. Z
definicji ` również Γ ` ϕ.
⇐= Za lóżmy niewprost, że Γ ` ϕ, zatem istnieje skończony zbiór
∆ ⊆ Γ, taki, że ∆ ` ϕ co jest sprzeczne z za lożeniem.
ad 1. ⊥ /∈ Γ
Gdyby ⊥ należa lo do Γ ∈ ϕ− HNSP, to przez zwrotność ` mamy
Γ ` ⊥ a ponieważ ` ⊥ → ϕ, to Γ ` ϕ wbrew za lożeniu.
Zadanie: Udowodnić pozosta le warunki.
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ADEKWATNOŚĆ
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∆ ⊆ Γ, taki, że ∆ ` ϕ co jest sprzeczne z za lożeniem.
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wykazać, że
Γ 0 ϕ wtw ∆ 0 ϕ, dla dowolnego skończonego ∆ ⊆ Γ
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOŚĆ
ADEKWATNOŚĆ

Konstrukcja Hintikki

Zbiory Hintikki

Uwaga – Przypomnienie: Zbiory MNSP czy zbiory relatywnie
maksymalne sa̧ nasycone ze wzglȩdu na sta le logiczne, tj spe lniaja̧
nastȩpuja̧ce warunki:

1 ¬ϕ ∈ Γ wtw ϕ /∈ Γ

2 ϕ ∧ ψ ∈ Γ wtw ϕ ∈ Γ i ψ ∈ Γ

3 ϕ ∨ ψ ∈ Γ wtw ϕ ∈ Γ lub ψ ∈ Γ

4 ϕ→ ψ ∈ Γ wtw ϕ /∈ Γ lub ψ ∈ Γ

Ze wzglȩdu na dowód twierdzenia o pe lności sa̧ to konstrukcje
bardzo silne. Hintikka pokaza l, że wystarczy konstrukcja s labsza –
zbiór nasycony w dó l (downward saturated).
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zbiór nasycony w dó l (downward saturated).

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



KRZ – PE LNOŚĆ
MAKSYMALNA NIESPRZECZNOŚĆ
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Zbiory Hintikki spe lniaja̧ nastȩpuja̧ce warunki:

1 jeżeli ϕ ∈ Γ, to ¬ϕ /∈ Γ

2 jeżeli ¬¬ϕ ∈ Γ, to ϕ ∈ Γ

3 jeżeli ϕ ∧ ψ ∈ Γ, to ϕ ∈ Γ i ψ ∈ Γ

4 jeżeli ¬(ϕ ∧ ψ) ∈ Γ, to ¬ϕ ∈ Γ lub ¬ψ ∈ Γ
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8 jeżeli ¬(ϕ→ ψ) ∈ Γ, to ϕ ∈ Γ i ¬ψ ∈ Γ
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1 jeżeli ϕ ∈ Γ, to ¬ϕ /∈ Γ
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ADEKWATNOŚĆ
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOŚĆ
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3 jeżeli ϕ ∧ ψ ∈ Γ, to ϕ ∈ Γ i ψ ∈ Γ
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ADEKWATNOŚĆ
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KRZ – PE LNOŚĆ
MAKSYMALNA NIESPRZECZNOŚĆ
ADEKWATNOŚĆ

Konstrukcja Hintikki

Zbiory Hintikki – uwagi:

Uwaga1: W przeciwieństwie do zbiorów nasyconych, zbiory
Hintikki moga̧ być skończone, dziȩki czemu można je wykorzystać
do konstruktywnych dowodów pe lności (i zarazem rozstrzygalności)
np. dla systemów tablicowych.
Uwaga2: Dowolny zbiór niesprzeczny można poszerzyć do zbioru
Hintikki na co najmniej 3 sposoby:

1 za pomoca̧ konstrukcji Lindenbauma (przez maksymalizacjȩ)

2 za pomoca̧ bezpośredniej konstrukcji zbioru Hintikki

3 za pomoca̧ rozga lȩzionej konstrukcji zbioru Hintikki

Zadanie: Dowiedź, że zbiór formu l na otwartej ga lȩzi diagramu
Betha, na której zastosowano wszystkie możliwe regu ly jest
zbiorem Hintikki.
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOŚĆ
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Konstrukcja Hintikki

Zbiory Hintikki – uwagi:
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2 za pomoca̧ bezpośredniej konstrukcji zbioru Hintikki
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2 za pomoca̧ bezpośredniej konstrukcji zbioru Hintikki
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zbiorem Hintikki.

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



KRZ – PE LNOŚĆ
MAKSYMALNA NIESPRZECZNOŚĆ
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Konstrukcja Hintikki

Zbiory Hintikki – uwagi:
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do konstruktywnych dowodów pe lności (i zarazem rozstrzygalności)
np. dla systemów tablicowych.
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KRZ – PE LNOŚĆ
MAKSYMALNA NIESPRZECZNOŚĆ
ADEKWATNOŚĆ

Semantyka KRZ

Pojȩcie modelu dla KRZ:

Niech V bȩdzie funkcja̧ waluacji (wartościowania) dla zmiennych,
tj. V : ZZ −→ {1, 0}. Wyznacza ona jednoznacznie strukturȩ
interpretacyjna̧ (model) dla FOR w nastȩpuja̧cy sposób:
M � ϕ wtw V (ϕ) = 1

dla dowolnej ϕ ∈ ZZ
M � ¬ϕ wtw M 2 ϕ
M � ϕ ∧ ψ wtw M � ϕ i M � ψ
M � ϕ ∨ ψ wtw M � ϕ lub M � ψ
M � ϕ→ ψ wtw M 2 ϕ lub M � ψ
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Semantyka KRZ

Ważne pojȩcia semantyczne:

Dla zbiorów formu l zapis M � Γ oznacza, że M � ψ dla ∀ψ∈Γ.

M 2 ϕ oznacza fa lszywość formu ly ϕ w danym modelu;
M 2 Γ oznacza fa lszywość co najmniej jednego elementu Γ w
tym modelu.

ϕ (Γ) jest spe lnialna w modelu M wtw, M � ϕ(M � Γ).

ϕ (Γ) jest spe lnialna (spójna, semantycznie niesprzeczna)
wtw, istnieje model, w którym jest spe lnialna.

ϕ (Γ) jest sfalsyfikowana w modelu M wtw, M 2 ϕ(M 2 Γ)
inaczej: M falsyfikuje ϕ (Γ)).

ϕ (Γ) jest sfalsyfikowana wtw, istnieje model, w którym jest
sfalsyfikowana.

ϕ (Γ) jest niespe lnialna (niespójna, semantycznie sprzeczna)
wtw, nie istnieje model, w którym jest spe lnialna.
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sfalsyfikowana.

ϕ (Γ) jest niespe lnialna (niespójna, semantycznie sprzeczna)
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M 2 ϕ oznacza fa lszywość formu ly ϕ w danym modelu;
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sfalsyfikowana.

ϕ (Γ) jest niespe lnialna (niespójna, semantycznie sprzeczna)
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KRZ – PE LNOŚĆ
MAKSYMALNA NIESPRZECZNOŚĆ
ADEKWATNOŚĆ

Semantyka KRZ

Tautologiczność i wynikanie

|= ϕ wtw , ∀M,M � ϕ

Γ |= ϕ wtw , ∀M,M � Γ implikuje M � ϕ

Uwaga: 6|= ϕ oznacza formu lȩ nietautologiczna̧
Fakt5. 6|= ϕ wtw ϕ jest falsyfikowalna, wtw ¬ϕ jest spe lnialna.
Fakt6. Γ |= ϕ wtw Γ ∪ {¬ϕ} jest niespe lnialna.

Zadanie: udowodnij dla |= odpowiedniki w lasności `, a dla
(nie)spe lnialności odpowiedniki w lasności dla (nie)sprzeczności.
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|= ϕ wtw , ∀M,M � ϕ

Γ |= ϕ wtw , ∀M,M � Γ implikuje M � ϕ

Uwaga: 6|= ϕ oznacza formu lȩ nietautologiczna̧
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KRZ – PE LNOŚĆ
MAKSYMALNA NIESPRZECZNOŚĆ
ADEKWATNOŚĆ

Semantyka KRZ

Tautologiczność i wynikanie

Regu ly inferencji można kwalifikować również semantycznie
Analogicznie jak w przypadku regu l wtórnych wyróżniamy dwa
typy:

regu ly normalne: ψ1, ..., ψn/ϕ wtw ψ1, ..., ψn |= ϕ

regu ly niezawodne: ψ1, ..., ψn/ϕ wtw jeżeli |= ψ1, ..., |= ψn, to
|= ϕ

Zachodzi nastȩpuja̧ce twierdzenie:
Każda regu la normalna jest niezawodna
Przyk ladem regu ly niezawodnej, która nie jest wtórna może być
regu la podstawiania.
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Każda regu la normalna jest niezawodna
Przyk ladem regu ly niezawodnej, która nie jest wtórna może być
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Każda regu la normalna jest niezawodna
Przyk ladem regu ly niezawodnej, która nie jest wtórna może być
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typy:

regu ly normalne: ψ1, ..., ψn/ϕ wtw ψ1, ..., ψn |= ϕ

regu ly niezawodne: ψ1, ..., ψn/ϕ wtw jeżeli |= ψ1, ..., |= ψn, to
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KRZ – PE LNOŚĆ
MAKSYMALNA NIESPRZECZNOŚĆ
ADEKWATNOŚĆ

Pe lność H-KRZ

Adekwatność H-KRZ

Ustalamy adekwatność danego systemu dedukcyjnego (w tym
wypadku systemu aksjomatycznego) wzglȩdem danej semantyki.
Adekwatność s laba: ` ϕ wtw |= ϕ
Adekwatność mocna: Γ ` ϕ wtw Γ |= ϕ
Uwaga1: oczywíscie dopuszczamy nieskończone Γ; inaczej by lyby
to twierdzenia równoważne (dlaczego?)
Uwaga2: niektóre metody dowodu tego twierdzenia (np. metoda
Posta) pozwalaja̧ tylko na dowód s labej postaci – dalej skupimy siȩ
na dowodzie postaci mocnej.

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



KRZ – PE LNOŚĆ
MAKSYMALNA NIESPRZECZNOŚĆ
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Pe lność H-KRZ
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Uwaga2: niektóre metody dowodu tego twierdzenia (np. metoda
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Adekwatność H-KRZ

Twierdzenie o adekwatności rozpada siȩ na dwie sk ladowe:

Tw. o przystosowaniu (zgodności, soundness):
Jeżeli Γ ` ϕ, to Γ |= ϕ.
Tw. o pe lności (completeness): Jeżeli Γ |= ϕ, to Γ ` ϕ.
Dowód Tw. o przystosowaniu jest prosty dla systemów
aksjomatycznych, natomiast w przypadku Tw. o pe lności istnieja̧
różne, czasem dość z lożone strategie.
Uwaga: Dlaczego  latwiej dowieść Tw. o przystosowaniu? Bo zbiór
tez jest zdefiniowany induktywnie, a zbiór tautologii nie (i
analogicznie dla ` i |=).
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOŚĆ
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Dowód Tw. o przystosowaniu jest prosty dla systemów
aksjomatycznych, natomiast w przypadku Tw. o pe lności istnieja̧
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Pe lność H-KRZ

Twierdzenie o przystosowaniu – dowód:

Wstȩpnie należy wykazać:
Lemat1: Każdy aksjomat jest tautologia̧
Lemat2: Każda regu la pierwotna jest regu la̧ niezawodna̧
Dowody jako zadania domowe.
Dowód Tw. o przystosowaniu przez indukcjȩ po d lugości dowodu
Γ ` ϕ.
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ADEKWATNOŚĆ
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Dowód Tw. o przystosowaniu przez indukcjȩ po d lugości dowodu
Γ ` ϕ.
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Twierdzenie o przystosowaniu – dowód:
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KRZ – PE LNOŚĆ
MAKSYMALNA NIESPRZECZNOŚĆ
ADEKWATNOŚĆ

Pe lność H-KRZ

Twierdzenie o pe lności

Mocna postać:
(a) Jeżeli Γ |= ϕ, to Γ ` ϕ.
jest zazwyczaj formu lowana nastȩpuja̧co:
(b) Każdy zbiór niesprzeczny jest spe lnialny (ma model).
Dowód równoważności:
(a) =⇒ (b): Za lóżmy, że Γ jest niesprzeczna, czyli Γ 0 ⊥. Wtedy
dla pewnego ϕ ∈ Γ, Γ− {ϕ} 0 ¬ϕ, co przez (a) daje
Γ− {ϕ} 6|= ¬ϕ. Wtedy, przez Fakt5 mamy, że Γ jest spe lnialna.
(b) =⇒ (a): Za lóżmy, że Γ |= ϕ, przez Fakt5 mamy, że Γ ∪ {¬ϕ}
jest niespe lniana, a zatem, przez (b) i sprzeczna. Ale wtedy Γ ` ϕ
przez Lemat3.
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ADEKWATNOŚĆ
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(a) =⇒ (b): Za lóżmy, że Γ jest niesprzeczna, czyli Γ 0 ⊥. Wtedy
dla pewnego ϕ ∈ Γ, Γ− {ϕ} 0 ¬ϕ, co przez (a) daje
Γ− {ϕ} 6|= ¬ϕ. Wtedy, przez Fakt5 mamy, że Γ jest spe lnialna.
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(a) =⇒ (b): Za lóżmy, że Γ jest niesprzeczna, czyli Γ 0 ⊥. Wtedy
dla pewnego ϕ ∈ Γ, Γ− {ϕ} 0 ¬ϕ, co przez (a) daje
Γ− {ϕ} 6|= ¬ϕ. Wtedy, przez Fakt5 mamy, że Γ jest spe lnialna.
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KRZ – PE LNOŚĆ
MAKSYMALNA NIESPRZECZNOŚĆ
ADEKWATNOŚĆ

Pe lność H-KRZ

Dowody twierdzenia o pe lności – uwagi ogólne:

Znane dowody można podzielić na konstruktywne i
niekonstruktywne, oraz analityczne i nieanalityczne:

konstruktywne pokazuja̧ jak skonstruować dowód dla
konkretnego przypadku wynikania (tautologii) – np. Post,
Kalmar

niekonstruktywne wykazuja̧ ogólnie, że taki dowód w każdym
wypadku istnieje, ale nie pokazuja̧ jak go skonstruować – np.
Gödel, Henkin, Asser

analityczne pozwalaja̧ w przypadku logik rozstrzygalnych na
skonstruowanie skończonego modelu dla zbioru niesprzecznego
– np. Hintikka

nieanalityczne prowadza̧ do konstrukcji modeli nieskończonych
– np. Gödel, Asser
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wypadku istnieje, ale nie pokazuja̧ jak go skonstruować – np.
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konkretnego przypadku wynikania (tautologii) – np. Post,
Kalmar

niekonstruktywne wykazuja̧ ogólnie, że taki dowód w każdym
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KRZ – PE LNOŚĆ
MAKSYMALNA NIESPRZECZNOŚĆ
ADEKWATNOŚĆ

Pe lność H-KRZ

Historia dowodów twierdzeń o pe lności

Pierwszy dowód dla KRZ – E. Post lata 20-te

Inne dowody dla KRZ: Kalmar,  Lukasiewicz, Wajsberg

Pierwszy dowód dla KRK – K. Gödel lata 30-te

Najpopularniejsza metoda oparta na Lemacie Lindenbauma –
L. Henkin lata 40-te

Inne dowody dla KRK: Malcew, Asser, Beth, Reichbach

Konstruktywny i analityczny dowód dla KRK – J. Hintikka
lata 50-te
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Historia dowodów twierdzeń o pe lności
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lata 50-te

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



KRZ – PE LNOŚĆ
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Pe lność H-KRZ

Dowód twierdzenia o pe lności:

Udowodnimy wersjȩ (b):
Każdy zbiór niesprzeczny jest spe lnialny (ma model).
Ponieważ z Lematu Lindenbauma wynika, że każdy zbiór
niesprzeczny zawiera siȩ w jakimś zbiorze MNSP, wiȩc wystarczy
wykazać, że każdy zbiór MNSP ma model.
Lemat Prawdziwościowy L: Dla dowolnego zbioru MNSP Γ istnieje
model MΓ taki, że:

ϕ ∈ Γ wtw MΓ � ϕ
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Pe lność H-KRZ

Dowód twierdzenia o pe lności:

Zdefiniujmy wartościowanie VΓ dla zmiennych zdaniowych.

VΓ(ϕ) :=

{
1 jeżeliϕ ∈ Γ

0 jeżeliϕ /∈ Γ

Dowodzimy przez indukcjȩ strukturalna̧ po kszta lcie formu l, że
model wyznaczony przez VΓ spe lnia podana̧ wyżej równoważność
tj.

ϕ ∈ Γ wtw MΓ � ϕ
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model wyznaczony przez VΓ spe lnia podana̧ wyżej równoważność
tj.

ϕ ∈ Γ wtw MΓ � ϕ
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Pe lność H-KRZ

Dowód twierdzenia o pe lności:

1. baza oczywista z definicji VΓ:
ϕ ∈ Γ wtw VΓ(ϕ) = 1 wtw MΓ � ϕ
Dla dowodu kroku indukcyjnego zak ladamy, że każda formu la
krótsza od ϕ spe lnia dowodzona̧ równoważność i wykazujemy ja̧
dla ϕ:
2. ϕ := ¬ψ:
¬ψ ∈ Γ wtw ψ /∈ Γ Lemat5, w.4

wtw MΓ 2 ψ z za l. ind.
wtw MΓ � ¬ψ z def. �.
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Dowód twierdzenia o pe lności:

3. ϕ := ψ ∧ χ:
ψ ∧ χ ∈ Γ wtw ψ ∈ Γ i χ ∈ Γ Lemat5, w.6

wtw MΓ � ψ i MΓ � χ z za l. ind.
wtw MΓ � ψ ∧ χ z def. � .

Zadanie: Udowodnij przypadki 4. i 5. korzystaja̧c z Lematu5.
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Dowód twierdzenia o pe lności metoda̧ Assera:

Dowód Metoda̧ Assera przebiega analogicznie. Należy wykazać:
Lemat Prawdziwościowy A: Każdy zbiór relatywnie maksymalny
ma model
Dowód analogicznie jak wyżej, przy wykorzystaniu faktu, że zbiory
relatywnie maksymalne sa̧ nasycone.
Dowód Twierdzenia o Pe lności:

Γ 0 ϕ za lożenie
=⇒ istnieje relatywnie maksymalna ∆ ⊇ Γ Tw. Assera
=⇒ istnieje M∆ Lemat Praw. A
=⇒ M∆ � Γ bo Γ ⊆ ∆
=⇒ M∆ 2 ϕ bo ϕ /∈ ∆
⇐⇒ Γ 6|= ϕ
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=⇒ istnieje relatywnie maksymalna ∆ ⊇ Γ Tw. Assera

=⇒ istnieje M∆ Lemat Praw. A
=⇒ M∆ � Γ bo Γ ⊆ ∆
=⇒ M∆ 2 ϕ bo ϕ /∈ ∆
⇐⇒ Γ 6|= ϕ

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



KRZ – PE LNOŚĆ
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOŚĆ
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Dowód Metoda̧ Assera przebiega analogicznie. Należy wykazać:
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Dowód przez W lasności Niesprzeczności

Dowód ta̧ metoda̧ też przebiega analogicznie do poprzednich.
Należy wykazać:

Lemat Prawdziwościowy C: Jeżeli Γ należy do finitarnego CON, to
jest spe lnialna.

Dowód analogicznie jak wyżej, przy wykorzystaniu twierdzenia 3
g losza̧cego, że dla dowolnego elementu Γ z finitarnego CON
istnieje ∆ ∈ CON, która jest maksymalna (= ma model).
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Dowód przez W lasności Niesprzeczności

Dowód Twierdzenia o Pe lności:

Γ 0 ϕ za lożenie
⇐⇒ Γ ∈ ϕ− HNSP z def. ϕ− HNSP
=⇒ Γ ∪ {¬ϕ} ∈ ϕ− HNSP Fakt4
=⇒ ϕ− HNSP jest finitarnym CON Tw.5
=⇒ istnieje M spe lniaja̧cy Γ ∪ {¬ϕ} Lemat Praw. C
=⇒ M � Γ
=⇒ M 2 ϕ
⇐⇒ Γ 6|= ϕ

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



KRZ – PE LNOŚĆ
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Dowód Twierdzenia o Pe lności:

Γ 0 ϕ za lożenie
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Dowód przez W lasności Niesprzeczności
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Pe lność H-KRZ

Dowód przez zbiory Hintikki

Lemat Prawdziwościowy H: Dla dowolnego zbioru Hintikki Γ
istnieje model MΓ taki, że:

jeżeli ϕ ∈ Γ, to MΓ � ϕ

jeżeli ¬ϕ ∈ Γ, to MΓ 2 ϕ

Dowód: Wartościowanie VΓ dla zmiennych zdaniowych definiujemy
tak jak w dowodzie Lematu Praw. L, tj.

VΓ(ϕ) :=

{
1 jeżeli ϕ ∈ Γ

0 jeżeli ϕ /∈ Γ
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ADEKWATNOŚĆ
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Dowód przez zbiory Hintikki

Lematu dowodzimy przez indukcjȩ po d lugości formu l; osobno dla
formu l niezanegowanych i zanegowanych.

1. baza – ϕ jest zmienna̧:

ϕ ∈ Γ =⇒ VΓ(ϕ) = 1 z def. VΓ

⇐⇒ MΓ � ϕ z def. �.

¬ϕ ∈ Γ =⇒ ϕ /∈ Γ z def. zb. Hintikki w1.
=⇒ VΓ(ϕ) = 0 z def. VΓ

⇐⇒ MΓ 2 ϕ z def. �.
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Pe lność H-KRZ
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOŚĆ
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Lematu dowodzimy przez indukcjȩ po d lugości formu l; osobno dla
formu l niezanegowanych i zanegowanych.
1. baza – ϕ jest zmienna̧:

ϕ ∈ Γ =⇒ VΓ(ϕ) = 1 z def. VΓ

⇐⇒ MΓ � ϕ z def. �.

¬ϕ ∈ Γ =⇒ ϕ /∈ Γ z def. zb. Hintikki w1.
=⇒ VΓ(ϕ) = 0 z def. VΓ

⇐⇒ MΓ 2 ϕ z def. �.

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



KRZ – PE LNOŚĆ
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Dowód przez zbiory Hintikki

Dla dowodu kroku indukcyjnego zak ladamy, że każda formu la
krótsza od ϕ spe lnia dowodzona̧ implikacjȩ (1 lub 2) i wykazujemy
ja̧ dla ϕ:

1. ϕ := ¬¬ψ:

¬¬ψ ∈ Γ =⇒ ψ ∈ Γ z def. zb. Hintikki w2.
=⇒ MΓ � ψ z za l. ind.
⇐⇒ MΓ 2 ¬ψ z def. �.

2. ϕ := ψ ∧ χ:

ψ ∧ χ ∈ Γ =⇒ ψ ∈ Γ i χ ∈ Γ z def. zb. Hintikki w3.
=⇒ MΓ � ψ i MΓ � χ z za l. ind.
⇐⇒ MΓ � ψ ∧ χ z def. � .
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Dowód przez zbiory Hintikki

Dla dowodu kroku indukcyjnego zak ladamy, że każda formu la
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Dowód przez zbiory Hintikki

3. ϕ := ¬(ψ ∧ χ):

¬(ψ ∧ χ) ∈ Γ =⇒ ¬ψ ∈ Γ lub ¬χ ∈ Γ z def. zb.
Hintikki w4.

=⇒ MΓ 2 ψ lub MΓ 2 χ z za l. ind.
⇐⇒ nieprawda, że (MΓ � ψ i MΓ � χ DeM
⇐⇒ MΓ 2 ψ ∧ χ z def. � .

Zadanie: Udowodnij pozosta le przypadki.

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



KRZ – PE LNOŚĆ
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOŚĆ
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOŚĆ
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Dowód przez zbiory Hintikki

Dowód Twierdzenia o Pe lności:

Γ 0 ϕ za lożenie
⇐⇒ Γ ∪ {¬ϕ} jest niesprzeczna Lemat3
=⇒ istnieje zb. Hintikki ∆ ⊇ Γ ∪ {¬ϕ} Tw. Hintikki
=⇒ istnieje M∆ Lemat Praw. H
=⇒ M∆ � Γ bo Γ ⊆ ∆
=⇒ M∆ 2 ϕ bo ¬ϕ /∈ ∆
⇐⇒ Γ 6|= ϕ
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Dowód Twierdzenia o Pe lności:

Γ 0 ϕ za lożenie
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KRZ – PE LNOŚĆ
MAKSYMALNA NIESPRZECZNOŚĆ
ADEKWATNOŚĆ

Zupe lność H-KRZ

Pojȩcie zupe lności

Rozważmy dowolny system aksjomatyczny H = (Aks,R), niech:

ADM(H) oznacza zbiór jego regu l dopuszczalnych;

DER(H) oznacza zbiór jego regu l wyprowadzalnych;

STR oznacza zbiór regu l strukturalnych (domkniȩtych na
podstawianie).

Przypomnijmy, że H może wystȩpować w wersji podstawieniowej
(skończona ilość aksjomatów + regu la podstawiania) lub
inwariantnej (schematy aksjomatów).
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ADEKWATNOŚĆ
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podstawianie).

Przypomnijmy, że H może wystȩpować w wersji podstawieniowej
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KRZ – PE LNOŚĆ
MAKSYMALNA NIESPRZECZNOŚĆ
ADEKWATNOŚĆ

Zupe lność H-KRZ

Pojȩcie zupe lności

H jest:

1 dedukcyjnie zupe lny wtw ∀ϕ,`H ϕ lub `H ¬ϕ
2 Post-zupe lny wtw ∀ϕ jeżeli 0H ϕ, to ϕ `H ⊥
3 strukturalnie zupe lny wtw ADM(H) ∩ STR ⊆ DER(H)

Post-zupe lność można alternatywnie wyrazić nastȩpuja̧co:

H jest Post-zupe lny wtw ADM(H) ⊆ DER(H)

Fakt: Jeżeli H jest Post-zupe lny, to jest strukturalnie zupe lny.

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



KRZ – PE LNOŚĆ
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H jest Post-zupe lny wtw ADM(H) ⊆ DER(H)
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Pojȩcie zupe lności

H jest:

1 dedukcyjnie zupe lny wtw ∀ϕ,`H ϕ lub `H ¬ϕ
2 Post-zupe lny wtw ∀ϕ jeżeli 0H ϕ, to ϕ `H ⊥
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3 strukturalnie zupe lny wtw ADM(H) ∩ STR ⊆ DER(H)
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KRZ – PE LNOŚĆ
MAKSYMALNA NIESPRZECZNOŚĆ
ADEKWATNOŚĆ

Zupe lność H-KRZ

Pojȩcie zupe lności

Twierdzenie o zupe lności dla aksjomatycznych formalizacji KRZ

1 żadna formalizacja KRZ nie jest dedukcyjnie zupe lna

2 H-KRZ w wersji podstawieniowej jest Post-zupe lny (i
strukturalnie zupe lny)

3 H-KRZ w wersji inwariantnej nie jest Post-zupe lny ale jest
strukturalnie zupe lny
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1 żadna formalizacja KRZ nie jest dedukcyjnie zupe lna

2 H-KRZ w wersji podstawieniowej jest Post-zupe lny (i
strukturalnie zupe lny)

3 H-KRZ w wersji inwariantnej nie jest Post-zupe lny ale jest
strukturalnie zupe lny

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



KRZ – PE LNOŚĆ
MAKSYMALNA NIESPRZECZNOŚĆ
ADEKWATNOŚĆ

Interpolacja

Twierdzenie Craiga o interpolacji

Jeżeli |= ϕ→ ψ i ZZ (ϕ) ∩ ZZ (ψ) 6= ∅, to istnieje χ takie, że:

ZZ (χ) ⊆ ZZ (ϕ) ∩ ZZ (ψ)

|= ϕ→ χ

|= χ→ ψ
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KRZ – PE LNOŚĆ
MAKSYMALNA NIESPRZECZNOŚĆ
ADEKWATNOŚĆ

Interpolacja

Twierdzenie Craiga o interpolacji

Uwaga1: jeżeli w jȩzyku dopuścimy sta la̧ ⊥ to za lożenie
ZZ (ϕ) ∩ ZZ (ψ) 6= ∅ można pomina̧ć.

Uwaga2: χ jest czȩsto określane jako formu la interpolacyjna (lub
krótko interpolant). Wtedy Tw. Craiga można krótko wys lowić:
Jeżeli implikacja jest tautologia̧, to ma interpolant.

Skończony zbiór Γ jest C-niesprzeczny wtw istnieje podzia l Γ na Γ1,
Γ2 (tj. Γ1 ∪ Γ2 = Γ i Γ1 ∩ Γ2 = ∅) taki, że ∧Γ1 → ¬(∧Γ2) nie ma
interpolanta.

Twierdzenie o C-niesprzeczności: Rodzina wszystkich
C-niesprzecznych zbiorów jest finitarna̧ CON
Dowód we w lasnym zakresie.
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ADEKWATNOŚĆ
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Jeżeli implikacja jest tautologia̧, to ma interpolant.
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MAKSYMALNA NIESPRZECZNOŚĆ
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krótko interpolant). Wtedy Tw. Craiga można krótko wys lowić:
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krótko interpolant). Wtedy Tw. Craiga można krótko wys lowić:
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Skończony zbiór Γ jest C-niesprzeczny wtw istnieje podzia l Γ na Γ1,
Γ2 (tj. Γ1 ∪ Γ2 = Γ i Γ1 ∩ Γ2 = ∅) taki, że ∧Γ1 → ¬(∧Γ2) nie ma
interpolanta.

Twierdzenie o C-niesprzeczności: Rodzina wszystkich
C-niesprzecznych zbiorów jest finitarna̧ CON
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Skończony zbiór Γ jest C-niesprzeczny wtw istnieje podzia l Γ na Γ1,
Γ2 (tj. Γ1 ∪ Γ2 = Γ i Γ1 ∩ Γ2 = ∅) taki, że ∧Γ1 → ¬(∧Γ2) nie ma
interpolanta.

Twierdzenie o C-niesprzeczności: Rodzina wszystkich
C-niesprzecznych zbiorów jest finitarna̧ CON
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Interpolacja

Twierdzenie Craiga o interpolacji

Dowód Tw. Craiga (przez kontrapozycjȩ):

Za lóżmy, że ϕ→ ψ nie ma interpolanta, wykażemy, że nie jest
tautologia̧.
Niech Γ = {ϕ,¬ψ}, Γ1 = {ϕ} a Γ2 = {¬ψ}. Skoro ϕ→ ψ nie ma
interpolanta, to i ϕ→ ¬¬ψ nie ma interpolanta. Zatem Γ jest
C-niesprzeczna, wiȩc ma model (jako element finitarnego CON),
co oznacza, że 6|= ϕ→ ψ.

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA
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Za lóżmy, że ϕ→ ψ nie ma interpolanta, wykażemy, że nie jest
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