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RACHUNEK SEKWENTOW
Rachunek LK Gentzena

Definicja sekwentu w sensie Gentzena:
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RACHUNEK SEKWENTOW
Rachunek LK Gentzena

Definicja sekwentu w sensie Gentzena:

Para uporzadkowana skoriczonych ciagéw (list) formut
rozdzielonych symbolem =.

zapisywany tak:

©1y -y Ok = V1, ..y ¥n, 2 k > 0,0 > 0.

lub tak:
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RACHUNEK SEKWENTOW
Rachunek LK Gentzena

Definicja sekwentu w sensie Gentzena:

Para uporzadkowana skoriczonych ciagéw (list) formut
rozdzielonych symbolem =.

zapisywany tak:

Py ey Ok = Y1, .00, 2k >0,n > 0.

lub tak:

M= A

I to poprzednik, a A to nastepnik sekwentu.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Rachunek LK Gentzena

Definicja sekwentu w sensie Gentzena:

Para uporzadkowana skoriczonych ciagéw (list) formut
rozdzielonych symbolem =.

zapisywany tak:

Py ey Ok = Y1, .00, 2k >0,n > 0.

lub tak:

M= A

I to poprzednik, a A to nastepnik sekwentu.

Sekwenty, ktére zawieraja tylko zmienne zdaniowe bedziemy
nazywali sekwentami atomowymi.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Rachunek LK Gentzena

Definicja sekwentu w sensie Gentzena:

Para uporzadkowana skoriczonych ciagéw (list) formut
rozdzielonych symbolem =.

zapisywany tak:

Py ey Ok = Y1, .00, 2k >0,n > 0.

lub tak:

M= A

I to poprzednik, a A to nastepnik sekwentu.

Sekwenty, ktére zawieraja tylko zmienne zdaniowe bedziemy
nazywali sekwentami atomowymi.

Uwagal: Zaréwno poprzednik, jak i nastepnik sekwentu moga by¢
ciagami pustymi.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Rachunek LK Gentzena

Definicja sekwentu w sensie Gentzena:

Para uporzadkowana skoriczonych ciagéw (list) formut
rozdzielonych symbolem =.

zapisywany tak:

Py ey Ok = Y1, .00, 2k >0,n > 0.

lub tak:

M= A

I to poprzednik, a A to nastepnik sekwentu.

Sekwenty, ktére zawieraja tylko zmienne zdaniowe bedziemy
nazywali sekwentami atomowymi.

Uwagal: Zaréwno poprzednik, jak i nastepnik sekwentu moga by¢
ciagami pustymi.

Uwaga2: W wielu wariantach RS zamiast ciagdw uzywa sie
multizbioréw lub zbioréw.
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RACHUNEK SEKWENTOW

RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

LK Gentzena (1934) — reguty strukturalne
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RACHUNEK SEKWENTOW

RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

LK Gentzena (1934) — reguty strukturalne

(AX) p=¢

(Cot) =Ry

(W=) 57575 =W A
(=) 524 (0 TR
(P=) E5TEE (=P) SR
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RACHUNEK SEKWENTOW

RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

LK Gentzena (1934) — reguty strukturalne

(AX) p=¢

(Cot) =Ry

(W=) 57575 =W A
(=) 524 (0 TR
(P=) E5TEE (=P) SR

Uwaga: nazwy regut: W — weakening, C — contraction, P —
permutation.
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RACHUNEK SEKWENTOW

RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

LK Gentzena (1934) — reguty logiczne
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RACHUNEK SEKWENTOW

RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

LK Gentzena (1934) — reguty logiczne

(=) =k () BT

(A=) ﬁ% (A=) M%AA
N Pt (o) B S
(=V) %@% (=V) %
(==) rj—ﬁbfo r nqiill?zz (=) —rirzg?i:ﬁw
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RACHUNEK SEKWENTOW

Rachunek LK Gentzena — reguty:

Przyktady zastosowania regut:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Rachunek LK Gentzena — reguty:

Przyktady zastosowania regut:

PAG,q = r= —q,p—r PAG,q —r= —q,7s

PAG,q—r=—q,(p—=r)A-s
daje nam przyktad zastosowania (= A),

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



RACHUNEK SEKWENTOW

Rachunek LK Gentzena — reguty:

Przyktady zastosowania regut:
PANQG,q—r= —q,p—r PAQ,q—r= —q,—s
PAG,q—r=-q,(p—>r)A-s

daje nam przyktad zastosowania (= A),

natomiast:
pAG,q—r=-q,p—r,or  pVagq—r,gqAr=-(pVr),bs

-r—=pVqgpAqq—r,gq—r,gANr=-q,p—r,o(pVr),-s
daje przyktad zastosowania (—=).

y
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RACHUNEK SEKWENTOW

Rachunek LK Gentzena — dowody:

Dowdd sekwentu
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RACHUNEK SEKWENTOW

Rachunek LK Gentzena — dowody:

Dowdd sekwentu

© Kazde jednoelementowe drzewo, ktérego wezet jest
sekwentem aksjomatycznym S jest dowodem sekwentu S.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Rachunek LK Gentzena — dowody:

Dowdd sekwentu

© Kazde jednoelementowe drzewo, ktérego wezet jest
sekwentem aksjomatycznym S jest dowodem sekwentu S.

@ Jezeli D jest dowodem sekwentu S, to drzewo uzyskane przez
dopisanie sekwentu S’ ponizej sekwentu S jest dowodem
sekwentu S’, pod warunkiem, ze S jest podstawieniem
przestanki a S’ jest podstawieniem wniosku jednej z regut
jednoprzestankowych.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Rachunek LK Gentzena — dowody:

Dowdd sekwentu

© Kazde jednoelementowe drzewo, ktérego wezet jest
sekwentem aksjomatycznym S jest dowodem sekwentu S.

@ Jezeli D jest dowodem sekwentu S, to drzewo uzyskane przez
dopisanie sekwentu S’ ponizej sekwentu S jest dowodem
sekwentu S’, pod warunkiem, ze S jest podstawieniem
przestanki a S’ jest podstawieniem wniosku jednej z regut
jednoprzestankowych.

© Jezeli D jest dowodem sekwentu S a D’ jest dowodem S’, to
drzewo uzyskane przez dopisanie sekwentu S” ponizej
sekwentéw S i S’ jest dowodem sekwentu S”, pod warunkiem,
ze S jest podstawieniem lewej przestanki, S’ jest
podstawieniem prawej przestanki, a S” jest podstawieniem
whniosku jednej z regut dwuprzestankowych.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Rachunek LK Gentzena — dowody:

Dowdd sekwentu

© Kazde jednoelementowe drzewo, ktérego wezet jest
sekwentem aksjomatycznym S jest dowodem sekwentu S.

@ Jezeli D jest dowodem sekwentu S, to drzewo uzyskane przez
dopisanie sekwentu S’ ponizej sekwentu S jest dowodem
sekwentu S’, pod warunkiem, ze S jest podstawieniem
przestanki a S’ jest podstawieniem wniosku jednej z regut
jednoprzestankowych.

© Jezeli D jest dowodem sekwentu S a D’ jest dowodem S’, to
drzewo uzyskane przez dopisanie sekwentu S” ponizej
sekwentéw S i S’ jest dowodem sekwentu S”, pod warunkiem,
ze S jest podstawieniem lewej przestanki, S’ jest
podstawieniem prawej przestanki, a S” jest podstawieniem
whniosku jednej z regut dwuprzestankowych.

@ Nic wiecej nie jest dowodem sekwentu w RS.

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



RACHUNEK SEKWENTOW
Rachunek LK Gentzena — dowody:

Dowdd sekwentu
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RACHUNEK SEKWENTOW
Rachunek LK Gentzena — dowody:

Dowdd sekwentu

To, ze sekwent ' = A ma dowdd bedziemy zaznacza¢ piszac
FI = A.
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RACHUNEK SEKWENTOW
Rachunek LK Gentzena — dowody:

Dowéd sekwentu
To, ze sekwent ' = A ma dowdd bedziemy zaznacza¢ piszac

FT = A.
W szczegdlnosci dowdd sekwentu = ¢, to dowdd tezy ¢.
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RACHUNEK SEKWENTOW
Rachunek LK Gentzena — dowody:

Dowdd sekwentu

To, ze sekwent ' = A ma dowdd bedziemy zaznacza¢ piszac
FI= A.

W szczegdlnosci dowdd sekwentu = ¢, to dowdd tezy ¢.
Uwaga: Podana definicja dowodu jest indukcyjna, co umozliwia
dowody przez indukcje po dtugosci dowodu.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Rachunek LK Gentzena — dowody:

Dowéd sekwentu — przyktad:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Rachunek LK Gentzena — dowody:

Dowdd sekwentu — przyktad:

p=p q=q
=) "F=qp=4 r=r
p=p G P gp=r (_>(;>):>)
p—(q—r),p,p—>qp=r (P =)
pp—=>(q—r),p—=qp=r (P =)
p:p—=(q—=r)p,p—q=r (P =)
p,p,p—(q—=r),p—>q=r (C =)
p,p—(q—=r)p—>q=r (=)
p—=(q@—=r),p—=qg=>p—r (P =)
p—=aqp—=(q@or)=>p—=r
(=—)
p—=(@=r)=>(pP—=q9) —=(pP—r)
(=—)
=pP—=@—=r)—=>(p—=>9q9) = (p—r)
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RACHUNEK SEKWENTOW

Rachunek LK Gentzena — dowody:

Dowéd sekwentu — przyktad z uproszczeniami:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Rachunek LK Gentzena — dowody:

Dowéd sekwentu — przyktad z uproszczeniami:

P=p 4=gq

=) "F=gp=4 r=r

p=p q—rnp—qp=r
p—(q—r),p,p—>qp=r

p—=>(q—r),p—>q=p—r

(==)
(==)

(=)

(=-)

p=(g—or)=pP—=2q) > (p—r) o

=pP—=(q@—=r)—=>(p—=q) —(p—r))

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



RACHUNEK SEKWENTOW

Rachunek LK Gentzena

Adekwatnos¢ LK-KRZ

Gentzen udowodnit adekwatno$¢ LK syntaktycznie wykazujac jego
réwnowazno$¢ z H-KRZ
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RACHUNEK SEKWENTOW

Rachunek LK Gentzena

Adekwatnos¢ LK-KRZ

Gentzen udowodnit adekwatno$¢ LK syntaktycznie wykazujac jego
réwnowazno$¢ z H-KRZ

Twierdzeniel: Fy @ wtw = ¢
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RACHUNEK SEKWENTOW

Rachunek LK Gentzena

Adekwatnos¢ LK-KRZ

Gentzen udowodnit adekwatno$¢ LK syntaktycznie wykazujac jego
réwnowaznos$¢ z H-KRZ

Twierdzeniel: Fy @ wtw = ¢

Udowodnimy jedna z implikacji sktadajacych sie na powyzsze
twierdzenie:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Rachunek LK Gentzena

Adekwatnos$¢ LK-KRZ

Gentzen udowodnit adekwatno$¢ LK syntaktycznie wykazujac jego
réwnowaznos$¢ z H-KRZ

Twierdzeniel: Fy @ wtw = ¢

Udowodnimy jedna z implikacji sktadajacych sie na powyzsze
twierdzenie:

Lemat2: Jezeli Fy ¢, to = ¢
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RACHUNEK SEKWENTOW

Rachunek LK Gentzena

Adekwatnos¢ LK-KRZ

Gentzen udowodnit adekwatno$¢ LK syntaktycznie wykazujac jego
réwnowaznos$¢ z H-KRZ

Twierdzeniel: Fy @ wtw = ¢

Udowodnimy jedna z implikacji sktadajacych sie na powyzsze
twierdzenie:

Lemat2: Jezeli Fy ¢, to = ¢

Dowéd lematu2 wymaga skonstruowania w LK schematdéw
dowoddw wszystkich aksjomatéw oraz wykazania, ze kazde
zastosowanie MP w dowodzie w H daje sie odtworzy¢ w LK.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Adekwatnos¢ LK-KRZ

Adekwatnos¢ LK-KRZ

Przypomnijmy inwariantna aksjomatyke KRZ z reguta MP jako
jedyna reguta inferencji:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Adekwatnos¢ LK-KRZ

Adekwatnos¢ LK-KRZ

Przypomnijmy inwariantna aksjomatyke KRZ z reguta MP jako
jedyna reguta inferencji:
Q v—(Y—y)
Q@ (p—=W—=x)—=p—=9)—=(p—x)
Q vAYp =0
Q oA =Y
Q@ v (Y= oNy)
Qp—pVy
Qb—pVy
@ (p—=x)= (¥ —=x) = (pVY—=X))
Q (—p— ) = (Y= )
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RACHUNEK SEKWENTOW

Adekwatnos¢ LK-KRZ

Schemat dowodu dla aksjomatu 8.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Adekwatnos¢ LK-KRZ

Schemat dowodu dla aksjomatu 8.

p=0 X=X Y=Y X=X

(W(::?) PN P =X V= X, = X (_(j)w
(v =) O, = X, = X=X VY= x> X=X
(=) PVYY XXX
(=) Yo x> x=eVY = x

e x=>@W—=>x) > (VY —x)
= (= x) = (= x) = (VY —x))

(=-)
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RACHUNEK SEKWENTOW

Adekwatnos¢ LK-KRZ

Schemat zastosowania MP w LK.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Adekwatnos¢ LK-KRZ

Schemat zastosowania MP w LK.

D, p =0 Y=
=@ =1
- (Cut)

gdzie D1 i Dy to symulacje (w LK) dowodéw w H obu tez
stanowiacych przestanki zastosowania MP.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Adekwatnos¢ LK-KRZ

Przektadalnosé sekwentdéw
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RACHUNEK SEKWENTOW

Adekwatnos¢ LK-KRZ

Przektadalnos¢ sekwentow

Aby udowodni¢ implikacje w druga strone musiat jednak Gentzen
dokonac jakiejs formy przektadu sekwentéw na ubozszy jezyk
aksjomatycznej formalizacji.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Adekwatnos¢ LK-KRZ

Przektadalnos¢ sekwentow

Aby udowodni¢ implikacje w druga strone musiat jednak Gentzen
dokonac jakiejs formy przektadu sekwentéw na ubozszy jezyk
aksjomatycznej formalizacji.

@ Dowolny sekwent o postaci ¢1, ..., 0; = Y1, ..., Yk Z
i > 0,k > 0 nalezy zinterpretowac jako formute postaci

P1A N =1V .V Y.

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



RACHUNEK SEKWENTOW

Adekwatnos¢ LK-KRZ

Przektadalnos¢ sekwentow

Aby udowodni¢ implikacje w druga strone musiat jednak Gentzen
dokonac jakiejs formy przektadu sekwentéw na ubozszy jezyk
aksjomatycznej formalizacji.

@ Dowolny sekwent o postaci ¢1, ..., 0; = Y1, ..., Yk Z
i > 0,k > 0 nalezy zinterpretowac jako formute postaci
P1A N =1V .V Y.

@ W przypadku i = 1 lub kK =1 mamy do czynienia ze
zredukowana (jednoelementowa) koniunkgcja lub alternatywa.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Adekwatnos¢ LK-KRZ

Przekfadalnos¢ sekwentéw

Aby udowodni¢ implikacje w druga strone musiat jednak Gentzen
dokonac jakiejs formy przektadu sekwentéw na ubozszy jezyk
aksjomatycznej formalizacji.

@ Dowolny sekwent o postaci ¢1, ..., 0; = Y1, ..., Yk Z
i > 0,k > 0 nalezy zinterpretowac jako formute postaci
P1A N =1V .V Y.

@ W przypadku i = 1 lub kK =1 mamy do czynienia ze
zredukowana (jednoelementowa) koniunkgcja lub alternatywa.

@ Pusty poprzednik sekwentu interpretujemy jako T natomiast
pusty nastepnik jako L.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Adekwatnos¢ LK-KRZ

Przyktady interpretacji sekwentdw:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Adekwatnos¢ LK-KRZ

Przyktady interpretacji sekwentdw:

@ = 1,..., ¢ interpretujemy jako T — 91 V ... V ¢k (lub —
prosciej — jako 11 V ... V k)
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RACHUNEK SEKWENTOW

Adekwatnos¢ LK-KRZ

Przyktady interpretacji sekwentdw:
@ = 1,..., ¢ interpretujemy jako T — 91 V ... V ¢k (lub —
prosciej — jako 11 V ... V k)

@ ©V1,....,0i = jako o1 A ... A i — L (lub — w mysl definicji
negacji — jako —(¢1 A ... A @j)).
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RACHUNEK SEKWENTOW

Adekwatnos¢ LK-KRZ

@ = 1,..., ¢ interpretujemy jako T — 91 V ... V ¢k (lub —
prosciej — jako 11 V ... V k)

@ ©V1,....,0i = jako o1 A ... A i — L (lub — w mysl definicji
negacji — jako =(p1 A ... A ;i)

@ Sekwent z pustym poprzednikiem i nastepnikiem oznacza po
prostu 1, gdyz T - L < -TV.IL+ 1LVI+ L.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Adekwatnos¢ LK-KRZ

Przyktady interpretacji sekwentdw:
@ = 1,..., ¢ interpretujemy jako T — 91 V ... V ¢k (lub —
prosciej — jako 11 V ... V k)
@ ©V1,....,0i = jako o1 A ... A i — L (lub — w mysl definicji
negacji — jako =(p1 A ... A ;i)
@ Sekwent z pustym poprzednikiem i nastepnikiem oznacza po
prostu 1, gdyz T - L < -TV.IL+ 1LVI+ L.

Dla wykazania, ze = ¢ implikuje 4 ¢ Gentzen udowodnit, ze
przektad kazdej reguty LK daje nam regute dowiedlna w systemie
aksjomatycznym. — dla chetnych.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Adekwatnos¢ LK-KRZ

Semantyczne przystosowanie:

Poszerzenie semantyki na sekwenty:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Adekwatnos¢ LK-KRZ

Semantyczne przystosowanie:

Poszerzenie semantyki na sekwenty:

Spetnianie:

M E T = A wtw przynajmniej jedna formuta w poprzedniku jest
fatszywa lub przynajmniej jedna w nastepniku jest prawdziwa.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Adekwatnos¢ LK-KRZ

Semantyczne przystosowanie:

Poszerzenie semantyki na sekwenty:

Spetnianie:

M E T = A wtw przynajmniej jedna formuta w poprzedniku jest
fatszywa lub przynajmniej jedna w nastepniku jest prawdziwa.
Falsyfikacja:

M E I = A wtw kazda formuta w poprzedniku jest prawdziwa a
kazda w nastepniku jest fatszywa.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Adekwatnos¢ LK-KRZ

Semantyczne przystosowanie:

Poszerzenie semantyki na sekwenty:

Spetnianie:

M E T = A wtw przynajmniej jedna formuta w poprzedniku jest
fatszywa lub przynajmniej jedna w nastepniku jest prawdziwa.
Falsyfikacja:

M E I = A wtw kazda formuta w poprzedniku jest prawdziwa a
kazda w nastepniku jest fatszywa.

Tautologicznosc:

Er=Awtw Yy, MET = A
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RACHUNEK SEKWENTOW
Adekwatnos¢ LK-KRZ

Semantyczne przystosowanie:

Przy zadanej wyzej interpretacji mozemy wykazaé:
Lemat3: Kazda reguta LK jest niezawodna
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RACHUNEK SEKWENTOW
Adekwatnos¢ LK-KRZ

Semantyczne przystosowanie:

Przy zadanej wyzej interpretacji mozemy wykazaé:
Lemat3: Kazda reguta LK jest niezawodna

Nalezy pokazaé, ze jezeli przestanki reguty sa tautologiczne, to
whniosek tez.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Adekwatnos¢ LK-KRZ

Semantyczne przystosowanie — przyktad:

Przypadek (—=):
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RACHUNEK SEKWENTOW

Adekwatnos¢ LK-KRZ

Semantyczne przystosowanie — przyktad:

Przypadek (—=):

Zatézmy, ze =T = Ao i E ¥, M= X ale
Eeo—yu, Tl N=AY.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Adekwatnos¢ LK-KRZ

Semantyczne przystosowanie — przyktad:

Przypadek (—=):

Zatézmy, ze =T = A, o i =9, M= X ale
Eeo—yu, Tl N=AY.

Zatem w pewnym modelu 9t zaréwno ¢ — % jak i wszystkie
elementy I i [1 sa spetnione natomiast wszystkie elementy A i ¥ sa
tam fatszywe.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Adekwatnos¢ LK-KRZ

Semantyczne przystosowanie — przyktad:

Przypadek (—=):

Zatézmy, ze =T = A, o i =9, M= X ale
Eeo—yu, Tl N=AY.

Zatem w pewnym modelu 9t zaréwno ¢ — % jak i wszystkie
elementy I i [1 sa spetnione natomiast wszystkie elementy A i ¥ sa
tam fatszywe.

Skoro M E ¢ — 1p, to M E © lub M E 2. Oba przypadki
prowadza do sprzecznosci; przy pierwszym lewa, a przy drugim
prawa przestanka bytaby sfalsyfikowana w 9.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Adekwatnos¢ LK-KRZ

Semantyczne przystosowanie:

Twierdzenie4: JezeliFT = A, to =T = A
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RACHUNEK SEKWENTOW

Adekwatnos¢ LK-KRZ

Semantyczne przystosowanie:

Twierdzenied: JezeliFT = A, to =T = A

Dowdd przez indukcje po dtugosci dowodu I' = A. Dowdd bazy
jest oczywisty, gdyz kazdy jednoelementowy dowdd to sekwent
aksjomatyczny, ktéry jest tautologia. Pokazujemy, ze dowdd
sekwentu ' = A o dtugosci n jest dowodem tautologii przy
zatozeniu, ze kazdy dowdd krétszy spetnia ten warunek. Poniewaz
dowdd kazdej z przestanek sekwentu ' = A ma dtugos¢ mniejsza
od n, wiec przestanki podpadaja pod zatozenie indukcyjne i sa
sekwentami tautologicznymi. Zgodnie z poprzednim lematem
kazda reguta LK jest niezawodna, wiec wydedukowany sekwent tez
jest tautologiczny.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Rachunek LK Gentzena

Dwa Lematy pomocnicze:

Lemat5: Dla dowolnego sekwentu [ = A, z

F=v1,...,0i, A =1,....,0, i, k > 0 podane nizej 4 formy sa
réwnowazne:

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



RACHUNEK SEKWENTOW

Rachunek LK Gentzena

Dwa Lematy pomocnicze:

Lemat5: Dla dowolnego sekwentu [ = A, z
F=v1,...,0i, A =1,....,0, i, k > 0 podane nizej 4 formy sa
réwnowazne:

QO w1,y 00 = Y1,y P

Q kw1, ..., i, Y1, ..., Wk =

Q = —p1, ..., i, Y1, -, Yk

QFpi Ao Api= U1 V... Vg
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RACHUNEK SEKWENTOW

Rachunek LK Gentzena

Dwa Lematy pomocnicze:

Lemat5: Dla dowolnego sekwentu [ = A, z
F=v1,...,0i, A =1,....,0, i, k > 0 podane nizej 4 formy sa
réwnowazne:

QO w1,y 00 = Y1,y P

Q kw1, ..., i, Y1, ..., Wk =

Q = —p1, ..., i, Y1, -, Yk

QFpi Ao Api= U1 V... Vg

Lemat6: Dla dowolnego sekwentu 1, ..., 0; = ¥, i > 0 podane
nizej 3 formy sa réwnowazne:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Rachunek LK Gentzena

Dwa Lematy pomocnicze:
Lemat5: Dla dowolnego sekwentu [ = A, z
F=v1,...,0i, A =1,....,0, i, k > 0 podane nizej 4 formy sa
réwnowazne:

QO w1,y 00 = Y1,y P

Q@ ko1, 00,1, Yk =

Q = —p1, ..., i, Y1, -, Yk

QFpi Ao Api= U1 V... Vg
Lemat6: Dla dowolnego sekwentu 1, ..., 0; = ¥, i > 0 podane
nizej 3 formy sa réwnowazne:

Q1.0 =9

Q@ F= 1 = (p2 = -y (05 = ¥)..)

QO F=pi A Ap; =
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RACHUNEK SEKWENTOW

Warianty regut:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Warianty regut:

Dowéd Lematu 5:

1. = 2. Z 1. przez k zastosowan (— =) otrzymujemy

F =1, ..., 2k, 01, ..., @i, =, skad przez wielokrotna permutacje
mamy 2.

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



RACHUNEK SEKWENTOW

Warianty regut:

Dowdd Lematu 5:

1. = 2. Z 1. przez k zastosowan (— =) otrzymujemy

F =1, ..., 2k, 01, ..., @i, =, skad przez wielokrotna permutacje
mamy 2.

2. = 1. Po pierwsze zauwaz, ze dla kazdego i < k przez obie
reguty dla — otrzymujemy - ——); = ;. Z 2. przez wielokrotna
permutacje mamy bk =1, ..., =k, p1, ..., @i, =, skad przez (= )
otrzymujemy b =)y, ..., =y, ©1, ..., i, = ——)1. Stosujac (Cut)
na = == = Y1 otrzymujemy F —aho, ..., =k, 01, ..., i, = P1.
Powtarzamy te dedukcje k — 1 razy az do otrzymania 1.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Warianty regut:

Dowdd Lematu 5:

1. = 2. Z 1. przez k zastosowan (— =) otrzymujemy

F =1, ..., 2k, 01, ..., @i, =, skad przez wielokrotna permutacje
mamy 2.

2. = 1. Po pierwsze zauwaz, ze dla kazdego i < k przez obie
reguty dla — otrzymujemy - ——); = ;. Z 2. przez wielokrotna
permutacje mamy bk =1, ..., =k, p1, ..., @i, =, skad przez (= )
otrzymujemy b =)y, ..., =y, ©1, ..., i, = ——)1. Stosujac (Cut)
na = == = Y1 otrzymujemy F —aho, ..., =k, 01, ..., i, = P1.
Powtarzamy te dedukcje k — 1 razy az do otrzymania 1.

1. <= 3. analogicznie
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RACHUNEK SEKWENTOW

Warianty regut:

Dowdd Lematu 5:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Warianty regut:

Dowdd Lematu 5:

1. = 4. Wykonujemy nastepujaca dedukcje:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Warianty regut:

Dowdd Lematu 5:

1. = 4. Wykonujemy nastepujaca dedukcje:

D1y ey Pi = P, ooy Yk
P1 N\ 02,02, s P = Y1, e, Yk
02,01 N\ P2, 03, -0y Pi = Y1, 00, Y
©1 N\ P2, 1 NP2, 03, s Pf = Y1, -y Yk
©1 N\ P2, 03, ey i = P10, Ui

(A=)
(P=)
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RACHUNEK SEKWENTOW

Warianty regut:

Dowdd Lematu 5:

1. = 4. Wykonujemy nastepujaca dedukcje:

D1y ey Pi = P, ooy Yk
P1 N\ 02,02, s P = Y1, e, Yk
02,01 N\ P2, 03, -0y Pi = Y1, 00, Y
©1 N\ P2, 1 NP2, 03, s Pf = Y1, -y Yk
©1 N\ P2, 03, ey i = P10, Ui

(A=)
(P=)

Powtarzamy te dedukcje tak dtugo az otrzymamy

1A, ..o, Apj = 1, ..., P, nastepnie przeprowadzamy analogiczna
dedukcje z wykorzystaniem (= V), (= P) i (= C) na nastepniku
az otrzymamy 4.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Warianty regut:

Dowéd Lematu 5:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Warianty regut:

Dowéd Lematu 5:

4. = 1. Odnotujmy wpierw, ze dla k > 2 zachodzi
F1 V...V = Y1, ..., 0, oto poczatek dowodu:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Warianty regut:

Dowdd Lematu 5:

4. = 1. Odnotujmy wpierw, ze dla k > 2 zachodzi
F1 V...V = Y1, ..., 0, oto poczatek dowodu:

1/11 = 1/11 ¢2 = ¢2
((:; Z; 1 = 1,10 P2 = 1,10
(:> W) ¢1V¢2:>¢1a¢2 17[}3:>1'[}3
(v =) Y1V = P1,92,13 3 = 11, vY2,93

Y1V o V3 = Y1, 92,13

(=W
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RACHUNEK SEKWENTOW

Warianty regut:

Dowdd Lematu 5:

4. = 1. Odnotujmy wpierw, ze dla k > 2 zachodzi
F1 V...V = Y1, ..., 0, oto poczatek dowodu:

1/11:>1/11 w2:>¢2
((:\>/ Z; Y1 = P, P2 Yo = 11,12
(:>W) ¢1V¢2:>¢1a¢2 7?[}3:>1'[}3 (:>V|/) (:>
(v =) 1 VP = 1,12, 13 Y3 = Y1, P2, Y3 ’

Y1V o V3 = Y1, 92,13

Analogicznie, dla i > 2 udowadniamy, ze zachodzi
F @1,y 0i = 91 A ... A pj. stosujac dwa razy (Cut) do 4. i do
otrzymanych sekwentéw otrzymujemy 1.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Warianty regut:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Warianty regut:

Dowdd Lematu 6:

1. = 2. Z 1. za pomoca (P =) otrzymujemy t ¢;, ..., 01 = 1,
skad przez i-krotne zastosowanie (=—) otrzymujemy 2.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Warianty regut:

Dowdéd Lematu 6:

1. = 2. Z 1. za pomoca (P =) otrzymujemy t ¢;, ..., 01 = 1,
skad przez i-krotne zastosowanie (=—) otrzymujemy 2.

2. = Zauwaz, ze dla dowolnych ¢, zachodzi - ¢ — ¥, p = ¥,
w szczegdlnosci F 1 — (¢2 — ..., (i — ©¥)...), 1 = 1. Stad
przez 2. i (Cut) otrzymujemy

o1 = @2 = (3 = ..., (@i — ¥)...). Powtarzamy te dedukcje

i — 1 razy (z kolejnymi podstawieniami = @, — 1, px = 1, k < i)
az uzyskamy 1.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Warianty regut:

Dowdd Lematu 6:

1. = 2. Z 1. za pomoca (P =) otrzymujemy t ¢;, ..., 01 = 1,
skad przez i-krotne zastosowanie (=—) otrzymujemy 2.

2. = Zauwaz, ze dla dowolnych ¢, zachodzi - ¢ — ¥, p = ¥,
w szczegdlnosci F 1 — (¢2 — ..., (i — ©¥)...), 1 = 1. Stad
przez 2. i (Cut) otrzymujemy

o1 = @2 = (3 = ..., (@i — ¥)...). Powtarzamy te dedukcje

i — 1 razy (z kolejnymi podstawieniami = @, — 1, px = 1, k < i)
az uzyskamy 1.

1. = 3. Przez lemat 5. 1. = 4. i (=—)
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RACHUNEK SEKWENTOW

Warianty regut:

Dowdd Lematu 6:

1. = 2. Z 1. za pomoca (P =) otrzymujemy t ¢;, ..., 01 = 1,
skad przez i-krotne zastosowanie (=—) otrzymujemy 2.

2. = Zauwaz, ze dla dowolnych ¢, zachodzi - ¢ — ¥, p = ¥,
w szczegdlnosci F 1 — (¢2 — ..., (i — ©¥)...), 1 = 1. Stad
przez 2. i (Cut) otrzymujemy

o1 = @2 = (3 = ..., (@i — ¥)...). Powtarzamy te dedukcje

i — 1 razy (z kolejnymi podstawieniami = @, — 1, px = 1, k < i)
az uzyskamy 1.

1. = 3. Przez lemat 5. 1. = 4. i (=—)

3. = 1. Poniewaz - o1 A ... A pj = ¥, 01 A .... A @j = 1) wiec
przez (Cut) na 3. mamy - @1 A .... A p; = 1), skad przez lemat 5
mamy 1.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Warianty regut:

Uogdlnione aksjomaty:

Twierdzenie7: Wersje LK z nastepujacymi formami sekwentéw
aksjomatycznych sa réwnowazne:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Warianty regut:

Uogdlnione aksjomaty:

Twierdzenie7: Wersje LK z nastepujacymi formami sekwentéw
aksjomatycznych sa réwnowazne:

Q ¢ = ¢, dla dowolnej zmiennej ¢
Q@ ¢ = ¢, dla dowolnej formuty ¢
Q o= p,A, dla dowolnej zmiennej ¢

Q I = ¢ A, dla dowolnej formuty ¢
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RACHUNEK SEKWENTOW
Warianty regut:

Uogdlnione aksjomaty:

Aby dowies¢ Tw.7 odwotamy sie do 2 lematéw:
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RACHUNEK SEKWENTOW
Warianty regut:

Uogdlnione aksjomaty:

Aby dowies¢ Tw.7 odwotamy sie do 2 lematéw:

Lemat 8: Jezeli w RS jedyne sekwenty aksjomatyczne sa
sekwentami atomowymi, to - ¢ = ¢ dla dowolnego ¢
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RACHUNEK SEKWENTOW
Warianty regut:

Uogdlnione aksjomaty:

Aby dowies¢ Tw.7 odwotamy sie do 2 lematéw:

Lemat 8: Jezeli w RS jedyne sekwenty aksjomatyczne sa
sekwentami atomowymi, to - ¢ = ¢ dla dowolnego ¢
Lemat 9: Jezeli ciagi [ i A maja przynajmniej po jednym
wystapieniu takiej samej formuty, to - I = A
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RACHUNEK SEKWENTOW
Warianty regut:

Uogdlnione aksjomaty:

Aby dowies¢ Tw.7 odwotamy sie do 2 lematéw:

Lemat 8: Jezeli w RS jedyne sekwenty aksjomatyczne sa
sekwentami atomowymi, to - ¢ = ¢ dla dowolnego ¢
Lemat 9: Jezeli ciagi [ i A maja przynajmniej po jednym
wystapieniu takiej samej formuty, to - I = A

Uwaga: Dowdd Lematu jest trywialny (przez reguty ostabiania,
ew. permutacji).
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RACHUNEK SEKWENTOW

Warianty regut:

ogolnione aksjomaty:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Warianty regut:

Uogdlnione aksjomaty:

Dowéd Lematu8 przeprowadzimy przez indukcje po dtugosci ¢.
Wystarczy zbudowa¢ schematy dowoddw pokazujace, ze ¢ = ¢
dla ¢ o dowolnej strukturze mozna wydedukowaé z sekwentéw
1 = 1), gdzie 9 jest formuta krétsza od . Jezeli ¢ := p A, to
mozna zbudowaé nastepujacy schemat dowodu:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Warianty regut:

Uogdlnione aksjomaty:

Dowéd Lematu8 przeprowadzimy przez indukcje po dtugosci ¢.
Wystarczy zbudowa¢ schematy dowoddw pokazujace, ze ¢ = ¢
dla ¢ o dowolnej strukturze mozna wydedukowaé z sekwentéw
1 = 1), gdzie 9 jest formuta krétsza od . Jezeli ¢ := p A, to
mozna zbudowaé nastepujacy schemat dowodu:

p=p =
PN = eANY =1
PANY=pAYD

(A=)
(=A)

(A=)
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RACHUNEK SEKWENTOW

Warianty regut:

Uogdlnione aksjomaty:

Dowéd Lematu8 przeprowadzimy przez indukcje po dtugosci ¢.
Wystarczy zbudowa¢ schematy dowoddw pokazujace, ze ¢ = ¢
dla ¢ o dowolnej strukturze mozna wydedukowaé z sekwentéw
1 = 1), gdzie 9 jest formuta krétsza od . Jezeli ¢ := p A, to
mozna zbudowaé nastepujacy schemat dowodu:

p=p =
(A$)¢A¢$¢ ¢A¢¢¢Egj;
PANY=pAYD

Zadanie: wykazac to dla —,V, —
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RACHUNEK SEKWENTOW

Warianty regut:

Warianty regut dwuprzestankowych:

W LK wystepuje zaréwno reguty k-jednolite (context-sharing):
(=A)i(v=)
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RACHUNEK SEKWENTOW

Warianty regut:

Warianty regut dwuprzestankowych:
W LK wystepuje zaréwno reguty k-jednolite (context-sharing):
(=A)i(v=)

jak i k-niezalezne (context-free, context-independent): (Cut) i
(==)
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RACHUNEK SEKWENTOW

Warianty regut:

Warianty regut dwuprzestankowych:

W LK wystepuje zaréwno reguty k-jednolite (context-sharing):
(=A)i(v=)

jak i k-niezalezne (context-free, context-independent): (Cut) i
(==)

Mozna otrzymac wariant LK z regutami tylko k-niezaleznymi
wprowadzajac dla A i V:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Warianty regut:

Warianty regut dwuprzestankowych:

W LK wystepuje zaréwno reguty k-jednolite (context-sharing):
(=A)i(v=)

jak i k-niezalezne (context-free, context-independent): (Cut) i
(==)

Mozna otrzymac wariant LK z regutami tylko k-niezaleznymi
wprowadzajac dla A i V:

= A [l=X 9 o, = A =%

! /
EN) A TAY (V=) ST =AY
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RACHUNEK SEKWENTOW

Warianty regut:

Warianty regut dwuprzestankowych:

Mozna otrzymac wariant LK z regutami tylko k-jednolitymi
wprowadzajac:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Warianty regut:

Warianty regut dwuprzestankowych:

Mozna otrzymac wariant LK z regutami tylko k-jednolitymi
wprowadzajac:

= A = A YI=A

p—, = A

(Cut) "= Bup

— (=)

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



RACHUNEK SEKWENTOW

Warianty regut:

Warianty regut dwuprzestankowych:

Mozna otrzymac wariant LK z regutami tylko k-jednolitymi
wprowadzajac:

= A YI=A
p—, = A

(Cut') = A ¢ pl=A (

=4 ==

Zadanie: wykaz, ze reguty k-niezalezne sa wyprowadzalne z regut
k-jednolitych, przy uzyciu ostabiania i permutacji, a reguty
k-jednolite sa wyprowadzalne z regut k-niezaleznych przy uzyciu
kontrakgji.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Warianty regut:

Warianty regut jednoprzestankowych:

Wystepowanie dwdch regut (= V) i (A =) ujawnia pewne
trudnosci:
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RACHUNEK SEKWENTOW
Warianty regut:

Warianty regut jednoprzestankowych:

Wystepowanie dwdch regut (= V) i (A =) ujawnia pewne
trudnosci:

@ w wielu dowodach nie mozna uniknaé zastosowan kontrakgji.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Warianty regut:

Warianty regut jednoprzestankowych:

Wystepowanie dwdch regut (= V) i (A =) ujawnia pewne
trudnosci:
@ w wielu dowodach nie mozna uniknaé zastosowan kontrakgji.

@ prowadzi do komplikacji w przypadku zastosowan LK jako
procedury rozstrzygalnej
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RACHUNEK SEKWENTOW

Warianty regut:

Warianty regut jednoprzestankowych:

Wystepowanie dwdch regut (= V) i (A =) ujawnia pewne
trudnosci:
@ w wielu dowodach nie mozna uniknaé zastosowan kontrakgji.

@ prowadzi do komplikacji w przypadku zastosowan LK jako
procedury rozstrzygalnej

@ reguty te nie sa odwracalne
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RACHUNEK SEKWENTOW

Warianty regut:

Warianty regut jednoprzestankowych:

Przyktad komplikacji dowodu:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Warianty regut:

Warianty regut jednoprzestankowych:

Przyktad komplikacji dowodu:

ﬂ(v\/:})

S aop =)
p=(p—q)V(qg—p)
p=(p—q)V(g—p)q
=((pP—q)V(@—p).p—q (= V)

= (p—q)V(g—p),(p—q)V(g—p) (= )

=(p—q)V(qa—p)

(=V)
(= W)
(=-)
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RACHUNEK SEKWENTOW

Warianty regut:

Warianty regut jednoprzestankowych:

Reguty Ketonena:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Warianty regut:

Warianty regut jednoprzestankowych:

Reguty Ketonena:
/ @a¢7r:>A / r:> A?@JP
=) Shor=a BV AoV
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RACHUNEK SEKWENTOW

Warianty regut:

Warianty regut jednoprzestankowych:
Reguty Ketonena:
/ @,¢,FZ>A / = A7¢7¢
=) Shg=an BV ISRV
Lematl10: W dowolnym systemie sekwentowym z kontrakcja i
ostabianiem reguty Gentzena i Ketonena sa réwnowazne.

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



RACHUNEK SEKWENTOW

Warianty regut:

Warianty regut jednoprzestankowych:

Reguty Ketonerna: A A

(=) SER V) BASY

Lematl10: W dowolnym systemie sekwentowym z kontrakcja i
ostabianiem reguty Gentzena i Ketonena sa réwnowazne.

Szkic dowodu: Aby dowies¢ wyprowadzalno$¢ wariantu Ketonena
wystarczy do przestanki dwukrotnie zastosowaé wariant Gentzena a
nastepnie kontrakcje. Aby dowie$¢ wyprowadzalno$¢ wariantu
Gentzena wystarczy do przestanki zastosowa¢ ostabianie aby
uzyskac brakujaca formute poboczna, a nastepnie uzy¢ reguty
Ketonena.
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RACHUNEK SEKWENTOW
Warianty regut:

Warianty regut jednoprzestankowych:

Dowdd powyzszego sekwentu z uzyciem wariantu Ketonena
wyglada nastepujaco:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Warianty regut:

Warianty regut jednoprzestankowych:

Dowdd powyzszego sekwentu z uzyciem wariantu Ketonena
wyglada nastepujaco:

q9=4 (W =)

P.q=q
‘73$:?423%
g=poal
a=p=aqp ")

=>p—>q,9—p
=(p—9q)V(qg—p)

(=V)
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK-K:

Reguty strukturalne:
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK-K:

Reguty strukturalne:

(AX) p=¢

(Cut) = A,(rp:> K, = A

(W=) S8 (=W) 1R8;
CORE (0) TR
(P=) TH5TSE (=P) SRS
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK-K:

Reguty strukturalne:
(AX) p=¢

= A, = A
(Cut) =

= A
W=) o=

@, = A
(=) ="

My, ¢, 1= A

(P=) My oT=n

W) =K

= A, 0,0
(=0 T=A,

= A, 0,0,
I

®
=P) = row,

Uwaga: (Cut) jest w wersji k-jednolitej
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK-K:
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK-K:

Reguty logiczne:

(=) % ) A5 5
R = MG = T A
SR o v U R e
(=) Bagsy (=) TogrE Rt
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK-K:

Reguty logiczne:

=) Zr=% () EE5
(=) G 6N Dyt
SR o v U R e
) Breay 02 SRRt

Uwagal: reguty (= V) i (A =) sa w wersji Ketonena
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK-K:

Reguty logiczne:

=) Zr=% () EE5
(=) G 6N Dyt
SR o v U R e
) Breay 02 SRRt

Uwagal: reguty (= V) i (A =) sa w wersji Ketonena
Uwaga2: (—=>) jest w wersji k-jednolitej
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK-K:

Odwracalnosé regut:

Lemat 11: o odwracalnosci regut w LK-K:
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK-K:

Odwracalnosé regut:

Lemat 11: o odwracalnosci regut w LK-K:
W LK-K dla kazdej reguty oprécz ostabiania, jezeli wniosek ma
dowdd, to przestanki tez
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK-K:

Odwracalnosé regut:

Lemat 11: o odwracalnosci regut w LK-K:

W LK-K dla kazdej reguty oprécz ostabiania, jezeli wniosek ma
dowdd, to przestanki tez

Pokazemy dowdd dla obu regut z A:
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK-K:

Odwracalnosé regut:

Lemat 11: o odwracalnosci regut w LK-K:

W LK-K dla kazdej reguty oprécz ostabiania, jezeli wniosek ma
dowdd, to przestanki tez

Pokazemy dowdd dla obu regut z A:

przypadek (A =)
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK-K:

Odwracalnosé regut:

Lemat 11: o odwracalnosci regut w LK-K:

W LK-K dla kazdej reguty oprécz ostabiania, jezeli wniosek ma
dowdd, to przestanki tez

Pokazemy dowdd dla obu regut z A:

przypadek (A =)

Y= Y =

SN === ond o A,T = A
PUT S ApAY oAb T A
o= A
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK-K:

Odwracalno$é regut:

przypadek (= A)
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK-K:

Odwracalno$é regut:

przypadek (= A)

Y=
Yp=>¢ EW:))
F=A oA XEYS

W A=
((ZP; YNNI so/\w:w (n=)
= A,0,0 N e AP, T = A, p (Cut)
= A
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK-K:

Odwracalno$é regut:

przypadek (= A)

=
—— (W =)
Yp=>¢ (P =)

F=A oA ey A
((ZVIZ; YNNI PAY = (n=)
= A,0,0 N e AP, T = A, p (Cut)
= A

Analogicznie dla drugiej przestanki (I = A,¢) w (= A).
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK-K:

Odwracalno$é regut:

przypadek (= A)

=
—— (W =)
Yp=>¢ (P =)

F=A oA o =>p
W ) DT T E (A=
((ZP; YNNI PAY = (n=)
= A,0,0 N e AP, T = A, p (Cut)
= A

Analogicznie dla drugiej przestanki (I = A,¢) w (= A).
Zadanie: dowiedz dla innych regut w podobny sposéb.
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK-K:

Lematl2: Dowiedlne sekwenty:

W LK (LK-K) dowiedIne sa nastepujace sekwenty:
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK-K:

Lematl2: Dowiedlne sekwenty:

W LK (LK-K) dowiedIne sa nastepujace sekwenty:

@ o= TP =@
e pANY=9 pAY=Y
o= pAY
p=eVY Y=pVy
VY =9

=P, =1
0 =P =

= @, = Y
Y=>p—9
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK-K:

Odwracalnosé¢ regut:
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK-K:

Odwracalnosé¢ regut:

W LK-K tylko ostabianie jest nieodwracalne. Jezeli sie go
pozbedziemy wprowadzajac aksjomaty uogdlnione postaci
Ie= A, o, to z kolei (Cut) nie jest odwracalne.
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK-K:

Odwracalnosé¢ regut:

W LK-K tylko ostabianie jest nieodwracalne. Jezeli sie go
pozbedziemy wprowadzajac aksjomaty uogdlnione postaci
Ie= A, o, to z kolei (Cut) nie jest odwracalne.

Whiosek: Gdyby wykaza¢ zbednos$¢ (Cut), to wtedy LK-K z
uogdlnionymi aksjomatami i bez ostabiania bedzie systemem w
petni odwracalnym.
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK-K:

Odwracalnosé¢ regut:

W LK-K tylko ostabianie jest nieodwracalne. Jezeli sie go
pozbedziemy wprowadzajac aksjomaty uogdlnione postaci
Ie= A, o, to z kolei (Cut) nie jest odwracalne.

Whiosek: Gdyby wykaza¢ zbednos$¢ (Cut), to wtedy LK-K z
uogdlnionymi aksjomatami i bez ostabiania bedzie systemem w
petni odwracalnym.

Lematl3: W LK wtasnos¢ odwracalnosci nie zachodzi dla regut:
(W =), (= W), (Cut),(==),(A=),(= V)
Dowéd przez wykorzystanie semantycznej interpretacji.
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK-K:

Odwracalnosé¢ regut:

W LK-K tylko ostabianie jest nieodwracalne. Jezeli sie go
pozbedziemy wprowadzajac aksjomaty uogdlnione postaci
Ie= A, o, to z kolei (Cut) nie jest odwracalne.

Whiosek: Gdyby wykaza¢ zbednos$¢ (Cut), to wtedy LK-K z
uogdlnionymi aksjomatami i bez ostabiania bedzie systemem w
petni odwracalnym.

Lematl3: W LK wtasnos¢ odwracalnosci nie zachodzi dla regut:
(W =), (= W), (Cut),(==),(A=),(= V)
Dowéd przez wykorzystanie semantycznej interpretacji.

Zadanie: Oczywiscie lemat o odwracalno$ci dla LK-K mozna tez
dowies¢ w wersji semantycznej
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Reguta Mix

=2 A0 o N=X

(Mix) M= A%

gdzie k > 0i n > 0, to ilos¢ wystapien cut-formuty w lewej i prawe;j
przestance.
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Reguta Mix

=2 A0 o N=X

(Mix) M= A%

gdzie k > 0i n > 0, to ilos¢ wystapien cut-formuty w lewej i prawe;j
przestance.

Uwaga: (Mix) jest réwnowazne (Cut).
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Reguta Mix
=2 A0 o N=X
(Mix) M= A%
gdzie k > 0i n > 0, to ilos¢ wystapien cut-formuty w lewej i prawe;j
przestance.

Uwaga: (Mix) jest réwnowazne (Cut).

Twierdzeniel4. Kazdy dowdd z uzyciem (Mix) mozna przeksztatcié
w dowdd bez tej reguty.

4
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Dowéd Gentzena

Klasyczna wersja dowodu, przedstawiona przez Gentzena, zawiera
potréjna indukcje:
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Dowéd Gentzena

Klasyczna wersja dowodu, przedstawiona przez Gentzena, zawiera
potréjna indukcje:

@ po ilosci wystapien ciecia w dowodzie;
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Dowéd Gentzena

Klasyczna wersja dowodu, przedstawiona przez Gentzena, zawiera
potréjna indukcje:

@ po ilosci wystapien ciecia w dowodzie;
@ po dtugosci cut-formuty (parametr ten okreslany jest przez
Gentzena jako grade);
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Dowéd Gentzena

Klasyczna wersja dowodu, przedstawiona przez Gentzena, zawiera
potréjna indukcje:
@ po ilosci wystapien ciecia w dowodzie;
@ po dtugosci cut-formuty (parametr ten okreslany jest przez
Gentzena jako grade);
@ po gtebokosci (Cut) tj. ilosci sekwentédw zawierajacych
cut-formute i wystepujacych nad sekwentem wnioskiem tego

zastosowania (Cut) (parametr ten okreslany jest przez
Gentzena jako rank).
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Definicja gtebokosci (Cut)
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Definicja gtebokosci (Cut)

Niech ¢ bedzie cut-formuta, a B dowolna gatezia zawierajaca lewa
przestanke (Cut).
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Definicja gtebokosci (Cut)

Niech ¢ bedzie cut-formuta, a B dowolna gatezia zawierajaca lewa
przestanke (Cut).

Rank(B) to ilo$¢ weztéw w tej gatezi, w ktdrych wystepuje ¢ i
ktére sa nad wnioskiem (Cut).
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Definicja gtebokosci (Cut)

Niech ¢ bedzie cut-formuta, a B dowolna gatezia zawierajaca lewa
przestanke (Cut).

Rank(B) to ilo$¢ weztéw w tej gatezi, w ktdrych wystepuje ¢ i
ktére sa nad wnioskiem (Cut).

L-rank() to maksymalna warto$¢ rank(B), gdzie B to dowolna z
gatezi zawierajacych lewa przestanka (Cut).
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Definicja gtebokosci (Cut)

Niech ¢ bedzie cut-formuta, a B dowolna gatezia zawierajaca lewa
przestanke (Cut).

Rank(B) to ilo$¢ weztéw w tej gatezi, w ktdrych wystepuje ¢ i
ktére sa nad wnioskiem (Cut).

L-rank() to maksymalna warto$¢ rank(B), gdzie B to dowolna z
gatezi zawierajacych lewa przestanka (Cut).

R-rank(y) definiujemy analogicznie ale dla prawej przestanki.
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Definicja gtebokosci (Cut)

Niech ¢ bedzie cut-formuta, a B dowolna gatezia zawierajaca lewa
przestanke (Cut).

Rank(B) to ilo$¢ weztéw w tej gatezi, w ktdrych wystepuje ¢ i
ktére sa nad wnioskiem (Cut).

L-rank() to maksymalna warto$¢ rank(B), gdzie B to dowolna z
gatezi zawierajacych lewa przestanka (Cut).

R-rank(y) definiujemy analogicznie ale dla prawej przestanki.
Rank(y)=L-rank(y¢)+R-rank(¢).
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Definicja gtebokosci (Cut)

Niech ¢ bedzie cut-formuta, a B dowolna gatezia zawierajaca lewa
przestanke (Cut).

Rank(B) to ilo$¢ weztéw w tej gatezi, w ktdrych wystepuje ¢ i
ktére sa nad wnioskiem (Cut).

L-rank() to maksymalna warto$¢ rank(B), gdzie B to dowolna z
gatezi zawierajacych lewa przestanka (Cut).

R-rank(y) definiujemy analogicznie ale dla prawej przestanki.
Rank(y)=L-rank(y¢)+R-rank(¢).

Gtebokos$¢ danego zastosowania (Cut) to rank jego cut-formuty.
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Dowéd Gentzena — schemat ogdlny:

I. Indukcja po ilosci (Mix)
1.1. Baza: W dowodzie z jednym (Mix), jest on eliminowalny
[l. Indukcja po gtebokosci cut-formuty
I1l. Indukcja po dtugosci cut-formuty
Whiosek z Ill: (Mix) o gtebokosci 2 na cut-formule o
dowolnej dtugosci jest eliminowalny
Whiosek z Il: (Mix) o dowolnej gtebokosci jest eliminowalny
1.2. Krok indukeyjny: Jezeli (Mix) jest eliminowalny w dowodzie,
w ktérym wystepuje k < n razy, to jest eliminowalny w dowodzie,
w ktérym wystepuje n razy
Whiosek z 1.1., 1.2: (Mix) jest eliminowalne w kazdym dowodzie
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Dowdd Gentzena — schemat troche mniej ogdlny:
I. Indukcja po ilosci (Mix)
1.1. Baza: W dowodzie z jednym (Mix), jest on eliminowalny
[l. Indukcja po gtebokosci cut-formuty
2.1. Baza: (Mix) o gtebokosci 2 jest eliminowalny
I1l. Indukcja po dtugosci cut-formuty
3.1. Baza: (Mix) na cut-formule o dtugosci 0 jest eliminowalny
3.2. Krok indukcyjny: Jezeli (Mix) na cut-formule o dtugosci
k < n jest eliminowalny, to jest tez eliminowalny
na cut-formule o dtugosci n
Whiosek z 3.1., 3.2: (Mix) o gtebokosci 2 na cut-formule o
dowolnej dtugosci jest eliminowalny
2.2. Krok indukcyjny: Jezeli (Mix) gtebokosci k < n jest
eliminowalny, to (Mix) o gtebokosci n jest eliminowalny
Whiosek z 2.1., 2.2: (Mix) o dowolnej gtebokosci jest
eliminowalny
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.1. rank=2, P. 3.1. dtugos¢ = 0. 4 przypadki (przestanki
aksjomaty lub przez (W):

a) obie przestanki aksjomatyczne — eliminacja trywialna
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.1. rank=2, P. 3.1. dtugos¢ = 0. 4 przypadki (przestanki
aksjomaty lub przez (W):

a) obie przestanki aksjomatyczne — eliminacja trywialna
dowdd

p=¢ p=¢
=9

(Mix)

zamieniamy na: ¢ = @
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.1. rank=2, P. 3.1. dtugo$¢ = 0. 4 przypadki (przestanki
aksjomaty lub przez (W):

b) lewa przestanka aksjomatyczna, prawa przez (W =)
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.1. rank=2, P. 3.1. dtugo$¢ = 0. 4 przypadki (przestanki
aksjomaty lub przez (W):

b) lewa przestanka aksjomatyczna, prawa przez (W =)
fragment dowodu

zamieniamy na frg. dowodu: ¢, [ = A
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.1. rank=2, P. 3.1. dtugo$¢ = 0. 4 przypadki (przestanki
aksjomaty lub przez (W):

b) lewa przestanka aksjomatyczna, prawa przez (W =)
fragment dowodu

zamieniamy na frg. dowodu: ¢, [ = A
c) przypadek z prawa przestanka aksjomatyczna a lewa przez
(= W) analogicznie.

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.1. rank=2, P. 3.1. dtugos¢ = 0. 4 przypadki (przestanki
aksjomaty lub przez (W):

d) obie przestanki przez (W) — fragment dowodu
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.1. rank=2, P. 3.1. dtugos¢ = 0. 4 przypadki (przestanki
aksjomaty lub przez (W):
d) obie przestanki przez (W) — fragment dowodu

= A Mn=3x
=W W =
((I\//ixg M= Ap p, M =X )
rMn=AXx

zamieniamy na:

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.1. rank=2, P. 3.1. dtugos¢ = 0. 4 przypadki (przestanki
aksjomaty lub przez (W):

d) obie przestanki przez (W) — fragment dowodu

= A Mn=3x
=W W =
((MIX; M= Ap p, M =X )
rMn=AXx

zamieniamy na:

= A

WP T as

gdzie (W)(P) oznacza wielokrotne zastosowanie ostabiania i
permutacji po obu stronach.
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.1. rank=2, P. 3.1. dtugos¢ = 0. 4 przypadki (przestanki
aksjomaty lub przez (W):

d) obie przestanki przez (W) — fragment dowodu

= A Mn=3x
=W W =
((MIX; M= Ap p, M =X )
rMn=AXx

zamieniamy na:

= A

WP T as

gdzie (W)(P) oznacza wielokrotne zastosowanie ostabiania i
permutacji po obu stronach.
Whiosek: gdy cut-formuta ma dtugos¢ 0, to (Mix) o rank=2 jest
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.1. rank=2, P. 3.2. Zat. ind.: (Mix) na formule o dtugosci < n
Jjest eliminowalny.
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.1. rank=2, P. 3.2. Zat. ind.: (Mix) na formule o dtugosci < n
Jjest eliminowalny.

o Wykazujemy, ze (Mix) na formule o dtugosci n jest
eliminowalny lub zastepowalny przez zastosowania (Mix) na
formutach krétszych.
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.1. rank=2, P. 3.2. Zat. ind.: (Mix) na formule o dtugosci < n
Jjest eliminowalny.

o Wykazujemy, ze (Mix) na formule o dtugosci n jest
eliminowalny lub zastepowalny przez zastosowania (Mix) na
formutach krétszych.

@ W przypadku gdy jedna z przestanek jest aksjomatem lub
otrzymana przez (W) jest eliminowalny catkowicie
analogicznie jak w P. 3.1.
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.1. rank=2, P. 3.2. Zat. ind.: (Mix) na formule o dtugosci < n
Jjest eliminowalny.

o Wykazujemy, ze (Mix) na formule o dtugosci n jest
eliminowalny lub zastepowalny przez zastosowania (Mix) na
formutach krétszych.

@ W przypadku gdy jedna z przestanek jest aksjomatem lub
otrzymana przez (W) jest eliminowalny catkowicie
analogicznie jak w P. 3.1.

@ Zostaja przypadki gdzie cut-formuta jest otrzymana przez
regute logiczna w obu przestankach.
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.1. rank=2, P. 3.2. Zat. ind.: (Mix) na formule o dtugosci < n
jest eliminowalny.

a) Przypadek gdy cut-formuta := ¢ A : frg. dowodu postaci:

v
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.1. rank=2, P. 3.2. Zat. ind.: (Mix) na formule o dtugosci < n
jest eliminowalny.

a) Przypadek gdy cut-formuta := ¢ A : frg. dowodu postaci:

M= A M= A o, N =X
(iA)(M,'X) BN erd sy M)
N=AY

zostaje zastapiony przez:
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.1. rank=2, P. 3.2. Zat. ind.: (Mix) na formule o dtugosci < n
jest eliminowalny.

a) Przypadek gdy cut-formuta := ¢ A : frg. dowodu postaci:

M= A M= A o, N =X
(iA)(M,'X) BN erd sy M)
N=AY

zostaje zastapiony przez:

M= A p o, MN=X
M= A% X
(W)(P)
M= A%

(Mix)

gdzie [M*(A*) oznacza I bez ewentualnych wystapien ¢.
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.1. rank=2, P. 3.2. Zat. ind.: (Mix) na formule o dtugosci < n
jest eliminowalny.

a) Przypadek gdy cut-formuta := ¢ A : frg. dowodu postaci:

M= A M= A o, N =X
(iA)(M,'X) BN erd sy M)
N=AY

zostaje zastapiony przez:

M= A p o, MN=X
M= A% X
(W)(P)
M= A%

(Mix)

gdzie [M*(A*) oznacza I bez ewentualnych wystapien ¢.
analogicznie dla (A =) na ¢ oraz dla Vi =
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.1. rank=2, P. 3.2. Zat. ind.: jw.
b) Przypadek gdy cut-formuta := ¢ — 9. frg. dowodu postaci:
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.1. rank=2, P. 3.2. Zat. ind.: jw.
b) Przypadek gdy cut-formuta := ¢ — 9. frg. dowodu postaci:

o, =AY N=% ¢ v, N==
Sy ey e oSO MA> 5, =
FASAY S

(==)
(Mix)

zostaje zastapiony przez:
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.1. rank=2, P. 3.2. Zat. ind.: jw.
b) Przypadek gdy cut-formuta := ¢ — 9. frg. dowodu postaci:

o, =AY N=% ¢ v, N==
M= A p— =Y, MNAN= 2 =
LMA= A Y =

(=)

(==)
(Mix)

zostaje zastapiony przez:

o, T=09 A==
N=%,0 P, [, = A=
N, A" = T5, A" =
MOA=AY,=

(Mix)
(Mix)
(W)(P)

gdzie A* i A* to A, A bez wystapien ¢, [* i 2" to ', X bez ¢ a
AN to A bez i 1.
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

Dowodzimy, ze kazdy (Mix) o gtebokosci = n mozna zastapic¢
zastosowaniami (Mix) o mniejszej gtebokosci.
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

Dowodzimy, ze kazdy (Mix) o gtebokosci = n mozna zastapic¢
zastosowaniami (Mix) o mniejszej gtebokosci.

Dowéd ma dwie czesci:
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

Dowodzimy, ze kazdy (Mix) o gtebokosci = n mozna zastapic¢
zastosowaniami (Mix) o mniejszej gtebokosci.

Dowéd ma dwie czesci:

A. Zaktadamy, ze RR> 1 i rozwazamy rézne przypadki, ktére
doprowadzity do dedukcji prawej przestanki (Mix)

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

Dowodzimy, ze kazdy (Mix) o gtebokosci = n mozna zastapic¢
zastosowaniami (Mix) o mniejszej gtebokosci.

Dowéd ma dwie czesci:

A. Zaktadamy, ze RR> 1 i rozwazamy rézne przypadki, ktére
doprowadzity do dedukcji prawej przestanki (Mix)

B. Zaktadamy, ze LR> 1 i rozwazamy rézne przypadki, ktére
doprowadzity do dedukcji lewej przestanki (Mix)
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

Dowodzimy, ze kazdy (Mix) o gtebokosci = n mozna zastapic¢
zastosowaniami (Mix) o mniejszej gtebokosci.

Dowéd ma dwie czesci:

A. Zaktadamy, ze RR> 1 i rozwazamy rézne przypadki, ktére
doprowadzity do dedukcji prawej przestanki (Mix)

B. Zaktadamy, ze LR> 1 i rozwazamy rézne przypadki, ktére
doprowadzity do dedukcji lewej przestanki (Mix)

W kazdej czesci nalezy rozwazy¢ sytuacje, gdy cut-formuta jest:
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

Dowodzimy, ze kazdy (Mix) o gtebokosci = n mozna zastapic¢
zastosowaniami (Mix) o mniejszej gtebokosci.

Dowéd ma dwie czesci:

A. Zaktadamy, ze RR> 1 i rozwazamy rézne przypadki, ktére
doprowadzity do dedukcji prawej przestanki (Mix)

B. Zaktadamy, ze LR> 1 i rozwazamy rézne przypadki, ktére
doprowadzity do dedukcji lewej przestanki (Mix)

W kazdej czesci nalezy rozwazy¢ sytuacje, gdy cut-formuta jest:
— parametryczna
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

Dowodzimy, ze kazdy (Mix) o gtebokosci = n mozna zastapic¢
zastosowaniami (Mix) o mniejszej gtebokosci.

Dowéd ma dwie czesci:

A. Zaktadamy, ze RR> 1 i rozwazamy rézne przypadki, ktére
doprowadzity do dedukcji prawej przestanki (Mix)

B. Zaktadamy, ze LR> 1 i rozwazamy rézne przypadki, ktére
doprowadzity do dedukcji lewej przestanki (Mix)

W kazdej czesci nalezy rozwazy¢ sytuacje, gdy cut-formuta jest:
— parametryczna

— przestankowa (zastosowanej reguty)
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

Dowodzimy, ze kazdy (Mix) o gtebokosci = n mozna zastapic¢
zastosowaniami (Mix) o mniejszej gtebokosci.

Dowéd ma dwie czesci:

A. Zaktadamy, ze RR> 1 i rozwazamy rézne przypadki, ktére
doprowadzity do dedukcji prawej przestanki (Mix)

B. Zaktadamy, ze LR> 1 i rozwazamy rézne przypadki, ktére
doprowadzity do dedukcji lewej przestanki (Mix)

W kazdej czesci nalezy rozwazy¢ sytuacje, gdy cut-formuta jest:
— parametryczna

— przestankowa (zastosowanej reguty)

— zasadnicza
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

Dowodzimy, ze kazdy (Mix) o gtebokosci = n mozna zastapic¢
zastosowaniami (Mix) o mniejszej gtebokosci.

Dowéd ma dwie czesci:

A. Zaktadamy, ze RR> 1 i rozwazamy rézne przypadki, ktére
doprowadzity do dedukcji prawej przestanki (Mix)

B. Zaktadamy, ze LR> 1 i rozwazamy rézne przypadki, ktére
doprowadzity do dedukcji lewej przestanki (Mix)

W kazdej czesci nalezy rozwazy¢ sytuacje, gdy cut-formuta jest:
— parametryczna

— przestankowa (zastosowanej reguty)

— zasadnicza

i wzia¢ pod uwage wszystkie mozliwe reguty.
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

A. Zaktadamy, ze RR> 1
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

A. Zaktadamy, ze RR> 1

a) Jezeli w lewej przestance cut-formuta wystepuje po obu stronach
sekwentu, to redukcja catkowita, tak jak w przypadku aksjomatu.
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

A. Zaktadamy, ze RR> 1

a) Jezeli w lewej przestance cut-formuta wystepuje po obu stronach
sekwentu, to redukcja catkowita, tak jak w przypadku aksjomatu.
fragment dowodu o postaci:

el = Ale] o5 N=X

i
) Mel, M= A%, T

gdzie [¢] oznacza, ze ¢ wystepuje w I
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

A. Zaktadamy, ze RR> 1

a) Jezeli w lewej przestance cut-formuta wystepuje po obu stronach
sekwentu, to redukcja catkowita, tak jak w przypadku aksjomatu.
fragment dowodu o postaci:

Mol = Alp] o*,N=X
Mo, M= A%, %

(Mix)

gdzie [¢] oznacza, ze ¢ wystepuje w I
zostaje zastapiony przez:

k
(O (P)
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

b) przypadki gdy cut-formuta jest parametrem a prawa przestanka
jest otrzymana przez regute dziatajaca tylko na nastepniku:
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

b) przypadki gdy cut-formuta jest parametrem a prawa przestanka
jest otrzymana przez regute dziatajaca tylko na nastepniku:
1-przestankowe reguty, np. przypadek (= V)
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

b) przypadki gdy cut-formuta jest parametrem a prawa przestanka
jest otrzymana przez regute dziatajaca tylko na nastepniku:
1-przestankowe reguty, np. przypadek (= V)

fragment dowodu o postaci:

e M=%, 9
r:>A,g0i gpk,ﬂ:>2,wv><
M= A%9Vyx

= V)

(Mix)

zostaje zastapiony przez:
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

b) przypadki gdy cut-formuta jest parametrem a prawa przestanka
jest otrzymana przez regute dziatajaca tylko na nastepniku:
1-przestankowe reguty, np. przypadek (= V)

fragment dowodu o postaci:

PN=%y v)
(Mix) = A AN IS WRTAVEY
FN=AYvYVyx
zostaje zastapiony przez:
M= A, @KﬂéZW(MM

(=) TN=AY, 9
FN=AY ¢V
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

2-przestankowe reguty — tylko (= A):
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

2-przestankowe reguty — tylko (= A):
fragment dowodu o postaci:

e M=%y o M=% x (

= A ¢ YK M=X,9¥Ax .
M= AT, A (Mix)

= A)

zostaje zastapiony przez:
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

2-przestankowe reguty — tylko (= A):
fragment dowodu o postaci:

e M=%y o M=% x
r:>A,g0i @k,néz,wa
FN=AY, Ay

G

(Mix)
zostaje zastapiony przez:
M= A ok N=X, 9 = A ¢ ok N =X,y

M= A1y M= AXx (= A)
M==AY ¢YAx
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

c) przypadki gdy cut-formuta jest parametrem a prawa przestanka
jest otrzymana przez regute dziatajaca tylko na poprzedniku:
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

c) przypadki gdy cut-formuta jest parametrem a prawa przestanka
jest otrzymana przez regute dziatajaca tylko na poprzedniku:
przypadek (A =) — frg. dowodu postaci:

k
_dehNsE
(I\/I') M= A, w/\x,cpk,ﬂ:>2
x CoAx,N= A%
F:>A,cpi w,gok,I'I:Z .
Lo.N=A,Y (M)
(A =)(P=)

NLyAx,N=AX

analogicznie dla (W =), (C =), (P =) a dla 2-przestankowej
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

d) przypadki gdy cut-formuta jest parametrem a prawa przestanka
jest otrzymana przez regute dziatajaca na obu stronach sekwentu:
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

d) przypadki gdy cut-formuta jest parametrem a prawa przestanka
jest otrzymana przez regute dziatajaca na obu stronach sekwentu:
przypadek (=—) — frg. dowodu postaci:

Y, M=%, x
F=A¢ o N=T, ¢ —x
M= A 19— x

(=-)

(Mix)

F= A0 e M=% x
My, M= A% x

LM==AY v —x

(Mix)

(==)(P=)

analogicznie dla (- =), (= )
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

2-przestankowe reguty — tylko (—=>): frg. dowodu postaci:
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o

gtebokosci < n jest eliminowalny.
2-przestankowe reguty — tylko (—=>): frg. dowodu postaci:

k n =
oM =379 X, ", N== (o=)

r A i k+n =
=A@ Y2 xe L ILAS 2, (Mix)
My —x,MA= ALY =

F:>A,g0i X, ", N ==

F:>A,<pi cpk,I'I:>Z,w rvaA:>Aa: (P:>)
M==AYy x, [, A= A,
Y= x, LT A= ALY A=

(A)(P) My —x,MA=AY =

(==)

(Miix)

v
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

e) przypadki gdy cut-formuta jest formuta przestankowa reguty
zastosowanej do prawego sekwentu-przestanki:
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

e) przypadki gdy cut-formuta jest formuta przestankowa reguty
zastosowanej do prawego sekwentu-przestanki:

przypadek (=—) — fragment dowodu o postaci:

o, M=%, ¢

I'ﬁA,(p" <pk*1,|'|:>2,<p—>zp
LM==AY p—1Y

(==)

(Mix)

I_:>A,g0i gok,ﬂ:Z,w
M= A X9

o, [ M==AY ¢

M==AY o—Y

analogicznie dla pozostatych regut 1-przestankowych.
Andrzej Indrzejczak METALOGIKA
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

2-przestankowe reguty: przypadek (—=-) — frg. dowodu o postaci:
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.
2-przestankowe reguty: przypadek (—=-) — frg. dowodu o postaci:

' Mn=3,9 o,N= = (=)
= A, Y=, A= 3, = (Mix)
My — o, M N =AY =

jezeli o nie jest w I (M* = 1), to zostaje zastapiony przez:
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.
2-przestankowe reguty: przypadek (—=-) — frg. dowodu o postaci:

' Mn=3,9 o,N= = (=)
= A, Y=, A= 3, = (Mix)
My — o, M N =AY =

jezeli o nie jest w I (M* = 1), to zostaje zastapiony przez:

r= A, o A==
:> 7%0 SD’ :> (MIX)

A= A=
-ty phi=az W)
Y=o, TN =2 A= (P)

My — e M N=AY=
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

jezeli ¢ jest w I, to zostaje zastapiony przez:
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

jezeli ¢ jest w I, to zostaje zastapiony przez:

r:>A,cpi p,N==

: — (Mix)
L T=Ay N> A = A=
(At L =A%, ¢ ST A SAZ W)
(—=)

Y=o, M TN =AY A=
My — oM N =AY =

(P)(C)

przypadek (V =) analogicznie.
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

f) przypadki gdy cut-formuta jest formuta gtéwna reguty
zastosowanej do prawego sekwentu-przestanki:
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

f) przypadki gdy cut-formuta jest formuta gtéwna reguty
zastosowanej do prawego sekwentu-przestanki:

przypadek (=—) — fragment dowodu o postaci:

o, M=%, ¢

I'ﬁA,(p" <pk*1,|'|:>):,<p—>zp
LM==AY p—1Y

(==)

(Mix)

= A, ¢ kM=%, .
rson Kz (Mix)
(W:) b é b 7¢
(:>%) <p7r?n$A7z’/l7Z}
M==AY oY

analogicznie dla pozostatych regut 1-przestankowych.
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: j.w.
reguty 2-przestankowe — przypadek (V =): frg. postaci:
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: j.w.
reguty 2-przestankowe — przypadek (V =): frg. postaci:

p,MN=X P, M=%

M= AoV IS (MI_X)(V;‘)
rLn=Ax

= A,V o, M= X M= AoVl P, M=
oM =AY Ly, =AX
® (% (P =)
o, LM =AY w,r,n*:»A,z( )

St eV, [T =AY (Mix)
rLrn=AAY (P)(C)
L= AX

analogicznie dla (—=) — uwaga na podprzypadki! Analogicznie

ab ol \ /I
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RACHUNEK SEKWENTOW

Eliminacja ciecia:

Niektére konsekwencje eliminacji ciecia:

@ dowdd rozstrzygalnosci rachunku zdan w wersji klasycznej i
intuicjonistycznej
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RACHUNEK SEKWENTOW

Eliminacja ciecia:

Niektére konsekwencje eliminacji ciecia:

@ dowdd rozstrzygalnosci rachunku zdan w wersji klasycznej i
intuicjonistycznej

@ dowdd niesprzecznosci logiki klasycznej i intuicjonistycznej
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RACHUNEK SEKWENTOW
Eliminacja ciecia:

Niektére konsekwencje eliminacji ciecia:

@ dowdd rozstrzygalnosci rachunku zdan w wersji klasycznej i
intuicjonistycznej
@ dowdd niesprzecznosci logiki klasycznej i intuicjonistycznej

@ dowdd niesprzecznosci arytmetyki bez reguty indukcji
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RACHUNEK SEKWENTOW
Eliminacja ciecia:

Niektére konsekwencje eliminacji ciecia:

@ dowdd rozstrzygalnosci rachunku zdan w wersji klasycznej i
intuicjonistycznej

@ dowdd niesprzecznosci logiki klasycznej i intuicjonistycznej

@ dowdd niesprzecznosci arytmetyki bez reguty indukcji

o dowdd twierdzenia o interpolacji dla logiki klasycznej i
intuicjonistycznej
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RACHUNEK SEKWENTOW
Eliminacja ciecia:

Niektére konsekwencje eliminacji ciecia:

@ dowdd rozstrzygalnosci rachunku zdan w wersji klasycznej i
intuicjonistycznej

@ dowdd niesprzecznosci logiki klasycznej i intuicjonistycznej

@ dowdd niesprzecznosci arytmetyki bez reguty indukcji

o dowdd twierdzenia o interpolacji dla logiki klasycznej i
intuicjonistycznej

Twierdzenie o niesprzecznosci LK: = nie jest dowiedlne w LK.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Eliminacja ciecia:

Whasnosé podformut:

Wiekszos¢ wymienionych przez nas konsekwencji eliminacji ciecia
jest pochodna tzw. wfasnosci podformut. Wyréznijmy 3 znaczenia:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Eliminacja ciecia:

Whasnosé podformut:

Wiekszos¢ wymienionych przez nas konsekwencji eliminacji ciecia
jest pochodna tzw. wfasnosci podformut. Wyréznijmy 3 znaczenia:
© Reguta posiada te wtasnos¢ wtedy gdy w

sekwentach-przestankach wystepuja tylko podformuty formut z
sekwentu-wniosku.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Eliminacja ciecia:

Whasnosé podformut:

Wiekszos¢ wymienionych przez nas konsekwencji eliminacji ciecia
jest pochodna tzw. wfasnosci podformut. Wyréznijmy 3 znaczenia:

© Reguta posiada te wtasnos¢ wtedy gdy w
sekwentach-przestankach wystepuja tylko podformuty formut z
sekwentu-wniosku.

@ System RS posiada te wtasnos¢ wtedy gdy kazda reguta ja
posiada.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Eliminacja ciecia:

Whasnosé podformut:

Wiekszos¢ wymienionych przez nas konsekwencji eliminacji ciecia
jest pochodna tzw. wfasnosci podformut. Wyréznijmy 3 znaczenia:

© Reguta posiada te wtasnos¢ wtedy gdy w
sekwentach-przestankach wystepuja tylko podformuty formut z
sekwentu-wniosku.

@ System RS posiada te wtasnos¢ wtedy gdy kazda reguta ja
posiada.

© Dowdd sekwentu S posiada wtasno$¢ podformut wtedy gdy
wszystkie sekwenty w nim wystepujace sktadaja sie tylko z
podformut S.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Eliminacja ciecia:

Whasnosé podformut:

Wiekszos¢ wymienionych przez nas konsekwencji eliminacji ciecia
jest pochodna tzw. wfasnosci podformut. Wyréznijmy 3 znaczenia:

© Reguta posiada te wtasnos¢ wtedy gdy w
sekwentach-przestankach wystepuja tylko podformuty formut z
sekwentu-wniosku.

@ System RS posiada te wtasnos¢ wtedy gdy kazda reguta ja
posiada.

© Dowdd sekwentu S posiada wtasno$¢ podformut wtedy gdy
wszystkie sekwenty w nim wystepujace sktadaja sie tylko z
podformut S.

Uwaga: jezeli system RS ma wiasnos¢ podformut, to i kazdy dowdd
w tym systemie ja posiada, ale nie odwrotnie.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Eliminacja ciecia:

Rézne znaczenia analitycznosci:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Eliminacja ciecia:

Rézne znaczenia analitycznosci:

o Euklidesowe — dowdd przez réwnowaznosciowe przeksztatcenia
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RACHUNEK SEKWENTOW

Eliminacja ciecia:

Rézne znaczenia analitycznosci:

o Euklidesowe — dowdd przez réwnowaznosciowe przeksztatcenia

o Kartezjaniskie — rozwiazanie problemu sprowadzalne do
rozwiazania podproblemdéw
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RACHUNEK SEKWENTOW

Eliminacja ciecia:

Rézne znaczenia analitycznosci:

o Euklidesowe — dowdd przez réwnowaznosciowe przeksztatcenia
o Kartezjaniskie — rozwiazanie problemu sprowadzalne do
rozwiazania podproblemdéw

o teoriodowodowe — dowdd jest prowadzony od tytu (od
twierdzenia do aksjomatéw)
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RACHUNEK SEKWENTOW

Eliminacja ciecia:

Rézne znaczenia analitycznosci:

o Euklidesowe — dowdd przez réwnowaznosciowe przeksztatcenia
o Kartezjaniskie — rozwiazanie problemu sprowadzalne do
rozwiazania podproblemdéw

o teoriodowodowe — dowdd jest prowadzony od tytu (od
twierdzenia do aksjomatéw)

@ metodologiczne (w RS) — reguta ciecia jest eliminowalna
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RACHUNEK SEKWENTOW

Eliminacja ciecia:

Rézne znaczenia analitycznosci:

o Euklidesowe — dowdd przez réwnowaznosciowe przeksztatcenia

o Kartezjaniskie — rozwiazanie problemu sprowadzalne do
rozwiazania podproblemdéw

o teoriodowodowe — dowdd jest prowadzony od tytu (od
twierdzenia do aksjomatéw)

@ metodologiczne (w RS) — reguta ciecia jest eliminowalna

e met. (w RS, Tab) — wszystkie reguty systemu maja wtasnos¢
podformut

V.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Eliminacja ciecia:

Rézne znaczenia analitycznosci:

o Euklidesowe — dowdd przez réwnowaznosciowe przeksztatcenia

o Kartezjaniskie — rozwiazanie problemu sprowadzalne do
rozwiazania podproblemdéw

o teoriodowodowe — dowdd jest prowadzony od tytu (od
twierdzenia do aksjomatéw)

@ metodologiczne (w RS) — reguta ciecia jest eliminowalna

e met. (w RS, Tab) — wszystkie reguty systemu maja wtasnos¢
podformut

@ met. (w Tab) — wszystkie reguty sa regutami eliminacji

V.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Eliminacja ciecia:

Rézne znaczenia analitycznosci:

o Euklidesowe — dowdd przez réwnowaznosciowe przeksztatcenia

o Kartezjaniskie — rozwiazanie problemu sprowadzalne do
rozwiazania podproblemdéw

o teoriodowodowe — dowdd jest prowadzony od tytu (od
twierdzenia do aksjomatéw)

@ metodologiczne (w RS) — reguta ciecia jest eliminowalna

e met. (w RS, Tab) — wszystkie reguty systemu maja wtasnos¢
podformut

@ met. (w Tab) — wszystkie reguty sa regutami eliminacji

@ met. (w RS, DN) — stosowalno$¢ regut jest ograniczona do
wyznaczonego zbioru formut (np. zbioru podformut
dowodzonej formuty)
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RACHUNEK SEKWENTOW

Eliminacja ciecia:

Wiasnos¢ podformut a analitycznosé:

Przyjmijmy nastepujace definicje:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Eliminacja ciecia:

Wiasnos¢ podformut a analitycznosé:

Przyjmijmy nastepujace definicje:

@ System RS, w ktérym stosowalnos¢ regut w dowodzie jest
ograniczona do wyznaczonego zbioru formut (np. zbioru
podformut dowodzonego sekwentu lub jakiegos dobrze
zdefiniowanego ich nadzbioru) jest (stabo) analityczny.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Eliminacja ciecia:

Wiasnos¢ podformut a analitycznosé:

Przyjmijmy nastepujace definicje:

@ System RS, w ktérym stosowalnos¢ regut w dowodzie jest
ograniczona do wyznaczonego zbioru formut (np. zbioru
podformut dowodzonego sekwentu lub jakiegos dobrze
zdefiniowanego ich nadzbioru) jest (stabo) analityczny.

@ System RS, ktéry posiada wtasnos¢ podformut bedziemy
okreslac jako scisle analityczny.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Eliminacja ciecia:

Wiasnos¢ podformut a analitycznosé:

Przyjmijmy nastepujace definicje:

@ System RS, w ktérym stosowalnos¢ regut w dowodzie jest
ograniczona do wyznaczonego zbioru formut (np. zbioru
podformut dowodzonego sekwentu lub jakiegos dobrze
zdefiniowanego ich nadzbioru) jest (stabo) analityczny.

@ System RS, ktéry posiada wtasnos¢ podformut bedziemy
okreslac jako scisle analityczny.

Uwagal: System RS, w ktérym kazdy dowdd posiada wtasnos¢
podformut jest (stabo) analityczny.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Rozstrzygalnosc:

Preliminaria — Uogdlnienie pojecia dowod
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RACHUNEK SEKWENTOW
Rozstrzygalnosc:

Preliminaria — Uogdlnienie pojecia dowodu:

@ Drzewo, w ktérym niekoniecznie kazdy lis¢ jest sekwentem
aksjomatycznym, ale ktére spetnia pozostate dwa warunki
definicji dowodu, to dedukcja sekwentu S.
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RACHUNEK SEKWENTOW
Rozstrzygalnosc:

Preliminaria — Uogdlnienie pojecia dowodu:

@ Drzewo, w ktérym niekoniecznie kazdy lis¢ jest sekwentem
aksjomatycznym, ale ktére spetnia pozostate dwa warunki
definicji dowodu, to dedukcja sekwentu S.

@ Niech D bedzie dedukcja S, a X oznacza zbiér wszystkich lisci
drzewa D, ktére nie sa sekwentami aksjomatycznymi, wtedy
D jest dedukcja Sz X (X F S).
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RACHUNEK SEKWENTOW
Rozstrzygalnosc:

Preliminaria — Uogdlnienie pojecia dowodu:

@ Drzewo, w ktérym niekoniecznie kazdy lis¢ jest sekwentem
aksjomatycznym, ale ktére spetnia pozostate dwa warunki
definicji dowodu, to dedukcja sekwentu S.

@ Niech D bedzie dedukcja S, a X oznacza zbiér wszystkich lisci
drzewa D, ktére nie sa sekwentami aksjomatycznymi, wtedy
D jest dedukcja Sz X (X F S).

Uwaga: W szczegdlnosci dedukcja z pustym X jest dowodem S.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Rozstrzygalnosc:

Preliminaria — drzewo dowodowe sekwentu S
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RACHUNEK SEKWENTOW

Rozstrzygalnosc:

Preliminaria — drzewo dowodowe sekwentu S

© Kazde jednoelementowe drzewo, ktérego wezet jest
sekwentem S jest drzewem dowodowym sekwentu S.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Rozstrzygalnosc:

Preliminaria — drzewo dowodowe sekwentu S

© Kazde jednoelementowe drzewo, ktérego wezet jest
sekwentem S jest drzewem dowodowym sekwentu S.

@ Jezeli S’ jest nieatomowym liSciem w drzewie dowodowym
sekwentu S, to drzewo uzyskane przez dopisanie sekwentu T
powyzej sekwentu S’ jest drzewem dowodowym sekwentu S,
pod warunkiem, ze T jest podstawieniem przestanki a S’ jest
podstawieniem wniosku jednej z regut jednoprzestankowych.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Rozstrzygalnosc:

Preliminaria — drzewo dowodowe sekwentu S

© Kazde jednoelementowe drzewo, ktérego wezet jest
sekwentem S jest drzewem dowodowym sekwentu S.

@ Jezeli S’ jest nieatomowym liSciem w drzewie dowodowym
sekwentu S, to drzewo uzyskane przez dopisanie sekwentu T
powyzej sekwentu S’ jest drzewem dowodowym sekwentu S,
pod warunkiem, ze T jest podstawieniem przestanki a S’ jest
podstawieniem wniosku jednej z regut jednoprzestankowych.

© Jezeli S’ jest nieatomowym liSciem w drzewie dowodowym
sekwentu S, to drzewo uzyskane przez dopisanie sekwentéw T
i T' powyzej sekwentu S’ jest drzewem dowodowym sekwentu
S, pod warunkiem, ze T jest podstawieniem lewej przestanki,
T' jest podstawieniem prawej przestanki, a S’ jest
podstawieniem wniosku jednej z regut dwuprzestankowych.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Rozstrzygalnosc:

Preliminaria — drzewo dowodowe sekwentu S

© Kazde jednoelementowe drzewo, ktérego wezet jest
sekwentem S jest drzewem dowodowym sekwentu S.

@ Jezeli S’ jest nieatomowym liSciem w drzewie dowodowym
sekwentu S, to drzewo uzyskane przez dopisanie sekwentu T
powyzej sekwentu S’ jest drzewem dowodowym sekwentu S,
pod warunkiem, ze T jest podstawieniem przestanki a S’ jest
podstawieniem wniosku jednej z regut jednoprzestankowych.

© Jezeli S’ jest nieatomowym liSciem w drzewie dowodowym
sekwentu S, to drzewo uzyskane przez dopisanie sekwentéw T
i T' powyzej sekwentu S’ jest drzewem dowodowym sekwentu
S, pod warunkiem, ze T jest podstawieniem lewej przestanki,
T' jest podstawieniem prawej przestanki, a S’ jest
podstawieniem wniosku jednej z regut dwuprzestankowych.

@ Nic wiecej nie jest drzewem dowodowym sekwentu S.

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA




RACHUNEK SEKWENTOW
Rozstrzygalnosc:

Preliminaria — dowéd /dedukcja S a drzewo dowodowe S:
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RACHUNEK SEKWENTOW
Rozstrzygalnosc:

Preliminaria — dowéd /dedukcja S a drzewo dowodowe S:

Oba pojecia sa wprowadzone indukcyjnymi definicjami
szczegdlnego rodzaju drzew, jednak budowanymi w rézny sposéb.
Definicja dowodu/dedukcji zaczyna od lisci i pokazuje jak dojs¢ do
korzenia, natomiast definicja drzewa dowodowego zaczyna od
korzenia i pokazuje jak doj$¢ do lisci.
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RACHUNEK SEKWENTOW
Rozstrzygalnosc:

Preliminaria — dowéd /dedukcja S a drzewo dowodowe S:

Oba pojecia sa wprowadzone indukcyjnymi definicjami
szczegdlnego rodzaju drzew, jednak budowanymi w rézny sposéb.
Definicja dowodu/dedukcji zaczyna od lisci i pokazuje jak dojs¢ do
korzenia, natomiast definicja drzewa dowodowego zaczyna od
korzenia i pokazuje jak doj$¢ do lisci.

Definicja taka jest przydatniejsza jako podstawa dla stosowania
indukcji wstepujacej po gateziach konstruowanego drzewa.
Zaleznos¢ miedzy dwoma ujeciami oddaje ponizszy:
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RACHUNEK SEKWENTOW
Rozstrzygalnosc:

Preliminaria — dowéd /dedukcja S a drzewo dowodowe S:

Oba pojecia sa wprowadzone indukcyjnymi definicjami
szczegdlnego rodzaju drzew, jednak budowanymi w rézny sposéb.
Definicja dowodu/dedukcji zaczyna od lisci i pokazuje jak dojs¢ do
korzenia, natomiast definicja drzewa dowodowego zaczyna od
korzenia i pokazuje jak doj$¢ do lisci.

Definicja taka jest przydatniejsza jako podstawa dla stosowania
indukcji wstepujacej po gateziach konstruowanego drzewa.
Zaleznos¢ miedzy dwoma ujeciami oddaje ponizszy:

Fakt15: D jest dedukcja S z X wtw D jest drzewem dowodowym
sekwentu S, w ktérym X jest podzbiorem zbioru lisci.

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



RACHUNEK SEKWENTOW

Rozstrzygalnosc:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Rozstrzygalnosc:

Drzewa dowodowe kompletne:

to drzewa dowodowe, w ktérych kazdy lis¢ jest sekwentem
atomowym. Dla drzew dowodowych zachodzi wazny:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Rozstrzygalnosc:

Drzewa dowodowe kompletne:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Rozstrzygalnosc:

Drzewa dowodowe kompletne:

to drzewa dowodowe, w ktérych kazdy lis¢ jest sekwentem
atomowym. Dla drzew dowodowych zachodzi wazny:

Lematl6: Kazde drzewo dowodowe sekwentu S mozna poszerzyc
do drzewa kompletnego

Dowdéd: Wystarczy zawsze wybierac pierwszy od lewej nieatomowy
sekwent-lis¢ i stosowaé do niego logiczna regute (po ewentualnych
permutacjach) do pierwszej od lewej nieatomowej formuty.
Wiasnos¢ podformut zapewnia skoriczonos¢ takiej procedury.

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



RACHUNEK SEKWENTOW

Rozstrzygalnosc:

Drzewa dowodowe kompletne:

to drzewa dowodowe, w ktérych kazdy lis¢ jest sekwentem
atomowym. Dla drzew dowodowych zachodzi wazny:

Lematl6: Kazde drzewo dowodowe sekwentu S mozna poszerzyc
do drzewa kompletnego

Dowdéd: Wystarczy zawsze wybierac pierwszy od lewej nieatomowy
sekwent-lis¢ i stosowaé do niego logiczna regute (po ewentualnych
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Wiasnos¢ podformut zapewnia skoriczonos¢ takiej procedury.

Prosta konsekwencja powyzszego lematu jest:
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Rozstrzygalnosc:

Drzewa dowodowe kompletne:

to drzewa dowodowe, w ktérych kazdy lis¢ jest sekwentem
atomowym. Dla drzew dowodowych zachodzi wazny:

Lematl6: Kazde drzewo dowodowe sekwentu S mozna poszerzyc
do drzewa kompletnego

Dowdéd: Wystarczy zawsze wybierac pierwszy od lewej nieatomowy
sekwent-lis¢ i stosowaé do niego logiczna regute (po ewentualnych
permutacjach) do pierwszej od lewej nieatomowej formuty.
Wiasnos¢ podformut zapewnia skoriczonos¢ takiej procedury.

Prosta konsekwencja powyzszego lematu jest:

Faktl7: Kazde kompletne drzewo dowodowe sekwentu S jest
dowodem S albo dedukcja S z niepustego zbioru atomowych
(nieaksjomatycznych) sekwentéw X.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Rozstrzygalnosc:

Zbieznos¢

System RS jest zbiezny (confluent) wtw, jezeli sekwent jest
dowiedIny, to dowolne drzewo dowodowe z tym sekwentem jako
korzeniem mozna poszerzy¢ tak, ze uzyskamy dowdd tego
sekwentu.

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



RACHUNEK SEKWENTOW

Rozstrzygalnosc:

Zbieznos¢

System RS jest zbiezny (confluent) wtw, jezeli sekwent jest
dowiedIny, to dowolne drzewo dowodowe z tym sekwentem jako
korzeniem mozna poszerzy¢ tak, ze uzyskamy dowdd tego
sekwentu.

LK nawet bez (Cut) jest niezbiezne. Przyczyna braku zbieznosci
LK jest wystepowanie kontrakcji, ostabiania, G-reguty (= V) i
(A =) oraz k-niezalezna reguta (—=>).
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Rozstrzygalnosc:

Zbieznos¢

System RS jest zbiezny (confluent) wtw, jezeli sekwent jest
dowiedIny, to dowolne drzewo dowodowe z tym sekwentem jako
korzeniem mozna poszerzy¢ tak, ze uzyskamy dowdd tego
sekwentu.

LK nawet bez (Cut) jest niezbiezne. Przyczyna braku zbieznosci
LK jest wystepowanie kontrakcji, ostabiania, G-reguty (= V) i
(A =) oraz k-niezalezna reguta (—=>).

Uwaga: W LK w rezultacie braku zbieznosci mimo iz S jest
dowiedIne, to mozna otrzymac jego drzewo dowodowe, ktére nie
jest dowodem S.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Rozstrzygalnosc:

Zbieznos¢

Dla LK-K bez (Cut) zachodzi zbieznos¢:
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Dla LK-K bez (Cut) zachodzi zbieznos¢:

Lemat18: Jezeli S jest dowiedlne w LK-K, to kazde drzewo
dowodowe sekwentu S mozna poszerzy¢ do dowodu S w LK-K.
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Lemat18: Jezeli S jest dowiedlne w LK-K, to kazde drzewo
dowodowe sekwentu S mozna poszerzy¢ do dowodu S w LK-K.

Konsekwencja powyzszych jest:

Twierdzeniel9: O rozstrzygalnosci dla LK-K: Dla dowolnego S w
skoniczony sposéb mozna wykazaé, ze jest dowiedlne lub dowodu
nie posiada.
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Rozstrzygalnosc:

Zbieznos¢
Dla LK-K bez (Cut) zachodzi zbieznos¢:

Lemat18: Jezeli S jest dowiedlne w LK-K, to kazde drzewo
dowodowe sekwentu S mozna poszerzy¢ do dowodu S w LK-K.

Konsekwencja powyzszych jest:

Twierdzeniel9: O rozstrzygalnosci dla LK-K: Dla dowolnego S w
skoniczony sposéb mozna wykazaé, ze jest dowiedlne lub dowodu
nie posiada.

Uwaga: Dla LK tez mozna dowies¢ rozstrzygalnosci ale wymaga to
uwzglednienia koniecznosci " backtrackingu” — rozwazania réznych
poszerzen danego drzewa dowodowego.
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