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RACHUNEK SEKWENTÓW

Analityczny System RS

Regu ly:

(AX ) Γ, ϕ⇒ ϕ,∆

(¬⇒) Γ⇒ ∆, ϕ
¬ϕ, Γ⇒ ∆ (⇒¬) ϕ, Γ⇒ ∆

Γ⇒ ∆,¬ϕ

(∧⇒) ϕ,ψ, Γ⇒ ∆
ϕ∧ψ, Γ⇒ ∆ (⇒∧) Γ⇒ ∆, ϕ Γ⇒ ∆, ψ

Γ⇒ ∆, ϕ∧ψ

(⇒∨) Γ⇒ ∆, ϕ, ψ
Γ⇒ ∆, ϕ∨ψ (∨⇒) ϕ, Γ⇒ ∆ ψ, Γ⇒ ∆

ϕ∨ψ, Γ⇒ ∆

(⇒→) ϕ, Γ⇒ ∆, ψ
Γ⇒ ∆, ϕ→ψ

(→⇒) Γ⇒ ∆, ϕ ψ, Γ⇒ ∆
ϕ→ψ, Γ⇒ ∆

Uwaga1: brak jest regu l strukturalnych ale Γ,∆ oznaczaja̧ zbiory.
Uwaga2: definicje dowodu, dedukcji itp. bez zmian.
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Analityczny System RS

Definicja d lugości dowodu:

Dowód aksjomatu ma d lugość 0

jeżeli S zosta l wydedukowany z S’ za pomoca̧ regu ly
1-przes lankowej, to jeżeli dowód S’ ma d lugość n, to dowód S
ma d lugość n + 1

jeżeli S zosta l wydedukowany z S’i S” za pomoca̧ regu ly
2-przes lankowej, to jeżeli dowód S’ ma d lugość n a dowód S”
ma d lugość m, to dowód S ma d lugość Max(n,m) + 1
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Analityczny System RS

Wybrane w lasności ARS:

Twierdzenie20 (Przystosowanie): Jeżeli `ARS Γ⇒ ∆, to
|= Γ⇒ ∆.

Lemat21 (Dopuszczalność os labiania): Jeżeli `ARS Γ′ ⇒ ∆′, to
`ARS Γ⇒ ∆, dla Γ′ ⊆ Γ, ∆′ ⊆ ∆, ponadto d lugość dowodu nie
jest wiȩksza.

Lemat22 (Odwracalność regu l): Dla każdej regu ly, jeżeli wniosek
ma dowód (d lugości n), to przes lanki też maja̧ dowody (d lugości
≤ n).

Uwaga1: Nie możemy skorzystać z Lematu o odwracalności regu l
dla LK-K, bo tamten by l dowiedziony przy użyciu (Cut).
Uwaga2: Dla obu lematów przeprowadzimy dowód indukcyjny po
d lugości dowodu.
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Analityczny System RS

Dopuszczalność os labiania w ARS:

Dowód indukcyjny po d lugości dowodu Γ′ ⇒ ∆′.
Baza: Dowód Γ′ ⇒ ∆′ ma d lugość 0, zatem jest to aksjomat.
Wiȩc Γ⇒ ∆ też jest aksjomatem o dowodzie d lugości 0.
Za lożenie indukcyjne mówi, że lemat zachodzi dla dowolnego
dowodu Γ′ ⇒ ∆′ o d lugości < n. Pokazujemy, że zajdzie również
gdy dowód ma d lugość n.
Musimy rozważyć przypadki zastosowania wszystkich regu l do
uzyskania Γ′ ⇒ ∆′.
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Analityczny System RS

Dopuszczalność os labiania w ARS:

Rozważmy przypadek (∧ ⇒).

Mamy zatem dowód D d lugości n zakończony sekwentem
ϕ ∧ ψ, Γ′′ ⇒ ∆′ := Γ′ ⇒ ∆′ (Γ′ = Γ′′ ∪ {ϕ ∧ ψ}).
Przes lanka ϕ,ψ, Γ′′ ⇒ ∆′ ma dowód d lugości n − 1 zatem
podpada pod za lożenie indukcyjne, czyli ϕ,ψ, Γ′′,Π⇒ ∆, gdzie
Π = Γ− Γ′, ma dowód tej samej d lugości, tj. n − 1.
Przez (∧ ⇒) otrzymujemy ϕ ∧ ψ, Γ′′,Π⇒ ∆ := Γ⇒ ∆; dowód
ma d lugość n.

Zadanie: dowieść inne przypadki.
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Rozważmy przypadek (∧ ⇒).
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ma d lugość n.
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Dopuszczalność os labiania w ARS:
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Analityczny System RS

Odwracalność regu l w ARS:

Lemat22: Dla każdej regu ly, jeżeli wniosek ma dowód (d lugości n),
to przes lanki też maja̧ dowody (d lugości ≤ n).

Przeprowadzimy dowód indukcyjny po d lugości dowodu
sekwentu-wniosku.
Baza: Dowód ma d lugość 0, zatem jest to aksjomat. Niech to
bȩdzie np. Γ, p ⇒ p,∆, ϕ ∧ ψ, wtedy obie przes lanki maja̧ postać
Γ, p ⇒ p,∆, ϕ i Γ, p ⇒ p,∆, ψ i obie sa̧ dowiedlne (jako
aksjomaty).
Analogicznie dla innych przypadków.
Za lożenie indukcyjne mówi, że lemat zachodzi dla dowolnego
dowodu wniosku o d lugości < n. Pokazujemy, że zajdzie również
gdy dowód ma d lugość n.

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



RACHUNEK SEKWENTÓW
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Baza: Dowód ma d lugość 0, zatem jest to aksjomat. Niech to
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gdy dowód ma d lugość n.
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Odwracalność regu l w ARS:
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Analityczny System RS

Odwracalność regu l w ARS:

Rozważmy przypadek (∧ ⇒).

Mamy zatem dowód D d lugości n zakończony sekwentem
S := ϕ ∧ ψ, Γ⇒ ∆.
Należy rozważyć 2 podprzypadki:

a. ϕ ∧ ψ jest formu la̧ zasadnicza̧ S

b. ϕ ∧ ψ nie jest formu la̧ zasadnicza̧ S

Jeżeli ostatnia regu la to (∧ ⇒) z ϕ ∧ ψ jako formu la̧ zasadnicza̧,
to wtedy po obciȩciu ostatniego sekwentu z D mamy dowód
ϕ,ψ, Γ⇒ ∆ (d lugości n − 1).
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Należy rozważyć 2 podprzypadki:

a. ϕ ∧ ψ jest formu la̧ zasadnicza̧ S

b. ϕ ∧ ψ nie jest formu la̧ zasadnicza̧ S

Jeżeli ostatnia regu la to (∧ ⇒) z ϕ ∧ ψ jako formu la̧ zasadnicza̧,
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Analityczny System RS

Odwracalność regu l w ARS:

Rozważmy przypadek (∧ ⇒), podprzypadek b.
Jeżeli ϕ ∧ ψ nie jest formu la̧ zasadnicza̧ S , to jest formu la̧
parametryczna̧; przyk ladowo, jeżeli otatnio zastosowana regu la by la
2-przes lankowa, to D kończy siȩ nastȩpuja̧co:

ϕ ∧ ψ, Γ′ ⇒ ∆′ ϕ ∧ ψ, Γ′′ ⇒ ∆′′

ϕ ∧ ψ, Γ⇒ ∆

Ponieważ dowody obu przes lanek maja̧ d lugość < n, to podpadaja̧
pod za lożenie indukcyjne. Zatem mamy dowody sekwentów
ϕ,ψ, Γ′ ⇒ ∆′ i ϕ,ψ, Γ′′ ⇒ ∆′′. Ale wtedy za pomoca̧ tej samej
regu ly 2-przes lankowej, która kończy la D wydedukujemy z nich
sekwent ϕ,ψ, Γ⇒ ∆, czyli przes lankȩ rozważanego sekwentu.
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Analityczny System RS
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pod za lożenie indukcyjne. Zatem mamy dowody sekwentów
ϕ,ψ, Γ′ ⇒ ∆′ i ϕ,ψ, Γ′′ ⇒ ∆′′. Ale wtedy za pomoca̧ tej samej
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Jeżeli ϕ ∧ ψ nie jest formu la̧ zasadnicza̧ S , to jest formu la̧
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Analityczny System RS

Parȩ ważnych definicji

1 Γ ` ∆ wtw ` Γ′ ⇒ ∆′ dla pewnego skończonego Γ′ ⊆ Γ i
∆′ ⊆ ∆

2 Γ 0 ∆ wtw 0 Γ′ ⇒ ∆′ dla każdego skończonego Γ′ ⊆ Γ i
∆′ ⊆ ∆

3 (Γ,∆) jest niesprzeczna wtw Γ 0 ∆

4 (Γ,∆) jest sprzeczna wtw Γ ` ∆
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Analityczny System RS

Niesprzeczność par zbiorów formu l

Lemat23: Jeżeli (Γ,∆) jest niesprzeczna, to:

Γ ∩∆ = ∅
(Γ′,∆′) jest niesprzeczna, dla dowolnego Γ′ ⊆ Γ i ∆′ ⊆ ∆

Dowód: W pierwszym wypadku gdyby Γ ∩∆ 6= ∅ to by loby
dowiedlne (jako aksjomat), co przeczy za lożeniu. Podobnie w
drugim przypadku, gdyby jakieś (Γ′,∆′) by lo sprzeczne, to wtedy z
Γ′ ⇒ ∆′ wydedukujemy przez (W) Γ⇒ ∆.
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Analityczny System RS

Niesprzeczność par zbiorów formu l

Lemat24: Jeżeli (Γ,∆) jest niesprzeczna, to:

1 jeżeli ϕ ∈ Γ, to ϕ /∈ ∆

2 jeżeli ϕ ∈ ∆, to ϕ /∈ Γ

3 jeżeli ¬ϕ ∈ Γ, to ϕ /∈ Γ

4 jeżeli ¬ϕ ∈ ∆, to ϕ /∈ ∆

5 jeżeli ϕ ∧ ψ ∈ Γ, to ϕ /∈ ∆ i ψ /∈ ∆

6 jeżeli ϕ ∧ ψ ∈ ∆, to ϕ /∈ Γ lub ψ /∈ Γ

7 jeżeli ϕ ∨ ψ ∈ Γ, to ϕ /∈ ∆ lub ψ /∈ ∆

8 jeżeli ϕ ∨ ψ ∈ ∆, to ϕ /∈ Γ i ψ /∈ Γ

9 jeżeli ϕ→ ψ ∈ Γ, to ϕ /∈ Γ lub ψ /∈ ∆

10 jeżeli ϕ→ ψ ∈ ∆, to ϕ /∈ ∆ i ψ /∈ Γ
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Analityczny System RS

Niesprzeczność par zbiorów formu l

Dowód Lematu24:

Pierwsze dwa przypadki, to bezpośrednia konsekwencja
poprzedniego lematu. Dla ilustracji udowodnimy punkt 9 i 10.
Dla 9. za lóżmy niewprost, że ϕ→ ψ ∈ Γ ale ϕ ∈ Γ i ψ ∈ ∆.
Jednak ` ϕ→ ψ,ϕ⇒ ψ, wiȩc przez (W) dowiedziemy, że
` Γ⇒ ∆, co jest sprzeczne z za lożeniem lematu.
Dla 10. zak ladamy niewprost, że ϕ ∈ ∆ lub ψ ∈ Γ chociaż
ϕ→ ψ ∈ ∆. Zauważmy jednak, że zarówno ⇒ ϕ→ ψ,ϕ jak i
ψ ⇒ ϕ→ ψ sa̧ dowiedlne, wiȩc w każdym wypadku przez (W)
otrzymamy dowód Γ⇒ ∆ co przeczy za lożeniu lematu.
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Dla 10. zak ladamy niewprost, że ϕ ∈ ∆ lub ψ ∈ Γ chociaż
ϕ→ ψ ∈ ∆. Zauważmy jednak, że zarówno ⇒ ϕ→ ψ,ϕ jak i
ψ ⇒ ϕ→ ψ sa̧ dowiedlne, wiȩc w każdym wypadku przez (W)
otrzymamy dowód Γ⇒ ∆ co przeczy za lożeniu lematu.
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Analityczny System RS

Niesprzeczność par zbiorów formu l
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Analityczny i konstruktywny dowód pe lności ARS

Saturacja (nasycanie) par zbiorów:

(Γ,∆) jest (w dó l) nasycony (downward saturated) wtw:

1 jeżeli ¬ϕ ∈ Γ, to ϕ ∈ ∆

2 jeżeli ¬ϕ ∈ ∆, to ϕ ∈ Γ

3 jeżeli ϕ ∧ ψ ∈ Γ, to ϕ ∈ Γ i ψ ∈ Γ

4 jeżeli ϕ ∧ ψ ∈ ∆, to ϕ ∈ ∆ lub ψ ∈ ∆

5 jeżeli ϕ ∨ ψ ∈ Γ, to ϕ ∈ Γ lub ψ ∈ Γ

6 jeżeli ϕ ∨ ψ ∈ ∆, to ϕ ∈ ∆ i ψ ∈ ∆

7 jeżeli ϕ→ ψ ∈ Γ, to ϕ ∈ ∆ lub ψ ∈ Γ

8 jeżeli ϕ→ ψ ∈ ∆, to ϕ ∈ Γ i ψ ∈ ∆
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Analityczny i konstruktywny dowód pe lności ARS

Istnienie modelu:

Lemat25 (prawdziwościowy – wersja analityczna:)

Jeżeli (Γ,∆) jest nasycony i niesprzeczny, to istnieje dla niej model
falsyfikuja̧cy M, t.j. taki, że:

jeżeli ϕ ∈ Γ, to M � ϕ

jeżeli ϕ ∈ ∆, to M 2 ϕ

Dowód: Definujemy model przyjmuja̧c, że M = Var(Γ) i
dowodzimy, że spe lnia warunki przez indukcjȩ po d lugości formu l.
Baza wynika z definicji, pozosta le przypadki do samodzielnego
udowodnienia.
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Baza wynika z definicji, pozosta le przypadki do samodzielnego
udowodnienia.

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



RACHUNEK SEKWENTÓW

Analityczny i konstruktywny dowód pe lności ARS

Lemat o saturacji:

Lemat26:
Jeżeli 0 Γ⇒ ∆, to istnieje nasycone (Π,Σ), takie, że:

(a) (Π,Σ) ⊆ SF (Γ,∆)

(b) 0 Π⇒ Σ (jest niesprzeczny)

gdzie SF (Γ,∆) oznacza zbiór wszystkich podformu l wystȩpuja̧cych
w formu lach z Γ ∪∆.
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Jeżeli 0 Γ⇒ ∆, to istnieje nasycone (Π,Σ), takie, że:

(a) (Π,Σ) ⊆ SF (Γ,∆)

(b) 0 Π⇒ Σ (jest niesprzeczny)
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Analityczny i konstruktywny dowód pe lności ARS

Lemat o saturacji:

Dowód: Wstȩpnie należy zdefiniować jakís algorytm poszukiwania
dowodu (ćwiczenie). Jeżeli 0 Γ⇒ ∆, to istnieje co najmniej jedna
ga la̧ź drzewa dowodowego, której lísć jest nieaksjomatyczny i
atomowy. Jest ona skończonym cia̧giem sekwentów:
Γ⇒ ∆, ..., Γn ⇒ ∆n

Zdefiniujmy
Π =

⋃
Γi , Σ =

⋃
∆i , gdzie i ≤ n (tzn. Γi ⇒ ∆i to dowolny

sekwent wystȩpuja̧cy na tej ga lȩzi)
Należy wykazać, że (Π,Σ) jest nasycony i spe lnia warunki (a) i (b).
Nasycenie wynika z faktu, że arunki definiuja̧ce parȩ nasycona̧
odpowiadaja̧ regu lom zastosowanym w konstrukcji rozważanej
ga lȩzi.
(a) jest konsekwencja̧ w lasności podformu l.
(b) jest spe lniony z definicji.
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ga lȩzi.
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odpowiadaja̧ regu lom zastosowanym w konstrukcji rozważanej
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ga lȩzi.
(a) jest konsekwencja̧ w lasności podformu l.
(b) jest spe lniony z definicji.

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



RACHUNEK SEKWENTÓW
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dowodu (ćwiczenie). Jeżeli 0 Γ⇒ ∆, to istnieje co najmniej jedna
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Analityczny i konstruktywny dowód pe lności ARS

Pe lność:

Twierdzenie27: Jeżeli |= Γ⇒ ∆, to ` Γ⇒ ∆

Dowód:
1. 0 Γ⇒ ∆ (za lożenie)
2. istnieje nasycone i niesprzeczne (Π,Σ) (Lemat o saturacji)
3. istnieje model falsyfikuja̧cy dla (Π,Σ) (Lemat prawdziwościowy)
4. istnieje model falsyfikuja̧cy dla (Γ,∆) bo Γ ⊆ Π a ∆ ⊆ Σ
5. 6|= Γ⇒ ∆

Uwaga: konstruktywny dowód pe lności daje nam również
rozstrzygalność ARS.
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Twierdzenie27: Jeżeli |= Γ⇒ ∆, to ` Γ⇒ ∆
Dowód:
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2. istnieje nasycone i niesprzeczne (Π,Σ) (Lemat o saturacji)
3. istnieje model falsyfikuja̧cy dla (Π,Σ) (Lemat prawdziwościowy)
4. istnieje model falsyfikuja̧cy dla (Γ,∆) bo Γ ⊆ Π a ∆ ⊆ Σ
5. 6|= Γ⇒ ∆
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2. istnieje nasycone i niesprzeczne (Π,Σ) (Lemat o saturacji)
3. istnieje model falsyfikuja̧cy dla (Π,Σ) (Lemat prawdziwościowy)

4. istnieje model falsyfikuja̧cy dla (Γ,∆) bo Γ ⊆ Π a ∆ ⊆ Σ
5. 6|= Γ⇒ ∆
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Pe lność:
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Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



RACHUNEK SEKWENTÓW
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Analityczny i konstruktywny dowód pe lności ARS

Alternatywny dowód:

Można oprzeć dowód pe lności na pojȩciu domkniȩcia sekwentu na
regu ly.

Γ⇒ ∆ jest domkniȩty na regu lȩ:

(a) jednoprzes lankowa̧ wtw, jeżeli formu la zasadnicza tej regu ly
należy do sekwentu, to formu ly poboczne (przes lankowe) też
należa̧.

(b) dwuprzes lankowa̧ wtw, jeżeli formu la zasadnicza tej regu ly
należy do sekwentu, to co najmniej jedna formu la poboczna
też należy.
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Alternatywny dowód:
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Alternatywny dowód:
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Analityczny i konstruktywny dowód pe lności ARS

Alternatywny dowód:

Zmieniamy też definicjȩ nasycania:

(Γ,∆) jest nasycony wtw:

(i) jest niesprzeczna i

(ii) Γ⇒ ∆ jest domkniȩty na każda̧ regu lȩ

Uwaga: nie tylko brak tu definiuja̧cych warunków ale wymagamy
też niesprzeczności (w poprzedniej definicji nie by lo to wymagane –
zb. nasycony móg l być sprzeczny)
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Uwaga: nie tylko brak tu definiuja̧cych warunków ale wymagamy
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Analityczny i konstruktywny dowód pe lności ARS

Alternatywny dowód:

Tym razem definiujemy algorytm nasycania dla dowolnej
niesprzecznej pary formu l (a nie szukania dowodu dla dowolnego
sekwentu!) a wykazać należy, że otrzymana para spe lnia warunek
(i) i (ii) (tj. niesprzeczność i domkniȩcie na regu ly).

Uwaga: Niezbȩdne jest odwo lanie siȩ do lematu o odwracalności
regu l.
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Analityczny i konstruktywny dowód pe lności ARS

Alternatywny dowód:

Definiujemy rekurencyjnie skończony cia̧g sekwentów:
Γ0 ⇒ ∆0, ... , Γn ⇒ ∆n.

a) Γ0 ⇒ ∆0 := Γ⇒ ∆, jeżeli nie da siȩ zastosować żadna regu la
logiczna, to jest to poszukiwany przez nas sekwent nasycony.
b) Rozważmy przej́scie od i do i + 1, niech Γi ⇒ ∆i bȩdzie
sekwentem otrzymanym w etapie i , który jest niesprzeczny. Jeżeli
nie da siȩ zastosować żadna regu la, to jest to poszukiwany przez
nas niesprzeczny sekwent nasycony. W przeciwnym wypadku
wybierz regu lȩ, ze wzglȩdu na która̧ (Γi ,∆i ) nie jest domkniȩty.
Należy rozważyć z osobna przypadek każdej formu ly z lożonej w Γi i
w ∆i .
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Definiujemy rekurencyjnie skończony cia̧g sekwentów:
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Analityczny i konstruktywny dowód pe lności ARS

Alternatywny dowód:

Przypadek ϕ ∧ ψ ∈ ∆i :

Zatem Γi ⇒ ∆i := Γi ⇒ ∆′
i , ϕ ∧ ψ i w grȩ wchodzi zastosowanie

regu ly (⇒ ∧) z przes lanek Γi ⇒ ∆′
i , ϕ i Γi ⇒ ∆′

i , ψ.
Co najmniej jedna z nich nie ma dowodu, gdyż inaczej, wbrew
za lożeniu, dowiedlny jest Γi ⇒ ∆i . Wybierz tȩ przes lankȩ, która
nie ma dowodu – niech to bȩdzie, np. Γi ⇒ ∆′

i , ϕ i zdefiniuj
Γi+1 ⇒ ∆i+1 := Γi ⇒ ∆′

i , ϕ, ϕ ∧ ψ.
Zauważmy, że Γi ⊆ Γi+1 i ∆i ⊆ ∆i+1, a ponadto Γi+1 ⇒ ∆i+1 jest
domkniȩta na jedna̧ regu lȩ wiȩcej (dla ϕ ∧ ψ) niż Γi ⇒ ∆′

i .
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za lożeniu, dowiedlny jest Γi ⇒ ∆i . Wybierz tȩ przes lankȩ, która
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Analityczny i konstruktywny dowód pe lności ARS

Alternatywny dowód:

Przypadek ϕ ∧ ψ ∈ ∆i :

Należy jeszcze wykazać, że Γi+1 ⇒ ∆i+1 też jest niesprzeczne.
Za lóżmy niewprost, że Γi+1 ⇒ ∆i+1 ma dowód, wtedy – przez
lemat o odwracalności – dowód maja̧ obie przes lanki tego
sekwentu, ze wzglȩdu na regu lȩ (⇒ ∧), czyli dowód ma
Γi ⇒ ∆′

i , ϕ, ϕ := Γi ⇒ ∆′
i , ϕ, wbrew za lożeniu o jego

niesprzeczności.
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niesprzeczności.

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



RACHUNEK SEKWENTÓW

Analityczny i konstruktywny dowód pe lności ARS
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Analityczny i konstruktywny dowód pe lności ARS

Alternatywny dowód:

Powtarzamy tȩ procedurȩ aż uzyskamy sekwent nasycony.

Jest to proces skończony, gdyż każdy kolejny element cia̧gu
zmniejsza ilość formu l, na które Γ0 ⇒ ∆0 jest niedomkniȩty.
Uzyskujem w ten sposób ponownie dowód lematu 26 (o saturacji);
warunek (a) jest spe lniony poprzez konstrukcjȩ cia̧gu, a (b) jest
spe lniony, gdyż jak wykazalísmy, każdy kolejny element cia̧gu
dziedziczy niesprzeczność z elementu poprzedzaja̧cego.
Reszta dowodu o pe lności analogicznie jak w poprzedniej wersji.
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Analityczny i konstruktywny dowód pe lności ARS
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Dopuszczalność Cut w ARS

Alternatywny dowód:

Dowód dopuszczalności (Cut) metoda̧ Schüttego
Różnice z dowodem Gentzena:

pokazuje nie jak eliminować (Cut) z dowodu ale, że jego
do la̧czenie nie wzmacnie systemu

bezpośrednio dla (Cut) a nie dla (Mix)

dla RS na sekwentach zbudowanych ze zbiorów (oryginalna
wersja na alternatywach)

indukcja na 2 parametrach (nie na 3)

indukcja nie po g lȩbokości ale po d lugości dowodu przes lanki
(Cut)

bazuje na lemacie o inwersji regu l i dopuszczalności (W)
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Alternatywny dowód:
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bezpośrednio dla (Cut) a nie dla (Mix)

dla RS na sekwentach zbudowanych ze zbiorów (oryginalna
wersja na alternatywach)

indukcja na 2 parametrach (nie na 3)
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Alternatywny dowód:
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Dopuszczalność Cut w ARS

Alternatywny dowód:

Dowód dopuszczalności (Cut) metoda̧ Schüttego.

Zatem dowodzimy, że jeżeli ` Γ⇒ ∆, ϕ i ` ϕ,Π⇒ Σ, to również
` Γ,Π⇒ ∆,Σ.
Dowód przeprowadzamy przez indukcjȩ po d lugości ϕ a w jego
obrȩbie dodatkowo przez indukcjȩ po d lugości dowodu jednej z
przes lanek (Cut).
Dodatkowo zak ladamy, że aksjomaty maja̧ postać ϕ, Γ⇒ ∆, ϕ,
gdzie ϕ ∈ ZZ . Oczywíscie nie os labia to systemu, bo Twierdzenie
7 zachodzi też dla ARS, a przez dopuszczalność (W) ` Γ⇒ ∆ dla
dowolnego Γ ∩∆ 6= ∅. Za lożenie to jedynie upraszcza dowód.
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Dopuszczalność Cut w ARS

Schemat dowodu dopuszczalności (Cut) metoda̧ Schüttego:

I. Indukcja po d lugości cut-formu ly
1.1. Baza: (Cut) na cut-formule o d lugości 0 jest dopuszczalny

II. Indukcja po d lugości dowodu (lewej) przes lanki (Cut)
2.1. Baza: (Cut) z lewa̧ przes lanka̧ o dowodzie d lugości 0 jest

dopuszczalny
2.2. Krok indukcyjny: Jeżeli (Cut) z lewa̧ przes lanka̧ o dowodzie

d lugości < n jest dopuszczalny, to o dowodzie d lugości n
też jest dopuszczalny

Wniosek z 2.1., 2.2: (Cut) o na cut-formule o d lugości 0 jest
dopuszczalny bez wzglȩdu na d lugość dowodu lewej przes lanki

1.2. Krok indukcyjny: Jeżeli (Cut) na cut-formule o d lugości < n
jest dopuszczalny, to dla cut-formu ly o d lugości n też jest
dopuszczalny
Wniosek z 1.1., 1.2: (Cut) na dowolnej formule jest dopuszczalny
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dopuszczalny
Wniosek z 1.1., 1.2: (Cut) na dowolnej formule jest dopuszczalny

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



RACHUNEK SEKWENTÓW
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1.2. Krok indukcyjny: Jeżeli (Cut) na cut-formule o d lugości < n
jest dopuszczalny, to dla cut-formu ly o d lugości n też jest
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Dopuszczalność Cut w ARS

Dowód dopuszczalności (Cut) metoda̧ Schüttego:

P. 1.1. Zak ladamy, że ϕ jest zmienna̧

P. 2.1. Zak ladamy, że dowód lewej przes lanki (Cut) Γ⇒ ∆, ϕ jest
d lugości 0, tzn. jest aksjomatem.
2 przypadki:
a) Γ ∩∆ 6= ∅ (ϕ /∈ Γ)
wtedy Γ,Π⇒ ∆,Σ też jest aksjomatem.
b) Γ ∩∆ = ∅ (tzn. ϕ jest formu la̧ zasadnicza̧ i Γ = Γ′, ϕ)
ponieważ prawa przes lanka ϕ,Π⇒ Σ ma dowód, wiȩc, przez
dopuszczalność (W), Γ′, ϕ,Π⇒ ∆,Σ też ma dowód.
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ponieważ prawa przes lanka ϕ,Π⇒ Σ ma dowód, wiȩc, przez
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wtedy Γ,Π⇒ ∆,Σ też jest aksjomatem.
b) Γ ∩∆ = ∅ (tzn. ϕ jest formu la̧ zasadnicza̧ i Γ = Γ′, ϕ)
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wtedy Γ,Π⇒ ∆,Σ też jest aksjomatem.
b) Γ ∩∆ = ∅ (tzn. ϕ jest formu la̧ zasadnicza̧ i Γ = Γ′, ϕ)
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Dopuszczalność Cut w ARS

Dowód dopuszczalności (Cut) metoda̧ Schüttego:

P. 1.1., 2.2. za lożenie indukcyjne: (Cut) na zmiennej ϕ z lewa̧
przes lanka̧ o dowodzie d lugości < n jest dopuszczalny.

Dowodzimy, że (Cut) na zmiennej ϕ z lewa̧ przes lanka̧ o dowodzie
d lugości n też jest dopuszczalny.
Dowód przez rozważenie wszystkich przypadków, które
doprowadzi ly do dedukcji Γ⇒ ∆, ϕ.
Uwaga: ponieważ ϕ jest zmienna̧ wiȩc w grȩ wchodza̧ tylko takie
przekszta lcenia gdzie by la formu la̧ parametryczna̧.
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Dowód przez rozważenie wszystkich przypadków, które
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Dopuszczalność Cut w ARS

Dowód dopuszczalności (Cut) metoda̧ Schüttego:

P. 1.1., P. 2.2. Przypadek (⇒ ¬)

Γ⇒ ∆, ϕ := Γ⇒ ∆′,¬ψ,ϕ i wydedukowana z ψ, Γ⇒ ∆′, ϕ.
Sekwent-przes lanka ma dowód d lugości n − 1 zatem podpada pod
za l. ind., tzn. jeżeli ` ψ, Γ⇒ ∆′, ϕ i ` ϕ,Π⇒ Σ (tj. prawa
przes lanka), to również dowiedlne jest ψ, Γ,Π⇒ ∆′,Σ, ska̧d przez
(⇒ ¬) mamy Γ,Π⇒ ∆′,¬ψ,Σ := Γ,Π⇒ ∆,Σ.
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P. 1.1., P. 2.2. Przypadek (⇒ ¬)
Γ⇒ ∆, ϕ := Γ⇒ ∆′,¬ψ,ϕ i wydedukowana z ψ, Γ⇒ ∆′, ϕ.
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Γ⇒ ∆, ϕ := Γ⇒ ∆′, ψ ∧ χ, ϕ i wydedukowana z Γ⇒ ∆′, ψ, ϕ
oraz Γ⇒ ∆′, χ, ϕ.
Oba sekwenty-przes lanki maja̧ dowody d lugości < n zatem
podpadaja̧ pod za l. ind., tzn., że (w po la̧czeniu z prawa̧ przes lanka̧)
dowiedlne jest zarówno Γ,Π⇒ ∆′,Σ, ψ, jak i Γ,Π⇒ ∆′,Σ, χ,
ska̧d przez (⇒ ∧) mamy Γ,Π⇒ ∆′, ψ ∧ χ,Σ := Γ,Π⇒ ∆,Σ.
Zadanie: dowiedź pozosta le przypadki
Dowiedlísmy (przez indukcjȩ po d lugości dowodu lewej przes lanki),
że dla dowolnej zmiennej ϕ jeżeli ` Γ⇒ ∆, ϕ i ` ϕ,Π⇒ Σ, to
również ` Γ,Π⇒ ∆,Σ.
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Dopuszczalność Cut w ARS
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Dowód dopuszczalności (Cut) metoda̧ Schüttego:

P. 1.2. za lożenie indukcyjne: (Cut) na ϕ o d lugości < n jest
dopuszczalny.

Dowodzimy, że (Cut) na ϕ o d lugości n też jest dopuszczalny.
Dowód przez rozważenie wszystkich przypadków ϕ.
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Dopuszczalność Cut w ARS
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Obie przes lanki (Cut) maja̧ postać Γ⇒ ∆,¬ψ i ¬ψ,Π⇒ Σ.
Z lematu o inwersji dowód maja̧ też ich przes lanki, tj. ` ψ, Γ⇒ ∆
i ` Π⇒ Σ, ψ, zatem z za l. ind. (bo ψ ma d lugość n − 1)
dowiedlne jest Γ,Π⇒ ∆,Σ.
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ind. (bo ψ i χ maja̧ d lugość < n), (i) i (iii) dowiedlne jest
χ, Γ,Π⇒ ∆,Σ, ska̧d, przez (ii) i za l. ind. mamy dowód
Γ,Π⇒ ∆,Σ.
Zadanie: dowiedź pozosta le przypadki
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χ, Γ,Π⇒ ∆,Σ, ska̧d, przez (ii) i za l. ind. mamy dowód
Γ,Π⇒ ∆,Σ.

Zadanie: dowiedź pozosta le przypadki
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Dopuszczalność Cut w ARS

Dowód dopuszczalności (Cut) metoda̧ Schüttego:

Dowiedlísmy (przez indukcjȩ po d lugości cut-formu ly), że dla
dowolnej ϕ jeżeli ` Γ⇒ ∆, ϕ i ` ϕ,Π⇒ Σ, to również
` Γ,Π⇒ ∆,Σ.

Zadanie: przeprowadź dowód dopuszczalności (Cut) symetrycznie,
tzn. dokonuja̧c w P. 2.1., 2.2. indukcji po d lugości prawej
przes lanki (Cut).
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Pe lność RS metoda̧ Lindenbauma

Niesprzeczność par zbiorów formu l

Dopuszczalność (Cut) pozwala na udowodnienie:

Lemat28: Jeżeli (Γ,∆) jest niesprzeczna, to (Γ ∪ {ϕ},∆) jest
niesprzeczna lub (Γ,∆ ∪ {ϕ}) jest niesprzeczna, dla dowolnej
formu ly ϕ
Dowód: Za lóżmy niewprost, że oba zbiory sa̧ sprzeczne, wtedy
zarówno ` Γ, ϕ⇒ ∆ jak i ` Γ⇒ ∆, ϕ Przez (Cut) otrzymamy
Γ⇒ ∆, co przeczy za lożeniu.
Uwaga: bez (Cut) nie moglísmy dowieść tej w lasności
niesprzecznych par formu l.
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Pe lność RS metoda̧ Lindenbauma
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zarówno ` Γ, ϕ⇒ ∆ jak i ` Γ⇒ ∆, ϕ Przez (Cut) otrzymamy
Γ⇒ ∆, co przeczy za lożeniu.
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Pe lność RS metoda̧ Lindenbauma

Maksymalność par zbiorów formu l

Aby dowieść pe lności RS metoda̧ Henkina-Lindenbauma musimy
uogólnić pojȩcie zbioru maksymalnego na pary formu l.

(Γ,∆) jest maksymalna wtw Γ ∪∆ =FOR
Lemat29: Jeżeli (Γ,∆) jest niesprzeczna i maksymalna, to:

1 jeżeli ϕ /∈ Γ, to ϕ ∈ ∆

2 jeżeli ϕ /∈ ∆, to ϕ ∈ Γ

3 jeżeli ¬ϕ /∈ Γ, to ϕ ∈ Γ

4 jeżeli ¬ϕ /∈ ∆, to ϕ ∈ ∆

Dowód: Dla 3. – gdyby zarówno ¬ϕ /∈ Γ jak i ϕ /∈ Γ, to – z racji
maksymalności – {¬ϕ,ϕ} ⊆ ∆. Ale `⇒ ¬ϕ,ϕ, co przeczy
niesprzeczności (Γ,∆).
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3 jeżeli ¬ϕ /∈ Γ, to ϕ ∈ Γ
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3 jeżeli ¬ϕ /∈ Γ, to ϕ ∈ Γ
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Aby dowieść pe lności RS metoda̧ Henkina-Lindenbauma musimy
uogólnić pojȩcie zbioru maksymalnego na pary formu l.
(Γ,∆) jest maksymalna wtw Γ ∪∆ =FOR
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2 jeżeli ϕ /∈ ∆, to ϕ ∈ Γ

3 jeżeli ¬ϕ /∈ Γ, to ϕ ∈ Γ
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3 jeżeli ¬ϕ /∈ Γ, to ϕ ∈ Γ
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Pe lność RS metoda̧ Lindenbauma

Maksymalność par zbiorów formu l

Odpowiednik lematu Lindenbauma dla par zbiorów formu l.
Lemat30: Jeżeli (Γ,∆) jest niesprzeczna, to istnieje maksymalna i
niesprzeczna (Γ′,∆′) taka, że Γ ⊆ Γ′ i ∆ ⊆ ∆′

Dowód: Z racji przeliczalności FOR możemy uporza̧dkować liniowo
ten zbiór i kolejno dodawać każda̧ formu lȩ do Γ lub ∆. Dok ladniej,
niech ϕ1, ϕ2, .... bȩdzie nieskończona̧ lista̧ wszystkich formu l .
Definiujemy nieskończony cia̧g sekwentów Γ0 ⇒ ∆0, Γ1 ⇒ ∆1, ....
taki, że Γ0 ⇒ ∆0 := Γ⇒ ∆,

a dla każdego i ≥ 0,
Γi+1 ⇒ ∆i+1 := Γi ⇒ ∆i , ϕi+1, jeżeli (Γi ,∆i ∪ {ϕi+1}) jest
niesprzeczna;
w przeciwnym wypadku Γi+1 ⇒ ∆i+1 := Γi , ϕi+1 ⇒ ∆i .
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niesprzeczna;
w przeciwnym wypadku Γi+1 ⇒ ∆i+1 := Γi , ϕi+1 ⇒ ∆i .

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



RACHUNEK SEKWENTÓW
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niech ϕ1, ϕ2, .... bȩdzie nieskończona̧ lista̧ wszystkich formu l .
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Pe lność RS metoda̧ Lindenbauma
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Z lematu 28 i konstrukcji cia̧gu wynika, że na każdym etapie
przynajmniej jedna z rozważanej pary sekwentów jest niesprzeczna,
zatem każdy kolejny element cia̧gu sekwentów jest niesprzeczny.

Niech Γ′ =
⋃

Γi , a ∆′ =
⋃

∆i , dla i < ω
Jest oczywiste, że Γ′ ∪∆′ = FOR, (Γ′,∆′) jest zatem maksymalna.
Za lóżmy niewprost, że (Γ′,∆′) jest sprzeczna. Ponieważ każdy
dowód jest skończony oznacza to, że istnieje skończona para
(Π,Σ), taka, że Π ⊆ Γ′,Σ ⊆ ∆′ oraz Π⇒ Σ ma dowód. Z racji
skończoności (Π,Σ) istnieje w konstrukcji cia̧gu sekwentów taki
etap i , że Π ⊆ Γi i Σ ⊆ ∆i , ale to oznacza, że Γi ⇒ ∆i jest
sprzeczna, wbrew temu, co dowiedlísmy wyżej. Z definicji
konstrukcji cia̧gu mamy też, że Γ ⊆ Γ′ i ∆ ⊆ ∆′. Zatem (Γ,∆)
można poszerzyć do niesprzecznej pary maksymalnej.
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(Π,Σ), taka, że Π ⊆ Γ′,Σ ⊆ ∆′ oraz Π⇒ Σ ma dowód. Z racji
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dowód jest skończony oznacza to, że istnieje skończona para
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Lemat prawdziwościowy

Lemat31: Jeżeli (Γ,∆) jest maksymalna, to istnieje model M, taki,
że:

ϕ ∈ Γ wtw M � ϕ

ϕ ∈ ∆ wtw M 2 ϕ

Dowód: Definujemy model przyjmuja̧c, że M = Var(Γ) i
dowodzimy, że spe lnia warunki przez indukcjȩ po d lugości formu l.
Baza wynika z definicji.
Niech ϕ := ¬ψ:
a) jeżeli ¬ψ ∈ Γ, to – przez lemat 24, 3. – ψ /∈ Γ, a przez lemat
29, 1. – ψ ∈ ∆. Z za lożenia indukcyjnego M 2 ψ, zatem M � ¬ψ.
Podobnie w druga̧ stronȩ.
Dowiedź pozosta lych przypadków.
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a) jeżeli ¬ψ ∈ Γ, to – przez lemat 24, 3. – ψ /∈ Γ, a przez lemat
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Alternatywne ujȩcie maksymalności par zbiorów formu l

Można dowieść, że maksymalna para zbiorów ma nastȩpuja̧ce
w lasności:

1 ¬ϕ ∈ Γ wtw ϕ ∈ ∆

2 ¬ϕ ∈ ∆ wtw ϕ ∈ Γ

3 ϕ ∧ ψ ∈ Γ wtw ϕ ∈ Γ i ψ ∈ Γ

4 ϕ ∧ ψ ∈ ∆ wtw ϕ ∈ ∆ lub ψ ∈ ∆

5 ϕ ∨ ψ ∈ Γ wtw ϕ ∈ Γ lub ψ ∈ Γ

6 ϕ ∨ ψ ∈ ∆ wtw ϕ ∈ ∆ i ψ ∈ ∆

7 ϕ→ ψ ∈ Γ wtw ϕ ∈ ∆ lub ψ ∈ Γ

8 ϕ→ ψ ∈ ∆ wtw ϕ ∈ Γ i ψ ∈ ∆

i wykorzystać to w dowodzie lematu prawdziwościowego zamiast
odwo lywać siȩ do lematu 24 i lematu 29.
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odwo lywać siȩ do lematu 24 i lematu 29.

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



RACHUNEK SEKWENTÓW

Pe lność RS metoda̧ Lindenbauma

Alternatywne ujȩcie maksymalności par zbiorów formu l
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i wykorzystać to w dowodzie lematu prawdziwościowego zamiast
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