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Reguty:

(AX) T,p =, A

(=) =% (+-) LA
(=) XTS5 (50 gt
oo f2hE oo Srahsloe
=) By O FofrRE S

Uwagal: brak jest regut strukturalnych ale I'; A oznaczaja zbiory.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Reguty:

(AX) T,p =, A

(=) =% (+-) LA
(=) XTS5 (50 gt
oo f2hE oo Srahsloe
=) By O FofrRE S

Uwagal: brak jest regut strukturalnych ale I'; A oznaczaja zbiory.
Uwaga?2: definicje dowodu, dedukgcji itp. bez zmian.

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Definicja dtugosci dowodu:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Definicja dtugosci dowodu:

@ Dowdd aksjomatu ma dtugosé 0
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Definicja dtugosci dowodu:

@ Dowdd aksjomatu ma dtugosé 0

@ jezeli S zostat wydedukowany z S’ za pomoca reguty
1-przestankowej, to jezeli dowdéd S’ ma dtugos¢ n, to dowdd S
ma dtugos¢ n + 1
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Definicja dtugosci dowodu:

@ Dowdd aksjomatu ma dtugosé 0

@ jezeli S zostat wydedukowany z S’ za pomoca reguty
1-przestankowej, to jezeli dowéd S’ ma dtugos¢ n, to dowdd S
ma dtugos¢ n + 1

@ jezeli S zostat wydedukowany z S'i S” za pomoca reguty
2-przestankowej, to jezeli dowdd S' ma dtugosé n a dowdd S”
ma dtugos¢ m, to dowdd S ma dtugos¢ Max(n, m) + 1
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Wybrane wtasnosci ARS:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Wybrane wtasnosci ARS:

Twierdzenie20 (Przystosowanie): Jezeli Fars I = A, to
Er=A.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Wybrane wtasnosci ARS:

Twierdzenie20 (Przystosowanie): Jezeli Fars I = A, to
Er=A.

Lemat21 (Dopuszczalnosé ostabiania): Jezeli Fars ' = A/, to
Fars T = A, dlal" CT, A’ C A, ponadto dtugo$é dowodu nie
jest wieksza.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Wybrane wtasnosci ARS:

Twierdzenie20 (Przystosowanie): Jezeli Fars I = A, to
Er=A.

Lemat21 (Dopuszczalnosé ostabiania): Jezeli Fars ' = A/, to
Fars T = A, dlal" CT, A’ C A, ponadto dtugo$é dowodu nie
jest wieksza.

Lemat22 (Odwracalnos¢ regut): Dla kazdej reguty, jezeli wniosek
ma dowdd (dtugosci n), to przestanki tez maja dowody (dtugosci
< n).
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Wybrane wtasnosci ARS:

Twierdzenie20 (Przystosowanie): Jezeli Fars I = A, to
Er=A.

Lemat21 (Dopuszczalnosé ostabiania): Jezeli Fars ' = A/, to
Fars T = A, dlal" CT, A’ C A, ponadto dtugo$é dowodu nie
jest wieksza.

Lemat22 (Odwracalnos¢ regut): Dla kazdej reguty, jezeli wniosek
ma dowdd (dtugosci n), to przestanki tez maja dowody (dtugosci
< n).

Uwagal: Nie mozemy skorzysta¢ z Lematu o odwracalnosci regut
dla LK-K, bo tamten byt dowiedziony przy uzyciu (Cut).
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Wybrane wtasnosci ARS:

Twierdzenie20 (Przystosowanie): Jezeli Fars I = A, to
Er=A.

Lemat21 (Dopuszczalnosé ostabiania): Jezeli Fars ' = A/, to
Fars T = A, dlal" CT, A’ C A, ponadto dtugo$é dowodu nie
jest wieksza.

Lemat22 (Odwracalnos¢ regut): Dla kazdej reguty, jezeli wniosek
ma dowdd (dtugosci n), to przestanki tez maja dowody (dtugosci
< n).

Uwagal: Nie mozemy skorzysta¢ z Lematu o odwracalnosci regut
dla LK-K, bo tamten byt dowiedziony przy uzyciu (Cut).
Uwaga?2: Dla obu lematéw przeprowadzimy dowdd indukcyjny po
dtugosci dowodu.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Dopuszczalnos¢ ostabiania w ARS:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Dopuszczalnos¢ ostabiania w ARS:

Dowéd indukcyjny po dtugosci dowodu " = A'.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Dopuszczalnos¢ ostabiania w ARS:

Dowéd indukcyjny po dtugosci dowodu " = A'.
Baza: Dowéd " = A’ ma dtugos¢ 0, zatem jest to aksjomat.
Wiec I = A tez jest aksjomatem o dowodzie dtugosci 0.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Dopuszczalnos¢ ostabiania w ARS:

Dowéd indukcyjny po dtugosci dowodu " = A'.

Baza: Dowéd " = A’ ma dtugos¢ 0, zatem jest to aksjomat.
Wiec I = A tez jest aksjomatem o dowodzie dtugosci 0.
Zatozenie indukcyjne moéwi, ze lemat zachodzi dla dowolnego
dowodu I'" = A’ o dtugosci < n. Pokazujemy, ze zajdzie réwniez
gdy dowdd ma dtugosé n.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Dopuszczalnos¢ ostabiania w ARS:

Dowéd indukcyjny po dtugosci dowodu " = A'.

Baza: Dowéd " = A’ ma dtugos¢ 0, zatem jest to aksjomat.
Wiec I = A tez jest aksjomatem o dowodzie dtugosci 0.
Zatozenie indukcyjne moéwi, ze lemat zachodzi dla dowolnego
dowodu I'" = A’ o dtugosci < n. Pokazujemy, ze zajdzie réwniez
gdy dowdd ma dtugosé n.

Musimy rozwazy¢ przypadki zastosowania wszystkich regut do
uzyskania [ = A’.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Dopuszczalnos¢ ostabiania w ARS:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Dopuszczalnos¢ ostabiania w ARS:

Rozwazmy przypadek (A =).
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Dopuszczalnos¢ ostabiania w ARS:

Rozwazmy przypadek (A =).

Mamy zatem dowdd D dtugosci n zakonczony sekwentem
AP, = AN =T"= AN ("' =T"U{pA}).
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Dopuszczalnos¢ ostabiania w ARS:

Rozwazmy przypadek (A =).

Mamy zatem dowdd D dtugosci n zakonczony sekwentem
AP, = AN =T"= AN ("' =T"U{pA}).

Przestanka ¢, v, " = A’ ma dowdd dtugosci n — 1 zatem
podpada pod zatozenie indukcyjne, czyli ¢, 1, ", 11 = A, gdzie
M=T—T' ma dowdd tej samej dtugosci, tj. n — 1.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Dopuszczalnos¢ ostabiania w ARS:

Rozwazmy przypadek (A =).

Mamy zatem dowdd D dtugosci n zakonczony sekwentem
AP, = AN =T"= AN ("' =T"U{pA}).

Przestanka ¢, v, " = A’ ma dowdd dtugosci n — 1 zatem
podpada pod zatozenie indukcyjne, czyli ¢, 1, ", 11 = A, gdzie
M=T—T' ma dowdd tej samej dtugosci, tj. n — 1.

Przez (A =) otrzymujemy @ A, " 1= A =T = A; dowdd
ma dtugosc n.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Dopuszczalnos¢ ostabiania w ARS:

Rozwazmy przypadek (A =).

Mamy zatem dowdd D dtugosci n zakonczony sekwentem
AP, = AN =T"= AN ("' =T"U{pA}).

Przestanka ¢, v, " = A’ ma dowdd dtugosci n — 1 zatem
podpada pod zatozenie indukcyjne, czyli ¢, 1, ", 11 = A, gdzie
M=T—T' ma dowdd tej samej dtugosci, tj. n — 1.

Przez (A =) otrzymujemy @ A, " 1= A =T = A; dowdd
ma dtugosc n.

Zadanie: dowies¢ inne przypadki.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Odwracalnosé¢ regut w ARS:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Odwracalnosé¢ regut w ARS:

Lemat22: Dla kazdej reguty, jezeli wniosek ma dowéd (dtugosci n),
to przestanki tez maja dowody (dtugosci < n).
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Odwracalnosé¢ regut w ARS:

Lemat22: Dla kazdej reguty, jezeli wniosek ma dowéd (dtugosci n),
to przestanki tez maja dowody (dtugosci < n).

Przeprowadzimy dowdd indukcyjny po dtugosci dowodu
sekwentu-wniosku.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Odwracalnosé¢ regut w ARS:

Lemat22: Dla kazdej reguty, jezeli wniosek ma dowéd (dtugosci n),
to przestanki tez maja dowody (dtugosci < n).

Przeprowadzimy dowdd indukcyjny po dtugosci dowodu
sekwentu-wniosku.

Baza: Dowdd ma dtugos¢ 0, zatem jest to aksjomat. Niech to
bedzie np. I, p = p, A, v A 1, wtedy obie przestanki maja postac
Mp=p,Apil,p= p, A iobie sa dowiedlne (jako
aksjomaty).
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Odwracalnosé¢ regut w ARS:

Lemat22: Dla kazdej reguty, jezeli wniosek ma dowéd (dtugosci n),
to przestanki tez maja dowody (dtugosci < n).

Przeprowadzimy dowdd indukcyjny po dtugosci dowodu
sekwentu-wniosku.

Baza: Dowdd ma dtugos¢ 0, zatem jest to aksjomat. Niech to
bedzie np. I, p = p, A, v A 1, wtedy obie przestanki maja postac
Mp=p,Apil,p= p, A iobie sa dowiedlne (jako
aksjomaty).

Analogicznie dla innych przypadkdw.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Odwracalnosé¢ regut w ARS:

Lemat22: Dla kazdej reguty, jezeli wniosek ma dowéd (dtugosci n),
to przestanki tez maja dowody (dtugosci < n).

Przeprowadzimy dowdd indukcyjny po dtugosci dowodu
sekwentu-wniosku.

Baza: Dowdd ma dtugos¢ 0, zatem jest to aksjomat. Niech to
bedzie np. I, p = p, A, v A 1, wtedy obie przestanki maja postac
Mp=p,Apil,p= p, A iobie sa dowiedlne (jako
aksjomaty).

Analogicznie dla innych przypadkdw.

Zatozenie indukcyjne moéwi, ze lemat zachodzi dla dowolnego
dowodu wniosku o dtugosci < n. Pokazujemy, ze zajdzie réwniez
gdy dowdd ma dtugosé n.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Odwracalnos¢ regut w ARS:

Rozwazmy przypadek (A =).
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Odwracalnos¢ regut w ARS:

Rozwazmy przypadek (A =).
Mamy zatem dowdd D dtugosci n zakonczony sekwentem
S=pAY, T = A.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Odwracalnos¢ regut w ARS:

Rozwazmy przypadek (A =).

Mamy zatem dowdd D dtugosci n zakonczony sekwentem
S=pANY,T = A.

Nalezy rozwazy¢ 2 podprzypadki:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Odwracalnos¢ regut w ARS:

Rozwazmy przypadek (A =).

Mamy zatem dowdd D dtugosci n zakonczony sekwentem
S=pANY,T = A.

Nalezy rozwazy¢ 2 podprzypadki:

a. @ A1) jest formuta zasadnicza S
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Odwracalnos¢ regut w ARS:

Rozwazmy przypadek (A =).
Mamy zatem dowdd D dtugosci n zakonczony sekwentem
S=pAY, T = A.
Nalezy rozwazy¢ 2 podprzypadki:
a. @ A1) jest formuta zasadnicza S

b. ¢ A 1 nie jest formuta zasadnicza S
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Odwracalnos¢ regut w ARS:

Rozwazmy przypadek (A =).
Mamy zatem dowdd D dtugosci n zakonczony sekwentem
S=pAY, T = A.
Nalezy rozwazy¢ 2 podprzypadki:
a. @ A1) jest formuta zasadnicza S
b. ¢ A 1 nie jest formuta zasadnicza S
Jezeli ostatnia reguta to (A =) z ¢ A ¢ jako formuta zasadnicza,

to wtedy po obcieciu ostatniego sekwentu z D mamy dowdd
o, ¥, = A (dtugosci n — 1).
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Odwracalnosé¢ regut w ARS:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Odwracalnosé¢ regut w ARS:

Rozwazmy przypadek (A =), podprzypadek b.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Odwracalnos¢ regut w ARS:

Rozwazmy przypadek (A =), podprzypadek b.

Jezeli o A 1 nie jest formuta zasadnicza S, to jest formuta
parametryczna; przyktadowo, jezeli otatnio zastosowana reguta byta
2-przestankowa, to D konczy sie nastepujaco:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Odwracalnos¢ regut w ARS:

Rozwazmy przypadek (A =), podprzypadek b.

Jezeli o A 1 nie jest formuta zasadnicza S, to jest formuta
parametryczna; przyktadowo, jezeli otatnio zastosowana reguta byta
2-przestankowa, to D konczy sie nastepujaco:

o NP, "= A oA, "= A
oA, = A
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Odwracalnos¢ regut w ARS:

Rozwazmy przypadek (A =), podprzypadek b.

Jezeli o A 1 nie jest formuta zasadnicza S, to jest formuta
parametryczna; przyktadowo, jezeli otatnio zastosowana reguta byta
2-przestankowa, to D konczy sie nastepujaco:

o NP, "= A oA, "= A
oA, = A

Poniewaz dowody obu przestanek maja dtugos¢ < n, to podpadaja
pod zatozenie indukcyjne. Zatem mamy dowody sekwentéw

o, 0, "= A"i 4, " = A”. Ale wtedy za pomoca tej same]
reguty 2-przestankowej, ktéra konczyta D wydedukujemy z nich
sekwent @, 9, = A, czyli przestanke rozwazanego sekwentu.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Pare waznych definicji

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Pare waznych definicji

Q@ A wtw "= A’ dla pewnego skoficzonego I C T i
A CA
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Pare waznych definicji

Q@ A wtw "= A’ dla pewnego skoficzonego I C T i
A CA

Q@ IN¥ A wtw ¥ " = A’ dla kazdego skoriczonego [' C T i
A CA
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Pare waznych definicji

Q@ A wtw "= A’ dla pewnego skoficzonego I C T i
A'CA

Q ¥ A wtw ¥ I" = A’ dla kazdego skoriczonego ' C T i
A CA

@ (I, A) jest niesprzeczna wtw I ¥ A
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Pare waznych definicji

Q@ A wtw "= A’ dla pewnego skoficzonego I C T i
A CA

Q@ IN¥ A wtw ¥ " = A’ dla kazdego skoriczonego [' C T i
A CA

@ (I, A) jest niesprzeczna wtw I ¥ A

Q (I, A) jest sprzeczna wtw ' = A
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Pare waznych definicji

Q@ A wtw "= A’ dla pewnego skoficzonego I C T i
A CA

Q@ IN¥ A wtw ¥ " = A’ dla kazdego skoriczonego [' C T i
A CA

@ (I, A) jest niesprzeczna wtw I ¥ A

Q (I, A) jest sprzeczna wtw ' = A
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Niesprzecznos¢ par zbioréw formut
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Niesprzecznos¢ par zbioréw formut

Lemat23: Jezeli (I', A) jest niesprzeczna, to:

o [NA=o
o (", A’) jest niesprzeczna, dla dowolnego ' CT i A’ C A
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Niesprzecznos¢ par zbioréw formut

Lemat23: Jezeli (I', A) jest niesprzeczna, to:

o [NA=o

o (", A’) jest niesprzeczna, dla dowolnego ' CT i A’ C A
Dowdd: W pierwszym wypadku gdyby ' N A # & to bytoby
dowiedIne (jako aksjomat), co przeczy zatozeniu. Podobnie w
drugim przypadku, gdyby jakies (I'", A’) byto sprzeczne, to wtedy z
" = A’ wydedukujemy przez (W) I = A.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Niesprzeczno$¢ par zbioréw formut

Lemat24: Jezeli (I', A) jest niesprzeczna, to:

Q jezelipel, top ¢ A

Q jezelipe A top ¢l

Q jezeli~p el top ¢l

Q jezeli ~p € A, top ¢ A

Q jezelipAyp el topd AidA
Q jezeli pANYpeN top g Tlubyp ¢T
Q jezelipVyp el top g Alubyp ¢ A
Q jezelipVype AtopdMiyér

Q jezelip > el tope¢lluby ¢ A
Q jezelip 2 eNtopg Aipgrl
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Niesprzeczno$¢ par zbioréw formut

Dowéd Lematu24:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Niesprzeczno$¢ par zbioréw formut

Dowdd Lematu24:
Pierwsze dwa przypadki, to bezposrednia konsekwencja
poprzedniego lematu. Dla ilustracji udowodnimy punkt 9 i 10.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Niesprzeczno$¢ par zbioréw formut

Dowdd Lematu24:

Pierwsze dwa przypadki, to bezposrednia konsekwencja
poprzedniego lematu. Dla ilustracji udowodnimy punkt 9 i 10.
Dla 9. zatézmy niewprost, ze ¢ > €l ale p el i ¢ € A.
Jednak - ¢ — 1, o = 9, wiec przez (W) dowiedziemy, ze
FT = A, co jest sprzeczne z zatozeniem lematu.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny System RS

Niesprzeczno$¢ par zbioréw formut

Dowdd Lematu24:

Pierwsze dwa przypadki, to bezposrednia konsekwencja
poprzedniego lematu. Dla ilustracji udowodnimy punkt 9 i 10.
Dla 9. zatézmy niewprost, ze ¢ > €l ale p el i ¢ € A.
Jednak - ¢ — 1, o = 9, wiec przez (W) dowiedziemy, ze

FT = A, co jest sprzeczne z zatozeniem lematu.

Dla 10. zaktadamy niewprost, ze ¢ € A lub ¢ € I' chociaz

p — 1 € A. Zauwazmy jednak, ze zaréwno = p — 1, ¢ jak i
1 = ¢ — 1 sa dowiedlne, wiec w kazdym wypadku przez (W)
otrzymamy dowdd I' = A co przeczy zatozeniu lematu.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny i konstruktywny dowdd petnosci ARS

Saturacja (nasycanie) par zbioréw:

(I, A) jest (w dét) nasycony (downward saturated) wtw:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny i konstruktywny dowdd petnosci ARS

Saturacja (nasycanie) par zbioréw:

(I, A) jest (w dét) nasycony (downward saturated) wtw:
Q jezeli~pel, tope A

Q jezeli~pe A, top el

Q jezelipNnyp el topeliypel

Q jezeli pANp e A, tope Aluby € A

Q jezelipVpeltopellubyp el

Q jezelipVy e A tope AiypeA

Q jezelip >peltopeAlubyp el

Q jezelip > e A topeliypeA
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny i konstruktywny dowdd petnosci ARS

Istnienie modelu:

Lemat25 (prawdziwosciowy — wersja analityczna:)
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny i konstruktywny dowdd petnosci ARS

Istnienie modelu:

Lemat25 (prawdziwosciowy — wersja analityczna:)

Jezeli (I, A) jest nasycony i niesprzeczny, to istnieje dla niej model
falsyfikujacy 9, t.j. taki, ze:

o jezelipel, toME ¢
@ jezeli p e A, to MFE ¢
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny i konstruktywny dowdd petnosci ARS

Istnienie modelu:

Lemat25 (prawdziwosciowy — wersja analityczna:)
Jezeli (I, A) jest nasycony i niesprzeczny, to istnieje dla niej model
falsyfikujacy 9, t.j. taki, ze:

o jezelipel, toME ¢

@ jezeli p e A, to MFE ¢
Dowéd: Definujemy model przyjmujac, ze 9t = Var(l) i
dowodzimy, ze spetnia warunki przez indukcje po dtugosci formut.

Baza wynika z definicji, pozostate przypadki do samodzielnego
udowodnienia.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny i konstruktywny dowdd petnosci ARS

Lemat o saturacji:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny i konstruktywny dowdd petnosci ARS

Lemat o saturacji:

Lemat26:
Jezeli ¥ T = A, to istnieje nasycone (I, %), takie, ze:

(a) (N,x) € SF(,A)
(b) ¥ M= X (jest niesprzeczny)

gdzie SF(I', A) oznacza zbidr wszystkich podformut wystepujacych
w formutach z ' U A. )
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny i konstruktywny dowdd petnosci ARS

Lemat o saturacji:

v
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny i konstruktywny dowdd petnosci ARS

Lemat o saturacji:

Dowéd: Wstepnie nalezy zdefiniowaé jakis algorytm poszukiwania
dowodu (éwiczenie). Jezeli ¥ I = A, to istnieje co najmniej jedna
gataz drzewa dowodowego, ktorej lis¢ jest nieaksjomatyczny i
atomowy. Jest ona skonczonym ciagiem sekwentéw:

Fr=A,.. I,=A,
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny i konstruktywny dowdd petnosci ARS

Lemat o saturacji:

Dowéd: Wstepnie nalezy zdefiniowaé jakis algorytm poszukiwania
dowodu (éwiczenie). Jezeli ¥ I = A, to istnieje co najmniej jedna
gataz drzewa dowodowego, ktorej lis¢ jest nieaksjomatyczny i
atomowy. Jest ona skoficzonym ciagiem sekwentéw:

Fr=A,.. I,=A,

Zdefiniujmy

N=Ur;, x=UA;, gdzie i < n (tzn. [; = A; to dowolny
sekwent wystepujacy na tej gatezi)
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny i konstruktywny dowdd petnosci ARS

Lemat o saturacji:

Dowéd: Wstepnie nalezy zdefiniowaé jakis algorytm poszukiwania
dowodu (éwiczenie). Jezeli ¥ I = A, to istnieje co najmniej jedna
gataz drzewa dowodowego, ktorej lis¢ jest nieaksjomatyczny i
atomowy. Jest ona skoficzonym ciagiem sekwentéw:

Fr=A,.. I,=A,

Zdefiniujmy

N=Ur;, x=UA;, gdzie i < n (tzn. [; = A; to dowolny
sekwent wystepujacy na tej gatezi)

Nalezy wykazaé, ze (I, X) jest nasycony i spetnia warunki (a) i (b).
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny i konstruktywny dowdd petnosci ARS

Lemat o saturacji:

Dowéd: Wstepnie nalezy zdefiniowaé jakis algorytm poszukiwania
dowodu (éwiczenie). Jezeli ¥ I = A, to istnieje co najmniej jedna
gataz drzewa dowodowego, ktorej lis¢ jest nieaksjomatyczny i
atomowy. Jest ona skoficzonym ciagiem sekwentéw:

Fr=A,.. I,=A,

Zdefiniujmy

N=Ur;, x=UA;, gdzie i < n (tzn. [; = A; to dowolny
sekwent wystepujacy na tej gatezi)

Nalezy wykazaé, ze (I, X) jest nasycony i spetnia warunki (a) i (b).
Nasycenie wynika z faktu, ze arunki definiujace pare nasycona
odpowiadaja regutom zastosowanym w konstrukcji rozwazanej
gatezi.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny i konstruktywny dowdd petnosci ARS

Lemat o saturacji:

Dowéd: Wstepnie nalezy zdefiniowaé jakis algorytm poszukiwania
dowodu (éwiczenie). Jezeli ¥ I = A, to istnieje co najmniej jedna
gataz drzewa dowodowego, ktorej lis¢ jest nieaksjomatyczny i
atomowy. Jest ona skoficzonym ciagiem sekwentéw:

Fr=A,.. I,=A,

Zdefiniujmy

N=Ur;, x=UA;, gdzie i < n (tzn. [; = A; to dowolny
sekwent wystepujacy na tej gatezi)

Nalezy wykazaé, ze (I, X) jest nasycony i spetnia warunki (a) i (b).
Nasycenie wynika z faktu, ze arunki definiujace pare nasycona
odpowiadaja regutom zastosowanym w konstrukcji rozwazanej
gatezi.

(a) jest konsekwencja wtasnosci podformut.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny i konstruktywny dowdd petnosci ARS

Lemat o saturacji:

Dowéd: Wstepnie nalezy zdefiniowaé jakis algorytm poszukiwania
dowodu (éwiczenie). Jezeli ¥ I = A, to istnieje co najmniej jedna
gataz drzewa dowodowego, ktorej lis¢ jest nieaksjomatyczny i
atomowy. Jest ona skoficzonym ciagiem sekwentéw:

Fr=A,.. I,=A,

Zdefiniujmy

N=Ur;, x=UA;, gdzie i < n (tzn. [; = A; to dowolny
sekwent wystepujacy na tej gatezi)

Nalezy wykazaé, ze (I, X) jest nasycony i spetnia warunki (a) i (b).
Nasycenie wynika z faktu, ze arunki definiujace pare nasycona
odpowiadaja regutom zastosowanym w konstrukcji rozwazanej
gatezi.

(a) jest konsekwencja wtasnosci podformut.

(b) jest spetniony z definicji.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny i konstruktywny dowdd petnosci ARS

Petnos¢:

Twierdzenie27: Jezeli =T = A, toF I = A
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny i konstruktywny dowdd petnosci ARS

Twierdzenie27: Jezeli =T = A, toF I = A
Dowdéd:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny i konstruktywny dowdd petnosci ARS

Petnos¢:
Twierdzenie27: Jezeli =T = A, toF I = A

Dowdéd:
1. ¥T = A (zatozenie)
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny i konstruktywny dowdd petnosci ARS

Petnos¢:

Twierdzenie27: Jezeli ): = A toFT= A

Dowdd:

1. ¥T = A (zatozenie)

2. istnieje nasycone i niesprzeczne (I, X) (Lemat o saturacji)
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny i konstruktywny dowdd petnosci ARS

Petnos¢:

Twierdzenie27: Jezeli ): = A toFT= A

Dowdéd:

1. ¥T = A (zatozenie)

2. istnieje nasycone i niesprzeczne (I, X) (Lemat o saturacji)

3. istnieje model falsyfikujacy dla (I, X) (Lemat prawdziwosciowy)
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny i konstruktywny dowdd petnosci ARS

Petnos¢:

Twierdzenie27: Jezeli ): = A toFT= A

Dowdd:

1. ¥T = A (zatozenie)

2. istnieje nasycone i niesprzeczne (I, X) (Lemat o saturacji)

3. istnieje model falsyfikujacy dla (I, X) (Lemat prawdziwosciowy)
4. istnieje model falsyfikujacy dla ([, A) boF CMNa ACX
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny i konstruktywny dowdd petnosci ARS

Petnos¢:

Twierdzenie27: Jezeli ): = A toFT= A

Dowdd:

1. ¥T = A (zatozenie)

2. istnieje nasycone i niesprzeczne (I, X) (Lemat o saturacji)

3. istnieje model falsyfikujacy dla (I, X) (Lemat prawdziwosciowy)
4. istnieje model falsyfikujacy dla ([, A) boF CMNa ACX

5. £T= A
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny i konstruktywny dowdd petnosci ARS

Petnos¢:

Twierdzenie27: Jezeli ): = A toFT= A

Dowdd:

1. ¥T = A (zatozenie)

2. istnieje nasycone i niesprzeczne (I, X) (Lemat o saturacji)

3. istnieje model falsyfikujacy dla (I, X) (Lemat prawdziwosciowy)
4. istnieje model falsyfikujacy dla ([, A) boF CMNa ACX

5. £T= A

Uwaga: konstruktywny dowdéd petnosci daje nam réwniez
rozstrzygalnos¢ ARS.

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny i konstruktywny dowdd petnosci ARS

Alternatywny dowdd:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny i konstruktywny dowdd petnosci ARS

Alternatywny dowdd:

Mozna oprze¢ dowdd petnosci na pojeciu domkniecia sekwentu na
reguty.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny i konstruktywny dowdd petnosci ARS

Alternatywny dowdd:

Mozna oprze¢ dowdd petnosci na pojeciu domkniecia sekwentu na
reguty.

I = A jest domkniety na regute:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny i konstruktywny dowdd petnosci ARS

Alternatywny dowdd:

Mozna oprze¢ dowdd petnosci na pojeciu domkniecia sekwentu na
reguty.

I = A jest domkniety na regute:

(a) jednoprzestankowa wtw, jezeli formuta zasadnicza tej reguty

nalezy do sekwentu, to formuty poboczne (przestankowe) tez
naleza.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny i konstruktywny dowdd petnosci ARS

Alternatywny dowdd:

Mozna oprze¢ dowdd petnosci na pojeciu domkniecia sekwentu na
reguty.

I = A jest domkniety na regute:

(a) jednoprzestankowa wtw, jezeli formuta zasadnicza tej reguty
nalezy do sekwentu, to formuty poboczne (przestankowe) tez
naleza.

(b) dwuprzestankowa wtw, jezeli formuta zasadnicza tej reguty

nalezy do sekwentu, to co najmniej jedna formuta poboczna
tez nalezy.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny i konstruktywny dowdd petnosci ARS

Alternatywny dowdd:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny i konstruktywny dowdd petnosci ARS

Alternatywny dowdd:

Zmieniamy tez definicje nasycania:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny i konstruktywny dowdd petnosci ARS

Alternatywny dowdd:

Zmieniamy tez definicje nasycania:

(I, A) jest nasycony wtw:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny i konstruktywny dowdd petnosci ARS

Alternatywny dowdd:

Zmieniamy tez definicje nasycania:

(I, A) jest nasycony wtw:

(i) jest niesprzeczna i
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny i konstruktywny dowdd petnosci ARS

Alternatywny dowdd:

Zmieniamy tez definicje nasycania:

(I, A) jest nasycony wtw:

(i) jest niesprzeczna i
(i) T = A jest domkniety na kazda regute
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny i konstruktywny dowdd petnosci ARS

Alternatywny dowdd:

Zmieniamy tez definicje nasycania:

(I, A) jest nasycony wtw:
(i) jest niesprzeczna i
(i) T = A jest domkniety na kazda regute
Uwaga: nie tylko brak tu definiujacych warunkéw ale wymagamy

tez niesprzecznosci (w poprzedniej definicji nie byto to wymagane —
zb. nasycony mdgt by¢ sprzeczny)
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny i konstruktywny dowdd petnosci ARS

Alternatywny dowdd:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny i konstruktywny dowdd petnosci ARS

Alternatywny dowdd:

Tym razem definiujemy algorytm nasycania dla dowolne;j
niesprzecznej pary formut (a nie szukania dowodu dla dowolnego
sekwentu!) a wykazaé nalezy, ze otrzymana para spetnia warunek
(i) i (ii) (tj. niesprzecznos¢ i domkniecie na reguty).
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny i konstruktywny dowdd petnosci ARS

Alternatywny dowdd:

Tym razem definiujemy algorytm nasycania dla dowolne;j
niesprzecznej pary formut (a nie szukania dowodu dla dowolnego
sekwentu!) a wykazaé nalezy, ze otrzymana para spetnia warunek
(i) i (ii) (tj. niesprzecznos¢ i domkniecie na reguty).

Uwaga: Niezbedne jest odwotanie sie do lematu o odwracalnosci
regut.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny i konstruktywny dowdd petnosci ARS

Alternatywny dowdd:

Definiujemy rekurencyjnie skoriczony ciag sekwentéw:
ro = AQ, e Fn = An.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny i konstruktywny dowdd petnosci ARS

Alternatywny dowdd:

Definiujemy rekurencyjnie skoriczony ciag sekwentéw:

ro = AQ, e, Fn = An.

a) Mg = Ag:=T = A, jezeli nie da sie zastosowa¢ zadna reguta
logiczna, to jest to poszukiwany przez nas sekwent nasycony.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny i konstruktywny dowdd petnosci ARS

Alternatywny dowdd:

Definiujemy rekurencyjnie skoriczony ciag sekwentéw:

ro = AQ, e, Fn = An.

a) Mg = Ag:=T = A, jezeli nie da sie zastosowa¢ zadna reguta
logiczna, to jest to poszukiwany przez nas sekwent nasycony.

b) Rozwazmy przejscie od i do i + 1, niech ['; = A; bedzie
sekwentem otrzymanym w etapie /, ktéry jest niesprzeczny. Jezeli
nie da sie zastosowaé zadna reguta, to jest to poszukiwany przez
nas niesprzeczny sekwent nasycony. W przeciwnym wypadku
wybierz regute, ze wzgledu na ktéra (I';, A;) nie jest domkniety.
Nalezy rozwazy¢ z osobna przypadek kazdej formuty ztozonej w I'; i
w A;.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny i konstruktywny dowdd petnosci ARS

Alternatywny dowdd:

Przypadek ¢ Ay € A;:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny i konstruktywny dowdd petnosci ARS

Alternatywny dowdd:

Przypadek ¢ Ay € A;:

Zatem I'; = A :=T; = AL, o A i w gre wchodzi zastosowanie
reguty (= A) z przestanek ['; = Al o i [ = Al .
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny i konstruktywny dowdd petnosci ARS

Alternatywny dowdd:

Przypadek ¢ Ay € A;:

Zatem I'; = A :=T; = AL, o A i w gre wchodzi zastosowanie
reguty (= A) z przestanek ['; = Al o i [ = Al .

Co najmniej jedna z nich nie ma dowodu, gdyz inaczej, wbhrew
zatozeniu, dowiedIny jest [; = A;. Wybierz te przestanke, ktéra
nie ma dowodu — niech to bedzie, np. ['; = A, ¢ i zdefiniuj
I',-+1 = A,’+1 =l = A;-, ©w, N ¢
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny i konstruktywny dowdd petnosci ARS

Alternatywny dowdd:

Przypadek ¢ Ay € A;:

Zatem I'; = A :=T; = AL, o A i w gre wchodzi zastosowanie
reguty (= A) z przestanek ['; = Al o i [ = Al .

Co najmniej jedna z nich nie ma dowodu, gdyz inaczej, wbhrew
zatozeniu, dowiedIny jest [; = A;. Wybierz te przestanke, ktéra
nie ma dowodu — niech to bedzie, np. ['; = A, ¢ i zdefiniuj

I',-+1 = A,’+1 =l = A;-, ©w, N ¢

Zauwazmy, ze [ C 410 A; € Ajiq, a ponadto ;43 = A4 jest
domknieta na jedna regute wiecej (dla ¢ A 9) niz I'j = AL

<
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny i konstruktywny dowdd petnosci ARS

Alternatywny dowdd:

Przypadek ¢ Ay € A;:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny i konstruktywny dowdd petnosci ARS

Alternatywny dowdd:
Przypadek ¢ Ay € A;:
Nalezy jeszcze wykaza¢, ze ;11 = Ajy1 tez jest niesprzeczne.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny i konstruktywny dowdd petnosci ARS

Alternatywny dowdd:

Przypadek ¢ Ay € A;:

Nalezy jeszcze wykaza¢, ze ;11 = Ajy1 tez jest niesprzeczne.
Zatézmy niewprost, ze ;11 = Aj11 ma dowdd, wtedy — przez
lemat o odwracalnosci — dowéd maja obie przestanki tego
sekwentu, ze wzgledu na regute (= A), czyli dowéd ma

M= ALg,o:=T;= Al ¢, wbrew zatozeniu o jego
niesprzecznosci.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny i konstruktywny dowdd petnosci ARS

Alternatywny dowdd:

Powtarzamy te procedure az uzyskamy sekwent nasycony.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny i konstruktywny dowdd petnosci ARS

Alternatywny dowdd:

Powtarzamy te procedure az uzyskamy sekwent nasycony.
Jest to proces skoriczony, gdyz kazdy kolejny element ciagu
zmniejsza ilos¢ formut, na ktére [g = Ay jest niedomkniety.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny i konstruktywny dowdd petnosci ARS

Alternatywny dowdd:

Powtarzamy te procedure az uzyskamy sekwent nasycony.

Jest to proces skoriczony, gdyz kazdy kolejny element ciagu
zmniejsza ilos¢ formut, na ktére [g = Ay jest niedomkniety.
Uzyskujem w ten sposéb ponownie dowdd lematu 26 (o saturacji);
warunek (a) jest spetniony poprzez konstrukcje ciagu, a (b) jest
spetniony, gdyz jak wykazaliSmy, kazdy kolejny element ciagu
dziedziczy niesprzecznos¢ z elementu poprzedzajacego.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Analityczny i konstruktywny dowdd petnosci ARS

Alternatywny dowdd:

Powtarzamy te procedure az uzyskamy sekwent nasycony.

Jest to proces skoriczony, gdyz kazdy kolejny element ciagu
zmniejsza ilos¢ formut, na ktére [g = Ay jest niedomkniety.
Uzyskujem w ten sposéb ponownie dowdd lematu 26 (o saturacji);
warunek (a) jest spetniony poprzez konstrukcje ciagu, a (b) jest
spetniony, gdyz jak wykazaliSmy, kazdy kolejny element ciagu
dziedziczy niesprzecznos¢ z elementu poprzedzajacego.

Reszta dowodu o petnosci analogicznie jak w poprzedniej wersji.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Alternatywny dowdd:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Alternatywny dowdd:

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Alternatywny dowdd:

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego
Réznice z dowodem Gentzena:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Alternatywny dowdd:

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego
Réznice z dowodem Gentzena:

@ pokazuje nie jak eliminowa¢ (Cut) z dowodu ale, ze jego
dotaczenie nie wzmacnie systemu

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Alternatywny dowdd:

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego
Réznice z dowodem Gentzena:

@ pokazuje nie jak eliminowa¢ (Cut) z dowodu ale, ze jego
dotaczenie nie wzmacnie systemu

@ bezposrednio dla (Cut) a nie dla (Mix)
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Alternatywny dowdd:

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego
Réznice z dowodem Gentzena:

@ pokazuje nie jak eliminowa¢ (Cut) z dowodu ale, ze jego
dotaczenie nie wzmacnie systemu

@ bezposrednio dla (Cut) a nie dla (Mix)

@ dla RS na sekwentach zbudowanych ze zbioréw (oryginalna
wersja na alternatywach)
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Alternatywny dowdd:

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego
Réznice z dowodem Gentzena:

@ pokazuje nie jak eliminowa¢ (Cut) z dowodu ale, ze jego
dotaczenie nie wzmacnie systemu
@ bezposrednio dla (Cut) a nie dla (Mix)

@ dla RS na sekwentach zbudowanych ze zbioréw (oryginalna
wersja na alternatywach)

@ indukcja na 2 parametrach (nie na 3)
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Alternatywny dowdd:

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego
Réznice z dowodem Gentzena:

@ pokazuje nie jak eliminowa¢ (Cut) z dowodu ale, ze jego
dotaczenie nie wzmacnie systemu

@ bezposrednio dla (Cut) a nie dla (Mix)

@ dla RS na sekwentach zbudowanych ze zbioréw (oryginalna
wersja na alternatywach)

@ indukcja na 2 parametrach (nie na 3)

@ indukcja nie po gtebokosci ale po dtugosci dowodu przestanki

(Cut)
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Alternatywny dowdd:

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego
Réznice z dowodem Gentzena:

@ pokazuje nie jak eliminowa¢ (Cut) z dowodu ale, ze jego
dotaczenie nie wzmacnie systemu
@ bezposrednio dla (Cut) a nie dla (Mix)

@ dla RS na sekwentach zbudowanych ze zbioréw (oryginalna
wersja na alternatywach)

@ indukcja na 2 parametrach (nie na 3)

@ indukcja nie po gtebokosci ale po dtugosci dowodu przestanki

(Cut)

@ bazuje na lemacie o inwersji regut i dopuszczalnosci (W)
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Alternatywny dowdd:

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Alternatywny dowdd:

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego.
Zatem dowodzimy, ze jezeliF T = A o i F ¢, [1 = X, to réwniez
FILN=A Y.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Alternatywny dowdd:

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego.

Zatem dowodzimy, ze jezeliF T = A o i F ¢, [1 = X, to réwniez
FILM= AL

Dowdd przeprowadzamy przez indukcje po dtugosci ¢ a w jego
obrebie dodatkowo przez indukcje po dtugosci dowodu jednej z
przestanek (Cut).
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Alternatywny dowdd:

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego.

Zatem dowodzimy, ze jezeliF T = A o i F ¢, [1 = X, to réwniez
FILM= AL

Dowdd przeprowadzamy przez indukcje po dtugosci ¢ a w jego
obrebie dodatkowo przez indukcje po dtugosci dowodu jednej z
przestanek (Cut).

Dodatkowo zaktadamy, ze aksjomaty maja postaé ¢, = A, o,
gdzie ¢ € ZZ. Oczywiscie nie ostabia to systemu, bo Twierdzenie
7 zachodzi tez dla ARS, a przez dopuszczalnosé¢ (W) T = A dla
dowolnego ' N A # &. Zatozenie to jedynie upraszcza dowdd.
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Schemat dowodu dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

v
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Schemat dowodu dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

I. Indukcja po dtugosci cut-formuty
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Schemat dowodu dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

I. Indukcja po dtugosci cut-formuty
1.1. Baza: (Cut) na cut-formule o dtugosci 0 jest dopuszczalny
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Schemat dowodu dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

I. Indukcja po dtugosci cut-formuty
1.1. Baza: (Cut) na cut-formule o dtugosci 0 jest dopuszczalny
II. Indukcja po dtugosci dowodu (lewej) przestanki (Cut)
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Schemat dowodu dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

I. Indukcja po dtugosci cut-formuty
1.1. Baza: (Cut) na cut-formule o dtugosci 0 jest dopuszczalny
II. Indukcja po dtugosci dowodu (lewej) przestanki (Cut)
2.1. Baza: (Cut) z lewa przestanka o dowodzie dtugosci 0 jest
dopuszczalny
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Schemat dowodu dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

I. Indukcja po dtugosci cut-formuty
1.1. Baza: (Cut) na cut-formule o dtugosci 0 jest dopuszczalny
II. Indukcja po dtugosci dowodu (lewej) przestanki (Cut)
2.1. Baza: (Cut) z lewa przestanka o dowodzie dtugosci 0 jest
dopuszczalny
2.2. Krok indukcyjny: Jezeli (Cut) z lewa przestanka o dowodzie
dtugosci < n jest dopuszczalny, to o dowodzie dtugosci n
tez jest dopuszczalny
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Schemat dowodu dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

I. Indukcja po dtugosci cut-formuty
1.1. Baza: (Cut) na cut-formule o dtugosci 0 jest dopuszczalny
II. Indukcja po dtugosci dowodu (lewej) przestanki (Cut)
2.1. Baza: (Cut) z lewa przestanka o dowodzie dtugosci 0 jest
dopuszczalny
2.2. Krok indukcyjny: Jezeli (Cut) z lewa przestanka o dowodzie
dtugosci < n jest dopuszczalny, to o dowodzie dtugosci n
tez jest dopuszczalny
Whiosek z 2.1., 2.2: (Cut) o na cut-formule o dtugosci 0 jest
dopuszczalny bez wzgledu na dtugos¢ dowodu lewej przestanki
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Schemat dowodu dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

I. Indukcja po dtugosci cut-formuty
1.1. Baza: (Cut) na cut-formule o dtugosci 0 jest dopuszczalny
II. Indukcja po dtugosci dowodu (lewej) przestanki (Cut)
2.1. Baza: (Cut) z lewa przestanka o dowodzie dtugosci 0 jest
dopuszczalny
2.2. Krok indukcyjny: Jezeli (Cut) z lewa przestanka o dowodzie
dtugosci < n jest dopuszczalny, to o dowodzie dtugosci n
tez jest dopuszczalny
Whiosek z 2.1., 2.2: (Cut) o na cut-formule o dtugosci 0 jest
dopuszczalny bez wzgledu na dtugos¢ dowodu lewej przestanki
1.2. Krok indukeyjny: Jezeli (Cut) na cut-formule o dtugosci < n
jest dopuszczalny, to dla cut-formuty o dtugosci n tez jest
dopuszczalny
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Schemat dowodu dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

I. Indukcja po dtugosci cut-formuty
1.1. Baza: (Cut) na cut-formule o dtugosci 0 jest dopuszczalny
II. Indukcja po dtugosci dowodu (lewej) przestanki (Cut)
2.1. Baza: (Cut) z lewa przestanka o dowodzie dtugosci 0 jest
dopuszczalny
2.2. Krok indukcyjny: Jezeli (Cut) z lewa przestanka o dowodzie
dtugosci < n jest dopuszczalny, to o dowodzie dtugosci n
tez jest dopuszczalny
Whiosek z 2.1., 2.2: (Cut) o na cut-formule o dtugosci 0 jest
dopuszczalny bez wzgledu na dtugos¢ dowodu lewej przestanki
1.2. Krok indukeyjny: Jezeli (Cut) na cut-formule o dtugosci < n
jest dopuszczalny, to dla cut-formuty o dtugosci n tez jest
dopuszczalny
Whiosek z 1.1., 1.2: (Cut) na dowolnej formule jest dopuszczalny
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.1. Zaktadamy, ze ¢ jest zmienna
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.1. Zaktadamy, ze ¢ jest zmienna
P. 2.1. Zaktadamy, ze dowdd lewej przestanki (Cut) ' = A, ¢ jest
dtugosci 0, tzn. jest aksjomatem.
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.1. Zaktadamy, ze ¢ jest zmienna

P. 2.1. Zaktadamy, ze dowdd lewej przestanki (Cut) ' = A, ¢ jest
dtugosci 0, tzn. jest aksjomatem.

2 przypadki:
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.1. Zaktadamy, ze ¢ jest zmienna

P. 2.1. Zaktadamy, ze dowdd lewej przestanki (Cut) ' = A, ¢ jest
dtugosci 0, tzn. jest aksjomatem.

2 przypadki:

A)TNA#D (p¢T)
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.1. Zaktadamy, ze ¢ jest zmienna

P. 2.1. Zaktadamy, ze dowdd lewej przestanki (Cut) ' = A, ¢ jest
dtugosci 0, tzn. jest aksjomatem.

2 przypadki:

aA)TNA#D (p¢T)

wtedy I, 1 = A, ¥ tez jest aksjomatem.
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.1. Zaktadamy, ze ¢ jest zmienna

P. 2.1. Zaktadamy, ze dowdd lewej przestanki (Cut) ' = A, ¢ jest
dtugosci 0, tzn. jest aksjomatem.

2 przypadki:

aA)TNA#D (p¢T)

wtedy I, 1 = A, ¥ tez jest aksjomatem.

b) TN A =& (tzn. ¢ jest formuta zasadnicza i [ =T, p)
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.1. Zaktadamy, ze ¢ jest zmienna

P. 2.1. Zaktadamy, ze dowdd lewej przestanki (Cut) ' = A, ¢ jest
dtugosci 0, tzn. jest aksjomatem.

2 przypadki:

aA)TNA#D (p¢T)

wtedy I, 1 = A, ¥ tez jest aksjomatem.

b) TN A =& (tzn. ¢ jest formuta zasadnicza i [ =T, p)
poniewaz prawa przestanka ¢, [1 = ¥ ma dowdd, wiec, przez
dopuszczalnos¢ (W), I, p, M = A% tez ma dowdd.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.1., 2.2. zatozenie indukcyjne: (Cut) na zmiennej ¢ z lewa
przestanka o dowodzie dtugosci < n jest dopuszczalny.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.1., 2.2. zatozenie indukcyjne: (Cut) na zmiennej ¢ z lewa
przestanka o dowodzie dtugosci < n jest dopuszczalny.
Dowodzimy, ze (Cut) na zmiennej ¢ z lewa przestanka o dowodzie
dtugosci n tez jest dopuszczalny.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.1., 2.2. zatozenie indukcyjne: (Cut) na zmiennej ¢ z lewa
przestanka o dowodzie dtugosci < n jest dopuszczalny.
Dowodzimy, ze (Cut) na zmiennej ¢ z lewa przestanka o dowodzie
dtugosci n tez jest dopuszczalny.

Dowéd przez rozwazenie wszystkich przypadkéw, ktére
doprowadzity do dedukcji ' = A, ¢.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.1., 2.2. zatozenie indukcyjne: (Cut) na zmiennej ¢ z lewa
przestanka o dowodzie dtugosci < n jest dopuszczalny.
Dowodzimy, ze (Cut) na zmiennej ¢ z lewa przestanka o dowodzie
dtugosci n tez jest dopuszczalny.

Dowéd przez rozwazenie wszystkich przypadkéw, ktére
doprowadzity do dedukcji ' = A, ¢.

Uwaga: poniewaz ¢ jest zmienna wiec w gre wchodza tylko takie
przeksztatcenia gdzie byta formuta parametryczna.
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:
P. 1.1., P. 2.2. Przypadek (= —)
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.1., P. 2.2. Przypadek (= —)
M= A, o:=T= A',—,piwydedukowana z ¢, = A’ p.
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.1., P. 2.2. Przypadek (= —)

M= A, o:=T= A',—,piwydedukowana z ¢, = A’ p.
Sekwent-przestanka ma dowéd dtugosci n — 1 zatem podpada pod
zat. ind., tzn. jezeli -, = A’ p it ¢, M= X (t. prawa
przestanka), to réwniez dowiedlne jest ¢, [,[1 = A’ ¥, skad przez
(= -)mamy LN = A" -, ¥ :=T,M= A Y.
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:
P. 1.1., P. 2.2. Przypadek (= )
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.1., P. 2.2. Przypadek (= A)
M= A, ¢o:=T= A" Ax,piwydedukowana z I = A’ 9, ¢
oraz I = A/, x, p.
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.1., P. 2.2. Przypadek (= A)

M= A, ¢o:=T= A" Ax,piwydedukowana z I = A’ 9, ¢
oraz I = A/, x, p.

Oba sekwenty-przestanki maja dowody dtugosci < n zatem
podpadaja pod zat. ind., tzn., ze (w potaczeniu z prawa przestanka)
dowiedlne jest zaréwno I, = A’ Y, ¢, jak i [, = A", %, x,
skad przez (= A) mamy [T = A" Yo Ax, =T MN= A Y.
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.1., P. 2.2. Przypadek (= A)

M= A, ¢o:=T= A" Ax,piwydedukowana z I = A’ 9, ¢
oraz I = A/, x, p.

Oba sekwenty-przestanki maja dowody dtugosci < n zatem
podpadaja pod zat. ind., tzn., ze (w potaczeniu z prawa przestanka)
dowiedlne jest zaréwno I, = A’ Y, ¢, jak i [, = A", %, x,
skad przez (= A) mamy [T = A" Yo Ax, =T MN= A Y.
Zadanie: dowiedz pozostate przypadki
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.1., P. 2.2. Przypadek (= A)

M= A, ¢o:=T= A" Ax,piwydedukowana z I = A’ 9, ¢
oraz I = A/, x, p.

Oba sekwenty-przestanki maja dowody dtugosci < n zatem
podpadaja pod zat. ind., tzn., ze (w potaczeniu z prawa przestanka)
dowiedlne jest zaréwno I, = A’ Y, ¢, jak i [, = A", %, x,
skad przez (= A) mamy [T = A" Yo Ax, =T MN= A Y.
Zadanie: dowiedz pozostate przypadki

Dowiedlismy (przez indukcje po dtugosci dowodu lewej przestanki),
ze dla dowolnej zmiennej @ jezeli T = Ao ik ¢, 1 = X, to
réwniez =T, 1M = A, X.
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.2. zatozenie indukcyjne: (Cut) na ¢ o dlugosci < n jest
dopuszczalny.
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.2. zatozenie indukcyjne: (Cut) na ¢ o dlugosci < n jest
dopuszczalny.
Dowodzimy, ze (Cut) na ¢ o dtugosci n tez jest dopuszczalny.
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.2. zatozenie indukcyjne: (Cut) na ¢ o dlugosci < n jest
dopuszczalny.

Dowodzimy, ze (Cut) na ¢ o dtugosci n tez jest dopuszczalny.
Dowéd przez rozwazenie wszystkich przypadkéw .
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.2. zatozenie indukcyjne: (Cut) na ¢ o dlugosci < n jest
dopuszczalny.

Dowodzimy, ze (Cut) na ¢ o dtugosci n tez jest dopuszczalny.
Dowéd przez rozwazenie wszystkich przypadkéw .
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.2. przypadek ¢ := =
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.2. przypadek ¢ := =)
Obie przestanki (Cut) maja posta¢ [ = A, —) i =, 1 = ¥.
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.2. przypadek ¢ := =

Obie przestanki (Cut) maja posta¢ [ = A, —) i =, 1 = ¥.

Z lematu o inwersji dowdd maja tez ich przestanki, tj. =¥, = A
i =M= %, v, zatem z zat. ind. (bo ¥ ma dtugo$¢ n— 1)
dowiedlne jest I, 1 = A, .

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:
P. 1.2. przypadek ¢ := 1 A x
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.2. przypadek ¢ := 1 A x
Obie przestanki (Cut) maja posta¢ ' = Ao A x i ¥ Ax,M= L.
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.2. przypadek ¢ := ¢ A x

Obie przestanki (Cut) maja posta¢ ' = Ao A x i ¥ Ax,M= L.
Z lematu o inwersji dowdd maja tez ich przestanki, tj. (i)

FT= A, (i) FT = A, xi (i) F ¢, x, = X, zatem z zat.
ind. (bo v i x maja dtugos¢ < n), (i) i (iii) dowiedlne jest

X, I, M= A Y, skad, przez (ii) i zat. ind. mamy dowdd

ML= A
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.2. przypadek ¢ := ¢ A x

Obie przestanki (Cut) maja posta¢ ' = Ao A x i ¥ Ax,M= L.
Z lematu o inwersji dowdd maja tez ich przestanki, tj. (i)

FT= A, (i) FT = A, xi (i) F ¢, x, = X, zatem z zat.
ind. (bo v i x maja dtugos¢ < n), (i) i (iii) dowiedlne jest

X, I, M= A Y, skad, przez (ii) i zat. ind. mamy dowdd

ML= A

Zadanie: dowiedz pozostate przypadki
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

Dowiedlismy (przez indukcje po dtugosci cut-formuty), ze dla
dowolnej  jezeli FT = A i ¢, 1 = X, to réwniez
FMLN= A%,
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

Dowiedlismy (przez indukcje po dtugosci cut-formuty), ze dla
dowolnej  jezeli FT = A i ¢, 1 = X, to réwniez

FMLN= A%,

Zadanie: przeprowadz dowdd dopuszczalnosci (Cut) symetrycznie,
tzn. dokonujac w P. 2.1., 2.2. indukcji po dtugosci prawej
przestanki (Cut).
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RACHUNEK SEKWENTOW

Petnos¢ RS metoda Lindenbauma

Niesprzeczno$¢ par zbioréw formut

Dopuszczalno$¢ (Cut) pozwala na udowodnienie:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Petnos¢ RS metoda Lindenbauma

Niesprzeczno$¢ par zbioréw formut

Dopuszczalno$¢ (Cut) pozwala na udowodnienie:

Lemat28: Jezeli (I', A) jest niesprzeczna, to (I' U {p}, A) jest
niesprzeczna lub (I, A U {¢}) jest niesprzeczna, dla dowolnej
formuty ¢
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RACHUNEK SEKWENTOW

Petnos¢ RS metoda Lindenbauma

Niesprzeczno$¢ par zbioréw formut

Dopuszczalno$¢ (Cut) pozwala na udowodnienie:

Lemat28: Jezeli (I', A) jest niesprzeczna, to (I' U {p}, A) jest
niesprzeczna lub (I, A U {¢}) jest niesprzeczna, dla dowolnej
formuty ¢

Dowéd: Zatézmy niewprost, ze oba zbiory sa sprzeczne, wtedy
zaréwno F I, o = A jak i E T = A, ¢ Przez (Cut) otrzymamy
= A, co przeczy zatozeniu.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Petnos¢ RS metoda Lindenbauma

Niesprzeczno$¢ par zbioréw formut

Dopuszczalno$¢ (Cut) pozwala na udowodnienie:

Lemat28: Jezeli (I', A) jest niesprzeczna, to (I' U {p}, A) jest
niesprzeczna lub (I, A U {¢}) jest niesprzeczna, dla dowolnej
formuty ¢

Dowéd: Zatézmy niewprost, ze oba zbiory sa sprzeczne, wtedy
zaréwno F I, o = A jak i E T = A, ¢ Przez (Cut) otrzymamy
= A, co przeczy zatozeniu.

Uwaga: bez (Cut) nie moglismy dowies¢ tej wtasnosci
niesprzecznych par formut.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Petnos¢ RS metoda Lindenbauma

Maksymalnos¢ par zbioréw formut

Aby dowies¢ petnosci RS metoda Henkina-Lindenbauma musimy
uogdlni¢ pojecie zbioru maksymalnego na pary formut.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Petnos¢ RS metoda Lindenbauma

Maksymalno$¢ par zbioréw formut

Aby dowies¢ petnosci RS metoda Henkina-Lindenbauma musimy
uogdlni¢ pojecie zbioru maksymalnego na pary formut.
([, A) jest maksymalna wtw ' U A =FOR

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



RACHUNEK SEKWENTOW

Petnos¢ RS metoda Lindenbauma

Maksymalno$¢ par zbioréw formut

Aby dowies¢ petnosci RS metoda Henkina-Lindenbauma musimy
uogdlni¢ pojecie zbioru maksymalnego na pary formut.

([, A) jest maksymalna wtw ' U A =FOR

Lemat29: Jezeli (I', A) jest niesprzeczna i maksymalna, to:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Petnos¢ RS metoda Lindenbauma

Maksymalno$¢ par zbioréw formut

Aby dowies¢ petnosci RS metoda Henkina-Lindenbauma musimy
uogdlni¢ pojecie zbioru maksymalnego na pary formut.

([, A) jest maksymalna wtw ' U A =FOR

Lemat29: Jezeli (I', A) jest niesprzeczna i maksymalna, to:

Q jezelip ¢l , top e A
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RACHUNEK SEKWENTOW

Petnos¢ RS metoda Lindenbauma

Maksymalno$¢ par zbioréw formut
Aby dowies¢ petnosci RS metoda Henkina-Lindenbauma musimy
uogdlni¢ pojecie zbioru maksymalnego na pary formut.
([, A) jest maksymalna wtw ' U A =FOR
Lemat29: Jezeli (I', A) jest niesprzeczna i maksymalna, to:
Q jezelip ¢l , top e A
Q jezelip ¢ A, top el
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RACHUNEK SEKWENTOW

Petnos¢ RS metoda Lindenbauma

Maksymalno$¢ par zbioréw formut
Aby dowies¢ petnosci RS metoda Henkina-Lindenbauma musimy
uogdlni¢ pojecie zbioru maksymalnego na pary formut.
([, A) jest maksymalna wtw ' U A =FOR
Lemat29: Jezeli (I', A) jest niesprzeczna i maksymalna, to:
Q jezelip ¢l , top e A
Q jezelip ¢ A, top el
Q jezeli~p ¢l topel
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RACHUNEK SEKWENTOW

Petnos¢ RS metoda Lindenbauma

Maksymalno$¢ par zbioréw formut
Aby dowies¢ petnosci RS metoda Henkina-Lindenbauma musimy
uogdlni¢ pojecie zbioru maksymalnego na pary formut.
([, A) jest maksymalna wtw ' U A =FOR
Lemat29: Jezeli (I', A) jest niesprzeczna i maksymalna, to:
Q jezelip ¢l , top e A
Q jezelip ¢ A, top el
Q jezeli~p ¢l topel
Q jezeli ~p ¢ A, to p € A
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RACHUNEK SEKWENTOW

Petnos¢ RS metoda Lindenbauma

Maksymalno$¢ par zbioréw formut
Aby dowies¢ petnosci RS metoda Henkina-Lindenbauma musimy
uogdlni¢ pojecie zbioru maksymalnego na pary formut.
([, A) jest maksymalna wtw ' U A =FOR
Lemat29: Jezeli (I', A) jest niesprzeczna i maksymalna, to:

Q jezelip ¢l , top e A

Q jezelip ¢ A, top el

Q jezeli~p ¢l topel

Q jezeli ~p ¢ A, to p € A
Dowdd: Dla 3. — gdyby zaréwno —p ¢ I jak i ¢ ¢ T, to — z racji
maksymalnosci — {—p, ¢} C A. Ale k= —p, p, co przeczy
niesprzecznosci (I, A).
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RACHUNEK SEKWENTOW

Petnos¢ RS metoda Lindenbauma

Maksymalno$¢ par zbioréw formut

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



RACHUNEK SEKWENTOW

Petnos¢ RS metoda Lindenbauma

Maksymalno$¢ par zbioréw formut

Odpowiednik lematu Lindenbauma dla par zbioréw formut.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Petnos¢ RS metoda Lindenbauma

Maksymalno$¢ par zbioréw formut

Odpowiednik lematu Lindenbauma dla par zbioréw formut.
Lemat30: Jezeli (I', A) jest niesprzeczna, to istnieje maksymalna i
niesprzeczna (I, A’) taka, ze T CI"i A C A’
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RACHUNEK SEKWENTOW

Petnos¢ RS metoda Lindenbauma

Maksymalno$¢ par zbioréw formut

Odpowiednik lematu Lindenbauma dla par zbioréw formut.
Lemat30: Jezeli (I', A) jest niesprzeczna, to istnieje maksymalna i
niesprzeczna (I, A’) taka, ze T CI"i A C A’

Dowéd: Z racji przeliczalnosci FOR mozemy uporzadkowa¢ liniowo
ten zbiodr i kolejno dodawa¢ kazda formute do I lub A. Doktadniej,
niech 1, @, .... bedzie nieskoriczona lista wszystkich formut .
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RACHUNEK SEKWENTOW

Petnos¢ RS metoda Lindenbauma

Maksymalnos¢ par zbioréw formut

Odpowiednik lematu Lindenbauma dla par zbioréw formut.
Lemat30: Jezeli (I', A) jest niesprzeczna, to istnieje maksymalna i
niesprzeczna (I, A’) taka, ze T CI"i A C A’

Dowéd: Z racji przeliczalnosci FOR mozemy uporzadkowa¢ liniowo
ten zbiodr i kolejno dodawa¢ kazda formute do I lub A. Doktadniej,
niech 1, @, .... bedzie nieskoriczona lista wszystkich formut .
Definiujemy nieskonczony ciag sekwentéw g = Ag, 1 = Aq, ...
taki, ze [g = Ag =T = A,
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RACHUNEK SEKWENTOW

Petnos¢ RS metoda Lindenbauma

Maksymalno$¢ par zbioréw formut

Odpowiednik lematu Lindenbauma dla par zbioréw formut.
Lemat30: Jezeli (I', A) jest niesprzeczna, to istnieje maksymalna i
niesprzeczna (I, A’) taka, ze T CI"i A C A’
Dowéd: Z racji przeliczalnosci FOR mozemy uporzadkowa¢ liniowo
ten zbiodr i kolejno dodawa¢ kazda formute do I lub A. Doktadniej,
niech 1, @, .... bedzie nieskoriczona lista wszystkich formut .
Definiujemy nieskoriczony ciag sekwentéw g = Ag, 1 = Aq, ...
taki, ze [g = Ag =T = A,

a dla kazdego i > 0,
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RACHUNEK SEKWENTOW

Petnos¢ RS metoda Lindenbauma

Maksymalno$¢ par zbioréw formut

Odpowiednik lematu Lindenbauma dla par zbioréw formut.
Lemat30: Jezeli (I', A) jest niesprzeczna, to istnieje maksymalna i
niesprzeczna (I, A’) taka, ze T CI"i A C A’
Dowéd: Z racji przeliczalnosci FOR mozemy uporzadkowa¢ liniowo
ten zbiodr i kolejno dodawa¢ kazda formute do I lub A. Doktadniej,
niech 1, @, .... bedzie nieskoriczona lista wszystkich formut .
Definiujemy nieskoriczony ciag sekwentéw g = Ag, 1 = Aq, ...
taki, ze g = Ag =T = A,

a dla kazdego i > 0,
i1 = Ajp1 =T = Aj, pjt1, jezeli (F,-, A; U {g0f+1}) jest
niesprzeczna;
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RACHUNEK SEKWENTOW

Petnos¢ RS metoda Lindenbauma

Maksymalno$¢ par zbioréw formut

Odpowiednik lematu Lindenbauma dla par zbioréw formut.
Lemat30: Jezeli (I', A) jest niesprzeczna, to istnieje maksymalna i
niesprzeczna (I, A’) taka, ze T CI"i A C A’
Dowéd: Z racji przeliczalnosci FOR mozemy uporzadkowa¢ liniowo
ten zbiodr i kolejno dodawa¢ kazda formute do I lub A. Doktadniej,
niech 1, @, .... bedzie nieskoriczona lista wszystkich formut .
Definiujemy nieskoriczony ciag sekwentéw g = Ag, 1 = Aq, ...
taki, ze g = Ag =T = A,

a dla kazdego i > 0,
i1 = Ajp1 =T = Aj, pjt1, jezeli (F,-, A; U {g0f+1}) jest
niesprzeczna;
w przeciwnym wypadku i1 = Ajpq =T, 0i01 = Aj.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Petnos¢ RS metoda Lindenbauma

Maksymalnos¢ par zbioréw formut

Z lematu 28 i konstrukgcji ciagu wynika, ze na kazdym etapie
przynajmniej jedna z rozwazanej pary sekwentow jest niesprzeczna,
zatem kazdy kolejny element ciagu sekwentdéw jest niesprzeczny.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Petnos¢ RS metoda Lindenbauma

Maksymalnos¢ par zbioréw formut

Z lematu 28 i konstrukgcji ciagu wynika, ze na kazdym etapie
przynajmniej jedna z rozwazanej pary sekwentow jest niesprzeczna,
zatem kazdy kolejny element ciagu sekwentdéw jest niesprzeczny.
Niech " =JI;, a A=A, dlai<w
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RACHUNEK SEKWENTOW

Petnos¢ RS metoda Lindenbauma

Maksymalnos¢ par zbioréw formut

Z lematu 28 i konstrukgcji ciagu wynika, ze na kazdym etapie
przynajmniej jedna z rozwazanej pary sekwentow jest niesprzeczna,
zatem kazdy kolejny element ciagu sekwentdéw jest niesprzeczny.
Niech " =JI;, a A=A, dlai<w

Jest oczywiste, ze ' UA" = FOR, (I, A') jest zatem maksymalna.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Petnos¢ RS metoda Lindenbauma

Maksymalnos¢ par zbioréw formut

Z lematu 28 i konstrukgcji ciagu wynika, ze na kazdym etapie
przynajmniej jedna z rozwazanej pary sekwentow jest niesprzeczna,
zatem kazdy kolejny element ciagu sekwentdéw jest niesprzeczny.
Niech "' =JI;, a A=A, dlai<w

Jest oczywiste, ze ' UA" = FOR, (I, A') jest zatem maksymalna.
Zatézmy niewprost, ze (', A’) jest sprzeczna. Poniewaz kazdy
dowdd jest skonczony oznacza to, ze istnieje skonczona para
(M,X), taka, z2 N C ', X C A oraz 1 = X ma dowdd. Z racji
skoriczonosci (I, X) istnieje w konstrukgji ciagu sekwentéw taki
etap i, ze 1 CT;i X C A, ale to oznacza, ze ['; = A; jest
sprzeczna, wbrew temu, co dowiedliSmy wyzej. Z definicji
konstrukeji ciagu mamy tez, ze T CT"i A C A’. Zatem (I, A)
mozna poszerzy¢ do niesprzecznej pary maksymalne;.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Petnos¢ RS metoda Lindenbauma

Lemat prawdziwosciowy

Lemat31: Jezeli (I', A) jest maksymalna, to istnieje model 91, taki,
ze:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Petnos¢ RS metoda Lindenbauma

Lemat prawdziwosciowy

Lemat31: Jezeli (I', A) jest maksymalna, to istnieje model 91, taki,
ze:

o el wtwIME p
o p €A wtwMFE @
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RACHUNEK SEKWENTOW

Petnos¢ RS metoda Lindenbauma

Lemat prawdziwosciowy

Lemat31: Jezeli (I', A) jest maksymalna, to istnieje model 91, taki,
ze:

o el wtwIME p

o p €A wtwMFE @

Dowéd: Definujemy model przyjmujac, ze 9t = Var(l') i
dowodzimy, ze spetnia warunki przez indukcje po dtugosci formut.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Petnos¢ RS metoda Lindenbauma

Lemat prawdziwosciowy

Lemat31: Jezeli (I', A) jest maksymalna, to istnieje model 91, taki,
ze:

o el wtwIME p

o p €A wtwMFE @
Dowéd: Definujemy model przyjmujac, ze 9t = Var(l') i

dowodzimy, ze spetnia warunki przez indukcje po dtugosci formut.
Baza wynika z definicji.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Petnos¢ RS metoda Lindenbauma

Lemat prawdziwosciowy

Lemat31: Jezeli (I', A) jest maksymalna, to istnieje model 91, taki,
ze:

o el wtwIME p

o p €A wtwMFE @
Dowéd: Definujemy model przyjmujac, ze 9t = Var(l') i
dowodzimy, ze spetnia warunki przez indukcje po dtugosci formut.

Baza wynika z definicji.
Niech ¢ := —):
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RACHUNEK SEKWENTOW

Petnos¢ RS metoda Lindenbauma

Lemat prawdziwosciowy

Lemat31: Jezeli (I', A) jest maksymalna, to istnieje model 91, taki,
ze:

o el wtwIME p
o p €A wtwMFE @

Dowéd: Definujemy model przyjmujac, ze 9t = Var(l') i
dowodzimy, ze spetnia warunki przez indukcje po dtugosci formut.
Baza wynika z definicji.

Niech ¢ := —):

a) jezeli = € T, to — przez lemat 24, 3. — ¢ ¢ I', a przez lemat
29, 1. — 4 € A. Z zatozenia indukcyjnego 91 ¥ 1), zatem M F ).
Podobnie w druga strone.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Petnos¢ RS metoda Lindenbauma

Lemat prawdziwosciowy

Lemat31: Jezeli (I', A) jest maksymalna, to istnieje model 91, taki,
ze:

o el wtwIME p
o p €A wtwMFE @

Dowéd: Definujemy model przyjmujac, ze 9t = Var(l') i
dowodzimy, ze spetnia warunki przez indukcje po dtugosci formut.
Baza wynika z definicji.

Niech ¢ := —):

a) jezeli = € T, to — przez lemat 24, 3. — ¢ ¢ I', a przez lemat
29, 1. — 4 € A. Z zatozenia indukcyjnego 91 ¥ 1), zatem M F ).
Podobnie w druga strone.

Dowiedz pozostatych przypadkdw.

Andrzej Indrzejczak METALOGIKA



RACHUNEK SEKWENTOW

Petnos¢ RS metoda Lindenbauma

Alternatywne ujecie maksymalnosci par zbioréw formut

Mozna dowie$¢, ze maksymalna para zbioréw ma nastepujace
wiasnosci:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Petnos¢ RS metoda Lindenbauma

Alternatywne ujecie maksymalnosci par zbioréw formut

Mozna dowie$¢, ze maksymalna para zbioréw ma nastepujace
wiasnosci:

Q el wtwpeA

Q@ welAwtwpel

Q phYyelTwwpelivel

Q pANYpeAwtwpeAluby € A

Q@ pvyelwiwepel luby el

Q pVyveAwtwpeAiypeA
Qp—velwtwpeAlubyp el
Quv—-ovyvelAwtwpeliypyeA
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RACHUNEK SEKWENTOW

Petnos¢ RS metoda Lindenbauma

Alternatywne ujecie maksymalnosci par zbioréw formut

Mozna dowie$¢, ze maksymalna para zbioréw ma nastepujace
wiasnosci:

Q el wtwpeA

peAwtwpel

pANpelwtwepeligpel

A eEAwtwpeAlubyp e A
Vel wtwep el lubyp el

Q pVyveAwtwpeAiypeA
Qp—velwtwpeAlubyp el
Quv—-ovyvelAwtwpeliypyeA

2]
o
o
o

i wykorzysta¢ to w dowodzie lematu prawdziwosciowego zamiast
odwotywac sie do lematu 24 i lematu 29.
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