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Logika S5: Semantyka

Definicja 1 (Modele S5) Modelem S5 jest
dowolna para M = ( W, V), gdzie:

e dziedzina modelu to W #* &, Ktory jest zbio-
rem punktow (Swiatow mozliwych);

e V jest funkcja ewaluacji (wartosciowania)
dla zmiennych w punktach dziedziny, tj.
V. ZZ — PW) (ZZ to zbior zmiennych
zdaniowych a P(W) to zbior potegowy na
W)

Zbior wszystkich modeli S5 oznaczal bedzie-

my symbolem MOD(S5).

Dziedzine danego modelu 9N bedziemy ozna-
czaC przez Wsyy.



Definicje spetniania formuty ¢ w punkcie w mo-
delu M ( M, w E ¢) wyrazaja ponizsze warunki:

M, w E o wtw  w € V(p)

dla dowolnej p € ZZ
M, w FE —p wtw M, w #
MwEeAY wtw MwkE i MwE Y
MwEeVY wtw MwkE @ lub M, w F Y
MwEe—9Y wtw DM wk @ lub M, w F Y
M, w F Ly witw M, w' E o

dla dowolnego w’ € Wy
M, w E O witw I w' E o

dla pewnego w’ € Wy

Dla zbiorow formut zapis 9, w E [T oznacza, ze

M, w ¥ p oznacza fatszywosSC formuty ¢ w w;
M, w £ [ oznacza fatszywosSC co najmniej jed-
nego elementu I' w w.



W przypadku gdy model jest ustalony, badz do-
mysSiny bedziemy po prostu pisa¢ w E ¢ (wzgled-
nie w ¥ ¢) lub w F I (wzglednie w ¥ ') dla
zbioru.

Zbior wszystkich punktow speftniajgcych dana
formute (zbidér) oznaczamy:

[ellon = {w € Wan - w F ¢};

ITlloe = Nl llon dla Vyer

Zazwyczaj uzywacl bedziemy notacji skréoconej
el (IT]D przy 9% domysinym lub ustalonym.

||| bedziemy czytac dla wygody zwyczajowo
jako "sad ¢" (intensja ¢) w danym 9.



Przyktad 1: Niech M = {wi,wy, w3}, V(p) =
{w1,ws}, V(q) = {wo,w3}...), to:

o w1 FpVilg

° w2|=p\/<>q

o wo ¥ pVlilg

° w1|=D(p\/q)

° le#D(p/\q)

e wi FO(pAg)

o w1 FU(g— (OpV<q))



c.d. przykfadu 1:

(ten sam model M = {wi,wo, w3}, V(p) =
{w1,w3},V(q) = {wo,w3}...))

o [Opll =W

o |Upll =92

o |[pVUq| = {wi,wz}

* |lp — Uqf| = {w2}

o |[{pVvUqg,pAg}|=I|lpvUq||Nl|pAq| = {ws}

o |[{pvUq,p—Ug}t| =2



Definicja 2 (Spetnialnosc¢, falsyfikowalnosc¢)
@ (M) jest spetnialna w modelu 9 wtw, ||¢| #

a (IF]] # 2).

o (M) jest spetnialna wtw, istnieje model, w
ktorym jest spetnialna.

@ (IM) jest sfalsyfikowana w modelu I wtw, ||| #
Waon ([IT]] & Wen) (inaczej: M falsyfikuje ¢ (IN)).

o (M) jest sfalsyfikowana wtw, istnieje model,
w ktorym jest sfalsyfikowana.

Przyktad 2: $p AUO(p — $—p) jest spetnialne.

Definicja spetniania formuty (czy zbioru for-
mut) w modelu daje nam lokalng charaktery-
styke prawdziwosci. Dalszym krokiem jest wpro-
wadzenie pojecia globalnej prawdziwosci:



Definicja 3 (PrawdziwosS¢ w modelu) M F ¢
WEW, YWy T w F o(lub [lelloy = Wap),

analogicznie dla T", M ET wtw, ||I"||lsgg = Win.

Zawartoscia modelu 9 nazywamy zbior E(ON) =
{o: ME p}.

Zbior wszystkich modeli, w ktorych ¢ (I") jest
globalnie prawdziwa, to Mod(p) = {9 : M E
e} (Mod(I") ={M . MET})

Trzeci poziom prawdziwoSci to tautologicznosc,
czyli prawdziwosC w kazdym modelu.

Definicja 4 (PrawdziwoS¢ w kazdym modelu)

= ¢ witw, VYoneprop(ss)y, ME ¢

(inaczej: = ¢ wtw, MOD(S5) C Mod(p)).



#~= ¢ oznacza formute nietautologiczng, czyli
falsyfikowalnga.

Przyktad 3:
— =
Qp — —lU—p
p — O Cp — ¢
e — Low UOp — ¢
Up — ¢ o — U
CUp — ¢ p — Sl
Hp — O Cp — Uy

(e — ¥) — (Lp — L) |
OCp — ) = (Qp — O9) |
(O — 1Y) = U(p — ) |
e v Oy — (e V) —
Gl NY) = QS AOY —
(e Avp) « U ALy
Gl V) « SV Oy
[ - O
Qp — OO
Ll «— SUow
QO — L




Definicja 5 (Wynikanie lokalne i globalne)
1. ¢ wynika lokalnie z I :

r = e wtw, Vopenmopess)UMllom S llellom)
(inaczej: Vonecnrop(ss) Ywewyyezeli Mw E T

2. ¢ wynika globalnie z I :

r = ¢ wtw, Mod(lr) C  Mod(p)
(inaczej: Voneprop(ss)(UezeliMET , to ME ¢))

Twierdzenie 1 JezeliT = ¢ , to I |E= ¢, ale
nie odwrotnie.

Przyktad 4:

@ |F= Oy, ale ¢ = Oep.



Logika S5: Ujecie aksjomatyczne

A. Schematy aksjomatow:

e Dowolne ¢, ktore jest schematem tezy KRZ

e (Dual) $p « ==y

o (K) U(p — ) — (Hp — L)

o (T)Up—op

e (4) Uy — Oy

e (B) O — Dy



B. Reguty pierwotne:

o (MP) jezelip e S5ip — 1 € S5,toy € S5

e (RG) jezeli p € S5, to Ly € S5

Definicja 6 (dowdd, teza) Dowodem formu-
ty ¢ jest skonczony ciag, ktorego dowolny ele-
ment, to aksjomat lub formuta wydedukowana
Z

wczesniejszych elementow za pomocg regut
pierwotnych, a ostatni element ciggu to o.

¢ jest tezg S5 (F ) wtw, ¢ ma dowdd.

Twierdzenie 2 (Przystosowanie, petnosc,
adekwatnosSc¢ (staba))

(@) Jezeli F ¢, to = .
(b) Jezeli = ¢, to + .
(c) = ¢ wtw, F o.




Definicja 7 (DowiedInosS¢ lokalna i globalna)
1.T Fo wtw AT — ¢ , dla pewnego
skonczonego ' C T

2. I ¢ wtw istnieje dowod ¢ z [ na
gruncie S5

I jest relacjg mocniejszg od +, gdyz dla IF nie
zachodzi twierdzenie o dedukcji, ktore w przy-
padku F jest spetnione z definicji. Dla przykta-
du, mamy p IF Op (z racji domkniecia na (RG)),

ale p ¥ Op (bo ¥ p — Op). Natomiast zachodzi
zaleznosSC jednostronna:

JezelilT Fop, to ko
Twierdzenie 3 (AdekwatnoS¢ mocna)
1. TFewtw, I =g

2. T IFp wtw, I |= ¢



Podziat logik modalnych

Uwaga: Logiki sg tu rozumiane jako zbiory for-
mut domkniete na pewne operacje (reguty).

Definicja 8 (Logika modalna) Przez logike
modalng L rozumiemy dowolny zbior formut
w pewnym jezyku modalnym J, Ktory spetnia
nastepujgce warunki:

o TAUT C L, gdzie TAUT to zbior tautologii
KRZ

o jezelip € L, toe(p) € L, gdzie e to dowolny
endomorfizm z ZZ w FOR(J)

o jezelipe Lip—1YeL, toyeL

Uwaga: Dla uproszczenia rozwazan, ograniczy-
my sie do jezyka monomodalhego z jednym




funktorem koniecznosci (J) (zaktadamy, ze $
jest wprowadzana przez definicje).

Rozwazmy nastepujace reguty:

(RE) jezeli p <> € L, to Op < hp € L

(RM) jezeli p -y e L, to dp — [y € L

(RR) jezeli AT - € L, to AL — [y € L,
gdzie I = o

(RQG) jezeli pe L, toUp e L

Definicja 9 (Klasy logik modalnych) Dowolna
logika modalna L domknieta na (RE) to logika
kongruencyjna (klasyczna modalna), domknie-
ta na (RM) to logika monotoniczna, domknie-
ta na (RR), to logika regularna, wreszcie do-
mknieta na (RR) i (RG) to logika normalna.



Lemat 1 (Relacje miedzy logikami)

(a) Kazda logika normalna jest zarazem regu-
larna;

(b) Kazda logika regularna jest zarazem
monotoniczna ((RM) jest szczegdlnym
przypadkiem (RR));

(c) Kazda logika monotoniczna jest logikg
kongruencyjng.

Definicja 10 (Bazowe logiki modalne) Niech
E oznacza najstabszg logike kongruencyjnga, M
— monotoniczng, R — regularng, a K — normal-

na.

Definicja dowodu, tezy i dedukowalnhosSci bez
zmian; 7 o (" 7 ) oznacza, ze ¢ jest tezg
L (jest dedukowalne z ' w L).



Monomodalne logiki normalne: semantyka
relacyjna

Definicja 11 (Struktura relacyjna)

Strukturg relacyjng, albo ramg (frame) jest do-
wolna para § = ( W, R) gdzie:

e dziedzina to W # g, ktory jest zbiorem
punktow (Swiatéw mozliwych);

e R to binarna relacja na W, zwana
relacjg osiggalnosci.

W logikach modalnych aletycznych Rww’ ozna-
cza, ze w' jest osiggalne z w (mozliwe ze wzgle-
du na w).

R(w) = {w' : Rww'} to zbidér dostepnych dla w
Mozliwosci.



Definicja 12 (Model na strukturze) Modelem
na danej strukturze § jest dowolny uktad 91 =

( §,V), gdzie V jest funkcja ewaluacji dla
zmiennych, tj. V : ZZ — P(W).

Zbior wszystkich modeli na danej strukturze
oznaczaC bedziemy symbolem MOD(J). Zbior
wszystkich modeli relacyjnych (na dowolngj
strukturze) oznaczac¢ bedziemy symbolem MOD.

Definicje spetniania formuty ¢ w punkcie w mo-
delu M ( M, w E ) wyrazajg ponizsze warunki:

M, w E wtw  w € V()

dla dowolnej ¢ € ZZ
M, w F —p witw I, w
MwEeAY wtw MwEe i MwEY
MwEeVY wtw M wkE @ lub M, w F Y
MwEe—Y wtw M, wkFE p lub M, w F Y
M, w FE L wiw I w' E o

dla dowolnego w' € R(w)
M, wE O witw M, w' E o

dla pewnego w’ € R(w)



Uwaga: definicje spetniania, falsyfikowania,
prawdziwosci w modelu (we wszystkich mode-
lach) i wynikania pozostajg bez zmian.
Przykfad 1: Rozwazmy strukture § = ( W, R)
gdzie: W = {wl,wg,w3,w4}, a R = {(wl,w2>,
(w1, w3), (w2, w2), (w3, wa), (wg, w3)}. Niech M,y =

(&, V1), 9dzie V1 (p) = {wo, w3}, Vi(q) = {w1,was},
a M, = (§, Vo), gdzie Vo(p) = 0, Vo(q) =

{w1, w3, wa}.

o M,,wy FlUp M., w1 F Up

o M, w1 F Og My, wq F Glg

o M, w3z F ULlp My, wy Flp —p

.mlanIZDp_)p 9:,‘tl7/11]2|:<>p_>p

o M, wq F OL"q, dla dowolnego n > 0



Zachodzi nastepujgce:
Twierdzenie 1 (Adekwatnosc K)
M wtw, T =@

Lemat 2 (K-tautologie)
Nastepujace schematy generujg formuty
prawdziwe we wszystkich modelach:

Qp — -

(e — v) — (e — )
O — ) — (G — O9)
He v Uy — U(e V)
Ol A) = Cp Ay
O A ) < Up ALY

Ol V) « SV Oy



Lemat 3 (formuty falsyfikowalne)
Nastepujgce schematy nie sg schematami K-
tautologii:

(D) e — Qg
(T) Up — ¢
(T") ¢ —= v
(4) Op — OOy
(5) G — Uy

(B) ¢ = Uow



Aby scharakteryzowaC semantycznie inne logiki
normalne musimy wprowadzi€ dodatkowa
terminologie:

Definicja 13 (Prawdziwos¢ w strukturach)
1. § F ¢ wtw, ngeMOD(g),im F o
(inaczej: MOD(F) C Mod(yp)).

2. Niech F oznacza dowolng klase struktur,
wtedy: F F ¢ wtw, Vzcr,§F .

3. Zawartoscig struktury § nazywamy zbior

E(S) ={p: 8 F o}

4. Zawartoscig klasy struktur F nazywamy zbior
E(F) ={¢: FE ¢}

Twierdzenie 4
Zawartos¢ dowolnej § (F) jest logikg normalng.



Poniewaz noSnik danej struktury (charakter je-
go elementéw i licznosS¢) nie ma wptywu na
okreSlenie danej logiki, natomiast strukturalne
wtasnosci relacji osiggalnosci maja wptyw za-
sadniczy, wiec bedziemy mowic€ o klasach struk-
tur jednolitych pod wzgledem wtasnosci relacji
osiggalnosci. Oto najwazniejsze z nich:

nazwa warunek

serialnosC VrdyRaxy

ZWrotnoscC VeRxx

przechodnioSC | Vayz(Rxy A Ryz — Rxz)
symetria Vey(Rxy — Ryx)
euklidesowosS¢ | Vayz(Ray A Rxz — Ryz)

Struktury i klasy struktur (a takze modele na
nich ufundowane) bedziemy okresSlaé wedtug
wtasnosci, ktore posiadajg ich relacje osiggal-
nosci. Np. powiemy, ze F (§,9) jest klasa
(struktura, modelem) zwrotng, gdy kazda struk-
tura § € F jest struktura zwrotng.



Twierdzenie 5
Zachodzga nastepujgce rownowaznosci dla for-
mut (D), (T), (4), (5) i (B):

F EUp — S wiw, F jest serialna

F EUp — ¢ wtw, F jest zwrotna

F EUp — OOe wtw, F jest przechodnia
F E oo — LU wtw, F jest euklidesowa

F FE o — UOp wtw, F jest symetryczna.



Monomodalne logiki normalne:
ujecie aksjomatyczne

K standardowo jest charakteryzowane naste-
PUjgCo:

Schematy aksjomatow i regut pierwotnych:

e Dowolne ¢, ktore jest schematem tezy KRZ

o (Dual) $p = -y

o (K) Uy —v) — (Up — Ly)

o (MP) jezelipe Kip—1ve K, toyeK

e (RG) jezeli p € K, to Uy € K



Nazwa

aksjomat

(D)
(D)
(DC)
(T)
(T")
(TC)
(4)
(4")
(4C)
(B)
(B")
(5)
(2)
(M)
(3)
(L)
(F)
(R)
(G)
(Grz)
(Go)

Up — O

(e — $w)

Cp — Ly

U — ¢

(e — )

p — Uy

(e — Ol

(O — O0)

O0p — O

e — Uy

(e — OOw)

Cp — Udw

OUp — Lo

LUOp — Oy

U0 — ) vy — )
O A — ) vOUY A — @)
O(@e — ) v (LY — ¢)
U — (v — Uyp)

HU(He — ) — Up)
UM — Up) — @) —
UM (p — Up) — ¢) — Uy




Zasadniczo bedziemy stosowal konwencje

Lemmona w nazywaniu logik: jezeli dana lo-
gika jest zbudowana przez dodanie do K ak-
sjomatow (X), (YY), (Z), to jej nazwe zapisu-
jemy KXYZ, z ewentualnym uzyciem kropek
jako znakdéw przestankowych (zwtaszcza, gdy
nazwa aksjomatu to liczba naturalna). W od-
niesieniu do kilku logik zrobimy jednak wyjgtek
od tej konwencji, ze wzgledu na rozpowszech-
nione uzycie innych nazw; w szczegdolnosci:

D=KD
T=KT
B=KTB
S4=KT4

S5=KTH)H



Szczegodlnie znang grupe logik normalnych sta-
nowi zbidr logik aksjomatyzowalnych za pomo-
cq pieciu formut z listy: (D), (T), (B), (4)i (5).
Chociaz mozliwych kombinacji w potaczeniu z
K jest tu 32 (=2°), to réznych logik jest tyl-
ko 15, gdyz czeS€ kombinacji daje tylko rézne
aksjomatyzacje tej samej logiki, ze wzgledu na
wzajemng dedukowalnoSC niektorych formut.
Podstawe redukcji podaje ponizszy

Lemat 1 W klasie logik nhormalnych zachodza
nastepujgce zaleznosci:

(D) jest tezg T (5) jest teza KB4
(4) jest tezg KB5 (4) jest tezg S5

(T) jest tezg KDB4 (B) jest tezg S5

Przyktadowo S5=KT45=KTB4=KT5



AdekwatnoSC wzgledem klas struktur

Ogdlna postaC twierdzenia o przystosowaniu
logiki L wzgledem klasy struktur F mowi, ze:

Twierdzenie 1 (Przystosowanie)

Jezeli 7, ¢ , tO =£ @.

Twierdzenie o petnosci logiki L wzgledem klasy
struktur F mowi, ze:

Twierdzenie 2 (Petnosc¢)

Jezeli |:]: P, to l_L Q.

Oba twierdzenia dajg nam twierdzenie o stabej
adekwatnosci L wzgledem klasy F: L=E(F).



Mowimy wtedy, ze F determinuje, albo
charakteryzuje L. F jest wtedy okreSlane ja-
ko klasa L-struktur, a kazdy model nalezacy
do MOD(F), to L-model. Powiemy tez, ze
¢ (M) jest L-spetnialny (lub L-falsyfikowalny)
wtw, jest spetnialny (falsyfikowalny) w jakims
L-modelu.

Definicja 14

(TautologicznosS€ i wynikanie w klasach
struktur) Niech F determinuje L, wtedy:

1. FL e wWtw, E=r @

2 T |:L P wiw, VSJIEMOD(}-)’VWEWDJI
(Jezeli MwE T, to M, w E )

3. I [FL ¢ WtW, Yonenop(F)
(jezeli MET , to ME )



Wynikanie lokalne odpowiada dowiedlnosci ty-
pu 7, a globalne dowiedlnosci typu IF7, w tym
sensie, ze twierdzenie 1. i 2. mozna wzmocniC
otrzymujgc mocne twierdzenia o adekwatno-
SCi:

Twierdzenie 3 (Mocna adekwatnosc¢)

1. Tk o wtw, T =7, ¢

2. Tl o wtw, T =7 ¢



Tabela zestawia wyniki dotyczace determinacji
15 waznych logik.

L L-struktury

K dowolne

D serialne

T ZWrotne

K4 przechodnie
KB symetryczne
K5 euklidesowe

KD5 serialne | euklidesowe

KDB | serialne i symetryczne

B ZWrotne i symetryczne

K4B przechodnie i symetryczne

K4D przechodnie i serialne

K45 przechodnie i euklidesowe

KDA45 | serialne, przechodnie i euklidesowe
S4 zwrotne i przechodnie

S5 rownowaznosciowe




Teoria korespondencji

A. Wazne wtasnosci

relacji osiggalnosci

Nazwa

warunek

funkcyjnosc
prawie-zwrotnosc
przeciwzwrotnosc
prawie-
przechodniosSC
gestosc
antyprzechodniosS¢
prawie-symetria
asymetria mocna
asymetria staba
zbieznosC
liniowoS€C mochna
liniowoSC staba
SpOjnosSC mocna

spOjnoSC staba

Veyz(Raey AN Rz — y = z)
Vzy(Rry — Ryy)

Vr—Rxx

Vaeyzv(Rry —

(Ryz AN Rzv — Ryv))
Vey(Rxy — Jz(Rxz A Rzy))
Veyz(Rxy AN Ryz — —Rxz)
Veyz(Rxy A Ryz — Rzy)
Vey(Rxy — —Ryx)
Vey(Ray ANz =y — —Ryx)
Veyz(Rxy AN Rrz —

Fv(Ryv A Rzv))
Vey(Rxzy V Ryx)

Vey(Rxy V Ryz Vx = y)
Veyz(Rxy A Rrz —

Ryz V Rzy)

Veyz(Rxy A Rrz —

RyzV RzyVy = z)




Twierdzenie 1
Zachodzg nastepujgce rownowaznosci dla (DC),

(7). (4), (4C), (B"), (2), (3) i (L):

F E O — Lp wtw, F jest funkcyjna

F EOp — ) wtw, F jest prawie-zwrotna

F EO(p — OOp) wtw, F jest prawie-przechodnia
F FUOOp — Uep wtw, F jest gesta

F EO(p — OOp) wiw, F jest prawie-symetryczna.
F E OUp — UG wtw, F jest zbiezna

F E Oy — o) vy — o) wtw, F jest
mocno spdjna

FEOWOe A — ) vOOY Ay — @) wiw, F
jest stabo spdjna



Twierdzenie 2 (Sahlqgvist)
FE OVe — OFGly wiw, R w F spetnia wa-
runek Vozyz(Rizy A RIzz — Jv(Rryv A Rizv))

B. Warunki niewyrazalne w standardowych je-
zykach modalnych.

Twierdzenie 3

PrzeciwzwrotnosS¢, antyprzechodniosSC, asyme-
tria (mocna i staba) i liniowosS¢ (mocna i staba)
nie majg formut-odpowiednikow.

C. Formuty niewyrazalne w jezyku pierwszego
rzedu.

Twierdzenie 4
Formuty: (M) OOp — SOp i (G) O(Hp — ) —
[lp definiujg klasy struktur, w ktorych relacja
osiggalnosci ma wifasnosci wyrazalne w jezyku
drugiego rzedu.



Logiki multimodalne (normalne)

Logiki multimodalne (polimodalne) budujemy
w jezykach typu Jn, gdzie mamy do dyspozycji
n (par) funktoréw modalnych. Zapis [; ozna-
Ccza, ze mamy do czynienia z -tym funktorem
koniecznosci (1 < ¢ < n). Semantyka ulega sto-
sownemu uogolnieniu:

Definicja (Struktura relacyjna multimodal-
na) Strukturg relacyjnag, albo rama (frame) jest
dowolny uktad § = ( W, {R;}) gdzie W # & jest
zbiorem punktéw (Swiatdw mozliwych, punk-
tow czasowych), a {R,} jest zbiorem binarnych
relacji na YW, zwanych relacjami osiggalnosci.

Definicja modelu na strukturze multimodalnej
jest bez zmian. Podobnie definicja spetniania
formut za wyjatkiem warunkow dla konieczno-
Sci i mozliwosci, ktore przybierajg postac:



MwkE e witw M w' E o

dla dowolnego w’ € R;(w)
MwE ;o wiw MM w' FE o

dla pewnego w' € R;(w)

Logiki multimodalne, w ktorych kazda modal-
NnoSC spetnia te same warunki to homogeniczne
logiki, natomiast takie, w ktorych rézne mo-
dalnosSci majg rézne wtasnosci, to logiki hete-
rogeniczne. W obu wypadkach mozemy miecC
do czynienia ze zwyktym ztozeniem Kilku logik
monomodalnych, w ktorej brak jest interakcji
pomiedzy roznymi modalnosciami lub z logika-
mi interaktywnymi, w ktorych zachodzga relacje
miedzy roznymi modalnosciami.

Przyktad 2 (Logiki temporalne) Sa to logiki
bimodalne interaktywne z czterema funktora-
mi:



G dla "odtad zawsze" (zamiast Up)
F dla "nastgpi" (zamiast $p)
H dla "dotad zawsze" (zamiast Lp)

P dla "nastgpito" (zamiast $p)
Jezyk ten oznaczaC bedziemy jako J.

Kazda z (par) modalnosci jest modalnoscia
normalna tzn., ze zachodzi aksjomat (K) za-
rowno dla G jak i dla H, oraz dla obu funkto-
row mamy domkniecie na regute (RG). Logi-
Ki te muszg tez wyrazaC symetrie przysztosci
| przesztoSci a zatem potrzebujemy tez aksjo-
matow interakcji obu modalnosci. Uzyskujemy
to z pomocg nastepujacej pary formut:

(B-Te) O — ‘:’Z'<>jg0, gdzie 1 = j5 € {F, P}



Najstabsza logika temporalna, ktora spetnia po-
dane warunki to Kt.

Struktury dla bimodalnych logik temporalnych
sq postaci { W, Rp, Rp), gdzie W jest zbiorem
punktow czasowych, Rg jest relacja nastep-
stwa w czasie, a Rp jest relacjg poprzedzania
w czasie. Dodatkowo zaktadamy, ze Rp jest
konwersem Rp. Definicja modelu, spetniania
itd. bez zmian.

Nadlogiki Kt moga byC zarowno homogenicz-
ne, jak i heterogeniczne np. mozemy przyjac,
ze przesztosSC jest linearna, ale przysztoSC do-
puszcza rozgatezienia.



Systemy dedukcyjne

A. Konwencje zapisu

o a1 | an ¢ B1 | B2

© NP o | Y | (@A) | —p | Y
(VYY) || | VY o | P
(o—=Y) | ¢ | Y| o=V |-p| ¢

1

7T
Cip | Ui v
Ui | Qi | e

Definicja 15 (Dopetnienia, podformuty) —o
oznacza dopetnienie ¢ lub inaczej: jest formuta
komplementarng do ¢, jest to v, jezeli p = —,
lub —~p w przeciwnym wypadku.



B. Dedukcja Naturalna: reguty inferencji

(L), —¢/ L

(m=) ¢ /¢

(aE) a / «;, gdzie i € {1,2}

(aD) a1, a2 / «

(BE) B, —=Bi / Bj , gdzie i 7= j € {1,2}
(D) B; / B, gdzie i € {1,2}

(D) vt / 7t , gdziev =

(T)vt /v oraz =« / =



Reguty konstrukcji dowodu:

1

DOW:

v

()

I_*

U {W?i}

i DOW:

o)

1

2




Definicja I*

nazwa >
K D T {v:vrerl}
K4, D4 (Vi veryu{v:vter)
S4 (v vter}
KB, DB, B | {v:v'ellu{nt:mecr}
KB4, KBD4 | {v:vtelrju{v:vteriu
{rt 7w er}
K5, KD5 | {v:vterlu{r:necr}
K45, KD45 | {v:vteTlju{v' vt er}ju
{rt: 7wt e}
S5 {(Vveryu{rt:nter}




C. Etykietowane diagramy Betha

Definicja 16 (Etykiety)

1. 1cET

2. Jezeli o €ET, to ok €ET

o.k denotuje etykiete, ktorej ostatni element to
k; ot : oznacza etykiete, ktora jest konkatena-
Ccjg dwoch ciggow;

Bedziemy nazywali etykiete o rodzicem a o.1
dzieckiem; oprocz 1. kazda inna etykieta jest
dzieckiem.

| o | oznacza dtugosc etykiety, czyli ilosC wy-
stapien liczb catkowitych w etykiecie.



Przyktad i interpretacja

1,1.2.1.1.5,1.1.1.1.3, sg etykietami, a 4.1.3.7.,
czy 1.3.0.5. etykietami nie sg. Nieformalnie,
etykieta jest nazwg okreSlonego Swiata w kon-
struowanym modelu, a jej struktura pokazu-
je, jakie punkty w tym modelu jg poprzedzaja
przez R, np. drugi przyktad etykiety mozna od-
czytac jako (czesciowy) opis modelu, w ktérym
1,1.2,1.2.1,1.2.1.1,i 1.2.1.1.5, nalezg do W a
pary (1,1.2),(1.2,1.2.1),....,(1.2.1.1,1.2.1.1.5)
nalezg do R. Ogdlnie, dla dowolnhych dwoch
etykiet, z ktorych jedna jest dzieckiem drugiej,
oznacza to, ze o.1 jest osiggalne przez 'R z o.

Definicja 17 (Formuty etykietowane) Jezeli
0 € FOR(MOD) ao €ET, too : ¢ jest formutg
etykietowang.

Intuicyjnie o . ¢ 0znacza, ze ¢ jest spetnione w
modelu w punkcie o.



Reguty

1. Bazowa formalizacja (K-EDB)

(L)oip,o0:—p /L

(7)) oi—mp [ ol

(@) o:a / o o gdzie i€ {1,2}
(B)o:B,/o:ip1 | o:pB2,

() o: 7t /) o.k: 7w, gdzie 0.k jest nowa
1-etykieta

(v) o : vt / ok : v, gdzie 0.k jest dowolng
1-etykKieta



Reguty specjalne:

(D) o:Lp / o:Oip0raz o =0 /[ o =L
(M o:v /o:v

(4) o : v* / ok : V', gdzie o.k jest dowolng
1-etykietg

(B) ok : V' / o : v, gdzie o.k jest dowolna
1-etykieta

(B4) 0.k : v* / o : vt , gdzie 0.k jest dowolna
1-etykieta

(50) 1.k: vt / 1:0,0" , gdzie 1.k jest dowolng
1-etykieta

(5.4) o :v* / ok : vt , gdzie |o | >1i 0.k jest
dowolng -etykieta



Formalizacje znanych logik normalnych mozna
uzyskal przez nastepujace kombinacje poda-

nych reguf.

D-EDB
T-EDB
K4-EDB
KB-EDB
K5-EDB
KD4-EDB
KDB-EDB
KD5-EDB
S4-EDB
B-EDB
KB4-EDB
K4.5-EDB
KD4.5-EDB
S5-EDB

K-EDBU{(D)}
K-EDBU{(T)}
K-EDBU{(4)}
K-EDBU{(B)}
K-EDBU{(B4), (50),(5.4.)}
D-EDBU{(4)}
D-EDBU{(B)}
K5-EDBU{(D)}
T-EDBU{(4)}
T-EDBU{(B)}
KB-EDBU{(4), (B4)}
K-EDBU{(4), (500),(5.4.)}
K4.5-EDBU{(D)}
S4-EDBU{(B4)}



The Master Argument

1. Wszystko co jest przeszte i prawdziwe jest
konieczne.

2. Niemozliwe nie wynika z mozliwego.

3. Co ani nie jest, ani nie bedzie, jest mozliwe.
ZP: Kazda mozliwosSC kiedys sie zaktualizuje.
1. Ppo — UPyp

2. Fpo—=9Y )/ FOp — Oy

3. o AFp AOp

DC: o NGy — PGy



Standardowy dowod petnosSci dla L

Jest to dowdd niekonstruktywny, oparty o
konstrukcje modelu kanonicznego metodg Hen-
kina (a wtasciwie Lindenbauma). Pokazuje, ze
istnieje jeden model nieskonczony (model ka-
noniczny), nalezacy do MOD(L), ktory falsyfi-
kuje kazdg formute niedowiedlng w L.

Definicja (Zbidor niesprzeczny i maksymal-
nie niesprzeczny):

1. I jest niesprzeczny (Nsp(IM)) wtw, I ¥ L

2. [ jest maksymalnie niesprzeczny (M Nsp(lM))
witw;,:

i) Nsp(IN)

i) dla dowolnego A, jezeli T C A, to A+ L



Przypomnijmy, ze zachodzi:

(TDN): I, —~p - L wtw, T ¢

Lemat 1 Dla dowolnego M Nsp(IM) zachodzi:
1.1. ¢ T wtw, ~p €T
1.2. jezeli -, to e

1.3. jezelipclip—wecl, toyel

Lemat 2 (Lindenbaum) Jezeli Nsp(IM), to ist-
nieje MNsp(A), taki, ze T C A

Lemat 3 Niech Nsp(lM), to jezeli $p € I, to
Nsp(I'* U {s})



Definicja: Model kanoniczny dla L, to M, =
({ We, Re, Ve) gdzie:

We=A{I: MNsp(l')}

Rl witw, T*C A

Ve(p) ={l:peTl}

Lemat 4 Dla dowolnego M Nsp(IM), jezeli Oy €

[, to ¢ € A, dla dowolhego A, takiego, ze
Rl A

Lemat 5 Dla dowolnego M Nsp(I),p € T wtw,
mc, I_ |: (p

Jako wniosek otrzymujemy:

Twiedzenie o petnosci: Jezelil =, tol F ¢



Logiki okresOw warunkowych

Ktopotliwe schematy rozumowania:

SH) p =YY, = x / ¢ — x
(TR) ¢ = / = — —p

(OP) o =Y [/ opAXx —

Gdyby Kowalski nie wygrat w audiotele, toby
nie miat samochodu. Gdyby nie miat samocho-
du, toby nie przejechat swojego sgsiada. Za-
tem, gdyby przejechat swojego sgsiada, toby
wygrat w audiotele.

Jezeli nasypie do filizanki kawy 3 tyzki cukru,
to bedzie stodka. Zatem, jezeli nasypie tam 3
tyzki cukru i naleje oleju silnikowego, to bedzie
stodka.



Reguty, tezy, logiki:

(RCEA) Fo =y /Fe>x oy >x
(RCEQ) Fo—d /x> o x>
(CM) o>y AX— (p>9) A >X)
(CO) (p>P)A(p>x) ¢ >YAx

(RCK) Fp1 A..... Nopn—1 / F(x>p1)A... A
(x >¢n) = x>, n>0

Logika domknieta na (RCEA) i (RCEC) jest
logika klasyczng, jezeli dodatkowo zawiera (CM)
to jest monotoniczna, a jezeli zawiera tez (CR),
to jest regularna. Logika klasyczna domknieta
na (RCK) to logika normalna. Najstabsza lo-
gika klasyczna to CE, monotoniczna to CM,
regularna to CR a normalna to CK.



Semantyka dla logik normainych

Przez standardowy model warunkowy rozumie-
my strukture M = (W, f,V) gdzie W to zbior
Swiatow, V to waluacja zmiennych, a f to funk-
Cja selekcji klasy Swiatdw (sadu), ktéra dowol-
nemu Swiatu i sgdowi przyporzgdkowuje jakis
sad. Formalnie f : W x P(W) — P(W). Wa-
runki spetniania dla dowolnego zdania sg takie
same jak w dowolnych rozwazanych poprzed-
nio modelach, dla okresdw warunkowych sto-
sowna klauzula wyglada tak:

Mw =@ > wtw, f(w,|lel]) € 1Y

TautologicznosSC i wynikanie w takich mode-
lach definiujemy tak jak poprzednio.

CK mozna teraz scharakteryzowalC semantycz-
nie jako logike zdeterminowang przez klase wszyst-
kich standardowych modeli warunkowych. Naj-
bardziej znane logiki OW sg nadlogikami CK.



Wazniejsze logiki normalne

1.CKD (dependable) to najmniejsza logika
zawierajgca CK +(ID) ¢ > ¢
(id) f(w,X) C X

2.CKWM (weakly material) to najmniejsza lo-
gika zawierajagca CK + (MP) ¢ > 1 — (¢ — 1)
(mp) jezeliwe X, to w € f(w, X)

3. CKDO (ordered) to najmniejsza logika
zawierajagca CKD 4+ (CO.1) ¢ > ¢ — ¢ > ¢
+ (CO.2) (¢ > PINW > ) = (¢ >x <= P> Xx)
(col) jezeli f(w,X) =, to f(w,Y)NX =0
(co2) jezeli f(w,X) C Y i f(w,Y) C X, to
f(w, X) = f(w,Y)

4, CO = CKDO+(MP)

5. CA (additive) = CO+
(CA) (¢>P)N(X>Y) = Vx>
(ca) f(w,|le V) C flw,lle|]) U flw,|[¥]|])



6. V = CKDOV (variably strict) to najmniej-
sza logika zawierajgagca CKDO —+
(CV) (> Y) A=(p>—x) = Ax >

(cv) jezeli f(w,|l¢l) € X, to f(w,]|¢l) C ||-x]
lub f(w,|leAx|]) CX

7. VW = CKDOV+(MP)

8. CKM (material) = CKD+(MP)+
(CS) pAYp — >

(cs) jezeli w e X, to f(w, X) = {w}

9. SS = CA+(CS)

10. VC = VW+(CS)

11. C2 (singular) = VC+

(CEM) (¢ > ) V (¢ > )
(cem) f(w,X) ma co najwyzej jeden element



LOGIKI HYBRYDOWE: Jezyk

Bazowy hybrydowy (zdaniowy) jezyk modalny
Jy uzyskujemy poprzez dodanie do Jy:

a) Drugiego sortu zmiennych zdaniowych, zwa-
nych nominatami: jest to przeliczalny zbior NOM
= {1, 7, k,...}. Ich zadaniem jest nazywanie punk-
tow w modelu. Atomy jezyka to teraz zbiodr
ZZUNOM (ZZNNOM = @&). W metajezyku
bedziemy uzywaC symboli o, 7,0 dla reprezen-
tacji nominatow.

b) Dwuargumentowego funktora spetniania,
ktory taczy dowolny nominat z dowolna for-
muta. Formuty tego typu (sat-formuty) zazna-
czamy nastepujaco: o : ¢ i odczytujemy: "for-
muta ¢ jest spetniona w punkcie o. Przykftady
sat-formut:

i:(p—<q), 14, 1 $OF.



Formuty, w ktorych jedyne zmienne to nomi-
naty, to czyste (pure) formuty Jg.

2. Semantyka

Pojecie struktury modelowej dla logiki hybry-
dowej nie ulega zmianie, natomiast definicja
waluacji musi ulec pewnej zmianie, aby zga-
dzac sie z intuicyjna interpretacja nominatow.

Definicja 18 Waluacja jest dowolna funkcja
V. ZZUNOM— P(W), taka, ze V(o) dla do-
wolnego nominatu o jest singletonem.

Warunki spetniania formut pozostaja bez zmian

natomiast dodatkowy warunek dla sat-formu+t
wyglada nastepujaco:

M wEo:pwtw M, w F p, gdzie {v'}=V (o)



Pozostate definicje semantyczne nie wymagaja
Zmian.

3. Logiki

Najmniejsza (monomodalna) hybrydowa logika
normalna Kyg wymaga dodania do K nastepujacych
schematow aksjomatow:

(K:) c:(p—=¢) = (cip—0i9)
(S-D:) Ol 0o
(D:) ONp — 0

(ZWR-N) o :o0

(SYM-N) oc:7< 7.0
(NOM) C.LONT T —T:.Q
(AGREE) 7T:0:p<0:¢p
(BACK) Qo p— ol

Oprécz domkniecia na (MP) i (RG) Ky jest
domknieta na regute Godla dla funktora spet-
niania tzn. (RG:) jezeli ¢ € Ky, to 0 : ¢ € Ky



dla dowolnego nominatu o. Natomiast regu+ta
podstawiania zachodzi w nastepujacej postaci:
jezeli p € Ky, to e(p) € Ky, gdzie e:ZZ—FOR,
ale e:NOM—NOM.



4. Teoria korespondencji

nazwa | aksjomat warunek

(D") Oo — $o serialnosc

(DC") | Qo — Uo funkcyjnosc

(T") (o — o zwrotnosc

(T") (0o — o) prawie-zwrotnosc

(TC) |o—Uo —

(IRR) | o — O-o przeciwzwrotnosc¢

(4") Oo — O0o przechodniosc¢

(4C') | 0O0Oo — Oo gestosc

(INT) | —-0Oo — OOo antyprzechodniosc¢

(B") o — OO0 symetria

(ASM) | 0 — O0O—0o asymetria mocna

(ASS) | 0 — O($o — o) asymetria staba

(5") So — OO0 euklidesowosc¢

(2") OO — OOo zbieznosc¢

(3") O — 1)V sp&jnosS¢ mocna
(07 — o)

(L") O(0o Ao — 1) spOjnos¢ staba
vOOr AT — o)

(DI) o.OTVT Qo liniowoS€ mocna

(TRI)

oc:O7VT oo T

liniowoSC staba




SEMANTYKA TOPOLOGICZNA

Definicja 19 (Struktura otoczeniowa)

Strukturg otoczeniowqg jest dowolna para § =
( W,N) gdzie:

e dziedzina to W # &, ktory jest zbiorem
punktéw (Swiatéw mozliwych);

e N to funkcja z W w PP(W)
(N W — PP(W)), zwana funkcja sasiedztwa
(inaczej: N(w) C P(W), dla kazdego we
W).

N (od neighbourhood lub od necessary) jest
to funkcja, ktora kazdemu punktowi przypo-
rzadkowuje zbidr tych sgdow, ktdore sg w nim
konieczne.



Modelem na danej strukturze § jest dowolny
uktad 9 = (§,V), gdzie V jest funkcja waluagji
zmiennych. Zarowno definicja wartoSciowania
zmiennych, jak i warunki spetniania w modelu
dla wszystkich formut za wyjatkiem modalnych
sg takie same jak w semantyce relacyjnej. R6z-
nica dotyczy waluacji formut modalnych;

w = U wiw o] € N (w)

w = Qe wiw || — | & NV (w)

Definicje prawdziwosci w modelu, tautologicz-
NOSCi | wynikania bez zmian.

Intuicyjnie Ly jest prawdziwe w punkcie w wte-
dy gdy sad wyrazany przez ¢ jest w tym punk-
cie konieczny. Analogicznie, formuta jest w w
mozliwa wtedy gdy N (w) nie zawiera dopet-
nienia sadu wyrazanego przez te formute. Jak



wida¢ funkcja N w istocie interpretuje koniecz-
noSC jako operator wnetrza a mozliwos¢ jako
operator domkniecia, stad czesto semantyka
otoczeniowa okreSlana jest jako semantyka to-
pologiczna.

Charakteryzacja

E jest adekwatne wzgledem klasy wszystkich
modeli otoczeniowych.

M jest adekwatne wzgledem klasy tych modeli
otoczeniowych, ktore spetniajg warunek:

(m) jezeli XNY e N(w), to X e N(w) i1 Y €
N (w)

lub rownowaznie

(m') jezeli X CY i X e N(w), to Y € N (w)



(c) jezeli X ¢ N(w) i Y € N(w), to XNY ¢
N (w)

(n) W e N(w)
(d) jezeli X € N(w), to —X ¢ N(w)
(t) jezeli X e N(w), tow e X

(4) jezeli X € N(w), to {vw' : X € N(w')} €
N (w)

Klasa modeli otoczeniowych spefniajgcych wa-
runki (m) i (c) daje nam najstabszg logike re-
gularng R, a po zawezeniu do modeli spetnia-
jacych dodatkowo warunek (n) otrzymujemy
otoczeniowa charakteryzacje K. (d), (t) i (4)
charakteryzujg modele otoczeniowe spetniaja-
ce aksjomaty: (D), (T) i (4).



