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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Wprowadzenie

Geneza RS

Określenie rachunek sekwentów (RS) stosowane jest wspó lcześnie
w odniesieniu do obszernej grupy systemów dedukcyjnych zwanych
też czȩsto, ze wzglȩdu na nazwisko autora, systemami Gentzena.
Systemy RS wywodza̧ siȩ z badań Gentzena z lat 30-tych nad
utworzeniem systemów dedukcji naturalnej.
Nazwa RS pochodzi od podstawowych jednostek, na których
zdefiniowane sa̧ regu ly.
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utworzeniem systemów dedukcji naturalnej.
Nazwa RS pochodzi od podstawowych jednostek, na których
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też czȩsto, ze wzglȩdu na nazwisko autora, systemami Gentzena.
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Trochȩ historii i systematyzacji

Można prowizorycznie wyróżnić kilka dat i etapów w rozwoju
problematyki RS:

1929 – wprowadzenie sekwentów i T-dowodów przez Hertza

1934 – publikacje Gentzena poświȩcone dedukcji naturalnej, w
których wprowadza rachunki sekwentowe LJ i LK i dowodzi
twierdzenia o eliminacji ciȩcia

1936 – sekwentowy system DN Gentzena

lata 40-te i 50-te: pierwsze modyfikacje RS – Ketonen,
Kleene, Bernays, Suszko

lata 50-te: powstanie systemów tablicowych – Beth, Hintikka

lata 60-te: konstrukcje praktycznych form RS – Hasenjaeger,
Hermes, Rieger, Leblanc
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Można prowizorycznie wyróżnić kilka dat i etapów w rozwoju
problematyki RS:

1929 – wprowadzenie sekwentów i T-dowodów przez Hertza

1934 – publikacje Gentzena poświȩcone dedukcji naturalnej, w
których wprowadza rachunki sekwentowe LJ i LK i dowodzi
twierdzenia o eliminacji ciȩcia
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1936 – sekwentowy system DN Gentzena

lata 40-te i 50-te: pierwsze modyfikacje RS – Ketonen,
Kleene, Bernays, Suszko

lata 50-te: powstanie systemów tablicowych – Beth, Hintikka

lata 60-te: konstrukcje praktycznych form RS – Hasenjaeger,
Hermes, Rieger, Leblanc

Andrzej Indrzejczak RACHUNKI SEKWENTOWE



RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA
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Można prowizorycznie wyróżnić kilka dat i etapów w rozwoju
problematyki RS:

1929 – wprowadzenie sekwentów i T-dowodów przez Hertza

1934 – publikacje Gentzena poświȩcone dedukcji naturalnej, w
których wprowadza rachunki sekwentowe LJ i LK i dowodzi
twierdzenia o eliminacji ciȩcia
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Trochȩ historii i systematyzacji

Można prowizorycznie wyróżnić kilka dat i etapów w rozwoju
problematyki RS:

teoretyczne badania nad problematyka̧ entailment (Scott,
Shoesmith i Smiley – lata 70-te, Zygmunt, Czelakowski – lata
80-te) i prostych relacji konsekwencji (lata 90-te – Avron)

rozwój uogólnionych form RS: od lat 70-tych, m.in: Display
Calculi Belnapa, Linear Logic Girarda, Hypersequent Calculi
Avrona

rozwój strukturalnej teorii dowodu: od lat 70-tych – Takeuti,
Schütte, Troelstra, von Plato, Negri

badania nad automatyzacja̧ dowodzenia (Gallier)

antyrealistyczna filozofia znaczenia (sta lych logicznych)
(Dummett, Hacking, Dosen, Avron)
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Ogólne pojȩcie rachunku sekwentowego:

Rachunek sekwentów to dowolna kolekcja regu l sekwentowych
postaci:

S1, ....,Sn / S , n ≥ 0, gdzie S oznacza sekwent.

Ponieważ sekwenty można rozmaicie definiować wiȩc prowadzi to
do pierwszej klasyfikacji form RS, która odwo luje siȩ jedynie do
kryteriów strukturalnych:

1 wg. ilości argumentów sekwentu:

2 wg. typu obiektów tworza̧cych argumenty sekwentu:

3 wg. ilości formu l (struktur danych) w argumentach sekwentu:
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Ogólne pojȩcie rachunku sekwentowego:

Rachunek sekwentów to dowolna kolekcja regu l sekwentowych
postaci:

S1, ....,Sn / S , n ≥ 0, gdzie S oznacza sekwent.
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Ogólne pojȩcie sekwentu:

podzia l wg. ilości argumentów sekwentu:

standardowe – para

niestandardowe, w tym m.in. sekwenty jako:

n-tki (≥ 1) (zbiorów, multizbiorów,...) obiektów
hipersekwenty ((multi)zbiory sekwentów)
sekwenty zagnieżdżone
wielosekwentowe
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wielosekwentowe

Andrzej Indrzejczak RACHUNKI SEKWENTOWE



RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA
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Ogólne pojȩcie sekwentu:

podzia l wg. ilości argumentów sekwentu:

standardowe – para

niestandardowe, w tym m.in. sekwenty jako:

n-tki (≥ 1) (zbiorów, multizbiorów,...) obiektów
hipersekwenty ((multi)zbiory sekwentów)

sekwenty zagnieżdżone
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Standardowe pojȩcie sekwentu

Sekwenty w sensie Gentzena to obiekty postaci:

Γ⇒ ∆,
lub

ϕ1, ..., ϕk ⇒ ψ1, ..., ψn, z k ≥ 0, n ≥ 0

gdzie Γ to poprzednik a ∆ to nastȩpnik sekwentu.
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Standardowe pojȩcie sekwentu
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Ogólne pojȩcie sekwentu:

podzia l wg. typu obiektów tworza̧cych argumenty sekwentu:

U Gentzena argumenty sekwentu to skoṅczone cia̧gi formu l ale
możliwe inne rozwia̧zania

zbiory (formu l)

multizbiory

inne struktury danych, np. formu ly, formu ly etykietowane itp.
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możliwe inne rozwia̧zania

zbiory (formu l)

multizbiory

inne struktury danych, np. formu ly, formu ly etykietowane itp.

Andrzej Indrzejczak RACHUNKI SEKWENTOWE



RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Ogólne pojȩcie sekwentu:

podzia l wg. typu obiektów tworza̧cych argumenty sekwentu:

Wyróżnimy 3 alternatywy RS wg. rodzaju argumentów sekwentu:

c-systemy (cia̧gi)

m-systemy (multizbiory)

z-systemy (zbiory)

Uwaga1: dla ujȩcia wielu logik nieklasycznych niezbȩdne
multizbiory (cia̧gi raczej rzadko potrzebne)
Uwaga2: Nawet w przypadku operowania zbiorami można uzyskać
narzȩdzie potencjalnie silniejsze niż operacja konsekwencji
Tarskiego.
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Ogólne pojȩcie sekwentu:

Sekwenty – przypadki szczególne

Zarówno Γ jaki i ∆ w sekwencie postaci Γ⇒ ∆ moga̧ być cia̧gami
pustymi, wtedy:

Γ interpretujemy jako >
∆ interpretujemy jako ⊥

Konsekwencje:

sekwent z pustym Γ i ∆ jest wyrażeniem wewnȩtrznie
sprzecznym: ⇒ := ⊥
Γ⇒ oznacza, że elementy Γ tworza̧ zbiór sprzeczny
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Zarówno Γ jaki i ∆ w sekwencie postaci Γ⇒ ∆ moga̧ być cia̧gami
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sprzecznym: ⇒ := ⊥
Γ⇒ oznacza, że elementy Γ tworza̧ zbiór sprzeczny
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Andrzej Indrzejczak RACHUNKI SEKWENTOWE



RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Ogólne pojȩcie sekwentu:

podzia l wg. ilości formu l (struktur danych) w argumentach
sekwentu:

tzw. intuicjonistyczny (many-one, single-conclusioned)

tzw. klasyczny (many-many, multi-conclusioned)

inne, np. one-one (Rieger, Belnap)

Uwaga1: rozróżnienie intuicjonistyczny/klasyczny ma charakter
jedynie umowny – istnieja̧ np. RS dla INT typu many-many, dla
wielu logik charakter mieszany itp.
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Ogólne pojȩcie sekwentu:

podzia l wg. ilości formu l (struktur danych) w argumentach
sekwentu:

tzw. intuicjonistyczny (many-one, single-conclusioned)

tzw. klasyczny (many-many, multi-conclusioned)

inne, np. one-one (Rieger, Belnap)
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Typy regu l sekwentowych:

Regu ly rachunków sekwentowych zwyk lo dzielić siȩ na:

strukturalne – dotycza̧ wy la̧cznie manipulacji elementami
sekwentów, w ich schematach nie wysȩpuja̧ żadne sta le
logiczne

logiczne – zawieraja̧ w schemacie regu ly konkretne sta le
logiczne określaja̧c zazwyczaj warunki wprowadzenia do
(poprzednika, nastȩpnika) sekwentu lub eliminacji dla formu l z
ta̧ sta la̧ logiczna̧.

Uwaga: Pog lȩbione badania nad formami takich regu l wia̧ża̧ siȩ
ścísle z badaniami nad rozmaitymi antyrealistycznymi teoriami
znaczenia sta lych logicznych rozwijanymi m.in. przez Dummetta,
Hackinga, Prawitza.

Andrzej Indrzejczak RACHUNKI SEKWENTOWE



RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Typy rachunków sekwentowych:

Podzia ly oparte na analizie regu l:

wg. dopuszczalnego kszta ltu regu l logicznych

wg. rodzaju regu l logicznych:

multiplikatywne (context-free, intensional, internal)
addytywne (context-sharing, extensional, combining)

wg. udzia lu regu l strukturalnych
(eliminowalne/nieeliminowalne)

wg. proporcji sekwenty/regu ly sekwentowe (typy skrajne: RS
w stylu Hertza/RS w stylu Gentzena)
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Typy rachunków sekwentowych:

Podzia ly oparte na analizie regu l:

wg. dopuszczalnego kszta ltu regu l logicznych

wg. rodzaju regu l logicznych:

multiplikatywne (context-free, intensional, internal)
addytywne (context-sharing, extensional, combining)

wg. udzia lu regu l strukturalnych
(eliminowalne/nieeliminowalne)

wg. proporcji sekwenty/regu ly sekwentowe (typy skrajne: RS
w stylu Hertza/RS w stylu Gentzena)

Andrzej Indrzejczak RACHUNKI SEKWENTOWE



RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA
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(e) ` ∗ / ` (eliminacja z nastȩpnika)
(f) ∗ ` / ` (eliminacja z poprzednika)
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Typy rachunków sekwentowych:

Dopuszczalne kszta lty regu l logicznych:
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Typy rachunków sekwentowych:

Dopuszczalne kszta lty regu l logicznych – przyk lad koniunkcji:

1. przypadek n = 0 (sekwenty)
(a) ϕ,ψ ` ϕ ∧ ψ (wprowadzanie)
(b) ϕ ∧ ψ ` ϕ(ψ) (eliminacja)
2. przypadek n > 0 (regu ly sekwentowe)
(c) ` ϕ, ` ψ / ` ϕ ∧ ψ (wprowadzanie do nastȩpnika)
(d) ϕ,ψ ` / ϕ ∧ ψ ` (wprowadzanie do poprzednika)
(e) ` ϕ ∧ ψ / ` ϕ(ψ) (eliminacja z nastȩpnika)
(f) ϕ ∧ ψ ` / ϕ, ψ ` (eliminacja z poprzednika)

Uwaga: (c) i (e) oraz (d) i (f) to wzajemne konwersy, ale możliwe
też inne warianty.
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Typy rachunków sekwentowych:

Dopuszczalne kszta lty regu l logicznych – przyk lad koniunkcji:

1. przypadek n = 0 (sekwenty)
(a) ϕ,ψ ` ϕ ∧ ψ (wprowadzanie)

(b) ϕ ∧ ψ ` ϕ(ψ) (eliminacja)
2. przypadek n > 0 (regu ly sekwentowe)
(c) ` ϕ, ` ψ / ` ϕ ∧ ψ (wprowadzanie do nastȩpnika)
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Typy rachunków sekwentowych:

Dopuszczalne kszta lty regu l logicznych – przyk lad koniunkcji:

1. przypadek n = 0 (sekwenty)
(a) ϕ,ψ ` ϕ ∧ ψ (wprowadzanie)
(b) ϕ ∧ ψ ` ϕ(ψ) (eliminacja)
2. przypadek n > 0 (regu ly sekwentowe)

(c) ` ϕ, ` ψ / ` ϕ ∧ ψ (wprowadzanie do nastȩpnika)
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(f) ϕ ∧ ψ ` / ϕ, ψ ` (eliminacja z poprzednika)

Uwaga: (c) i (e) oraz (d) i (f) to wzajemne konwersy, ale możliwe
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Typy rachunków sekwentowych:

Podzia l wg. rodzaju regu l logicznych:

multiplikatywne (context-free, intensional, internal)

addytywne (context-sharing, extensional, combining)

Uwaga: rozróżnienie tych regu l dla sta lych nie jest możliwe na
gruncie standardowych relacji konsekwencji (zatem również na
gruncie teorii operacji konsekwencji)
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Typy rachunków sekwentowych:

Podzia l wg. rodzaju regu l logicznych:

multiplikatywne (context-free, intensional, internal)

addytywne (context-sharing, extensional, combining)
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Typy rachunków sekwentowych:

Przypadek koniunkcji:

1. warunek dla multiplikatywnej koniunkcji:

Γ, ϕ, ψ ` ∆ wtw Γ, ϕ ∧ ψ ` ∆

2. warunek dla addytywnej koniunkcji:

Γ,` ∆, ϕ ∧ ψ wtw Γ ` ∆, ϕ i Γ ` ∆, ψ

3. regu ly Gentzenowskie dla multiplikatywnej koniunkcji:
(L∧) z warunku;
(R∧) Γ ` ∆, ϕ; Π ` Σ, ψ / Γ,Π ` ∆,Σ, ϕ ∧ ψ
4. regu ly Gentzenowskie dla addytywnej koniunkcji:
(R∧) z warunku; (L∧) to para regu l:
Γ, ϕ ` ∆, / Γ, ϕ ∧ ψ ` ∆ i
Γ, ψ ` ∆, / Γ, ϕ ∧ ψ ` ∆

Andrzej Indrzejczak RACHUNKI SEKWENTOWE



RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Typy rachunków sekwentowych:

Podzia l wg. udzia lu regu l strukturalnych
(eliminowalne/nieeliminowalne)

W obrȩbie standardowego typu RS rozróżnimy 3 najważniejsze
warianty:

ogólny, w którym wystȩpuja̧ zarówno regu ly strukturalne jak i
logiczne

logiczny, w którym regu ly strukturalne sa̧ wyeliminowane na
rzecz logicznych

strukturalny, w którym zmniejszony jest udzia l regu l
logicznych na rzecz strukturalnych

Uwaga: istnieje zależność miȩdzy alternatywa̧ RS a udzia lem regu l
strukturalnych; z-system z natury rzeczy minimalizuje udzia l regu l
strukturalnych.
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logiczny, w którym regu ly strukturalne sa̧ wyeliminowane na
rzecz logicznych
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Uwaga: istnieje zależność miȩdzy alternatywa̧ RS a udzia lem regu l
strukturalnych; z-system z natury rzeczy minimalizuje udzia l regu l
strukturalnych.

Andrzej Indrzejczak RACHUNKI SEKWENTOWE



RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Typy rachunków sekwentowych:

Podzia l wg. proporcji sekwenty/regu ly sekwentowe pozwala
wyróżnić typy RS:

przewaga regu l; w szczególności typ jeden sekwent/wiele regu l
(RS w stylu Gentzena):

standardowe RS
sekwentowe ND

przewaga sekwentów; w szczególności typ z regu lami tylko
strukturalnymi (RS w stylu Hertza i Suszki)

typ mieszany (Bernays, Hermes)
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wyróżnić typy RS:

przewaga regu l; w szczególności typ jeden sekwent/wiele regu l
(RS w stylu Gentzena):

standardowe RS
sekwentowe ND

przewaga sekwentów; w szczególności typ z regu lami tylko
strukturalnymi (RS w stylu Hertza i Suszki)

typ mieszany (Bernays, Hermes)

Andrzej Indrzejczak RACHUNKI SEKWENTOWE



RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Typy rachunków sekwentowych:

Podsumowuja̧c rozróżniamy:

1 alternatywy RS – wg. rodzaju argumentów sekwentów

2 warianty RS – wg. udzia lu regu l strukturalnych

3 typy RS – wg. stosunku sekwentów do regu l sekwentowych

4 Uogólnione RS – budowane na niestandardowych sekwentach
(hipersekwenty itp.)
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Dlaczego RS jest tak uniwersalnym sposobem formalizacji
logik?

Możliwe interpretacje sekwentu:

1 interpretacja sekwentu jako implikacji użyta przez Gentzena
dla wykazania równoważności z systemem aksjomatycznym

2 interpretacja ⇒ jako zależności ∆ od za lożeń; prowadzi do
skonstruowania S-systemu DN na bazie RS (Gentzen 1936)

3 interpretacja ⇒ jako symbolu relacji inferencji; prowadzi do
skonstruowania F-systemu DN na bazie RS (Gentzen 1934)

4 interpretacja sekwentu jako koniunkcji z pustym nastȩpnikiem;
regu ly czytane odwrotnie (w terminach falsyfikowalności);
drzewo dowodowe staje siȩ formalnym zapisem sprawdzania
niewprost

5 interpretacja sekwentu jako alternatywy z pustym
poprzednikiem; regu ly czytane odwrotnie (w terminach
weryfikowalności); drzewo dowodowe staje siȩ formalnym
zapisem procedury Posta (przy odwracalności wszystkich
regu l)

Uwaga! w interpretacji 4 odwracalność regu l nie jest konieczna –
ma to wp lyw na uogólnienia dla logik nieklasycznych.
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Dlaczego RS jest tak uniwersalnym sposobem formalizacji
logik?
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skonstruowania S-systemu DN na bazie RS (Gentzen 1936)

3 interpretacja ⇒ jako symbolu relacji inferencji; prowadzi do
skonstruowania F-systemu DN na bazie RS (Gentzen 1934)

4 interpretacja sekwentu jako koniunkcji z pustym nastȩpnikiem;
regu ly czytane odwrotnie (w terminach falsyfikowalności);
drzewo dowodowe staje siȩ formalnym zapisem sprawdzania
niewprost

5 interpretacja sekwentu jako alternatywy z pustym
poprzednikiem; regu ly czytane odwrotnie (w terminach
weryfikowalności); drzewo dowodowe staje siȩ formalnym
zapisem procedury Posta (przy odwracalności wszystkich
regu l)

Uwaga! w interpretacji 4 odwracalność regu l nie jest konieczna –
ma to wp lyw na uogólnienia dla logik nieklasycznych.
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skonstruowania S-systemu DN na bazie RS (Gentzen 1936)

3 interpretacja ⇒ jako symbolu relacji inferencji; prowadzi do
skonstruowania F-systemu DN na bazie RS (Gentzen 1934)

4 interpretacja sekwentu jako koniunkcji z pustym nastȩpnikiem;
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drzewo dowodowe staje siȩ formalnym zapisem sprawdzania
niewprost

5 interpretacja sekwentu jako alternatywy z pustym
poprzednikiem; regu ly czytane odwrotnie (w terminach
weryfikowalności); drzewo dowodowe staje siȩ formalnym
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

LK Gentzena (1934) – regu ly strukturalne

(AX ) ϕ⇒ ϕ

(Cut) Γ⇒ ∆, ϕ ϕ,Π⇒ Σ
Γ,Π⇒ ∆,Σ

(W⇒) Γ⇒ ∆
ϕ, Γ⇒ ∆ (⇒W ) Γ⇒ ∆

Γ⇒ ∆, ϕ

(C⇒) ϕ,ϕ, Γ⇒ ∆
ϕ, Γ⇒ ∆ (⇒C ) Γ⇒ ∆, ϕ, ϕ

Γ⇒ ∆, ϕ

(P⇒) Π, ϕ, ψ, Γ⇒ ∆
Π, ψ, ϕ, Γ⇒ ∆ (⇒P) Γ⇒ ∆, ψ, ϕ,Π

Γ⇒ ∆, ϕ, ψ,Π

Uwaga: nazwy regu l: W – weakening, C – contraction, P –
permutation.
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LK Gentzena (1934) – regu ly strukturalne

(AX ) ϕ⇒ ϕ

(Cut) Γ⇒ ∆, ϕ ϕ,Π⇒ Σ
Γ,Π⇒ ∆,Σ

(W⇒) Γ⇒ ∆
ϕ, Γ⇒ ∆ (⇒W ) Γ⇒ ∆

Γ⇒ ∆, ϕ

(C⇒) ϕ,ϕ, Γ⇒ ∆
ϕ, Γ⇒ ∆ (⇒C ) Γ⇒ ∆, ϕ, ϕ

Γ⇒ ∆, ϕ

(P⇒) Π, ϕ, ψ, Γ⇒ ∆
Π, ψ, ϕ, Γ⇒ ∆ (⇒P) Γ⇒ ∆, ψ, ϕ,Π

Γ⇒ ∆, ϕ, ψ,Π

Uwaga: nazwy regu l: W – weakening, C – contraction, P –
permutation.

Andrzej Indrzejczak RACHUNKI SEKWENTOWE



RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA
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LK Gentzena (1934) – regu ly logiczne
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Rachunek LK Gentzena – regu ly:

Przyk lady zastosowania regu l:

p ∧ q, q → r ⇒ ¬q, p → r p ∧ q, q → r ⇒ ¬q,¬s

p ∧ q, q → r ⇒ ¬q, (p → r) ∧ ¬s

daje nam przyk lad zastosowania (⇒ ∧),
natomiast:

p ∧ q, q → r ⇒ ¬q, p → r ,¬r p ∨ q, q → r , q ∧ r ⇒ ¬(p ∨ r),¬s

¬r → p ∨ q, p ∧ q, q → r , q → r , q ∧ r ⇒ ¬q, p → r ,¬(p ∨ r),¬s

daje przyk lad zastosowania (→⇒).
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Rachunek LK Gentzena – regu ly:

Przyk lady zastosowania regu l:

p ∧ q, q → r ⇒ ¬q, p → r p ∧ q, q → r ⇒ ¬q,¬s

p ∧ q, q → r ⇒ ¬q, (p → r) ∧ ¬s

daje nam przyk lad zastosowania (⇒ ∧),

natomiast:

p ∧ q, q → r ⇒ ¬q, p → r ,¬r p ∨ q, q → r , q ∧ r ⇒ ¬(p ∨ r),¬s

¬r → p ∨ q, p ∧ q, q → r , q → r , q ∧ r ⇒ ¬q, p → r ,¬(p ∨ r),¬s

daje przyk lad zastosowania (→⇒).

Andrzej Indrzejczak RACHUNKI SEKWENTOWE



RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Rachunek LK Gentzena – regu ly:

Elementy regu l sekwentowych:

Formu la, która powstaje w wyniku zastosowania danej regu ly
logicznej to formu la zasadnicza tego sekwentu.
Formu la ba̧dź formu ly, które pos luży ly do jej uzyskania, to
formu ly poboczne sekwentów-przes lanek.
Wszystkie pozosta le elementy zbiorów Γ i ∆, to
formu ly parametryczne (krótko parametry) w zastosowaniu danej
regu ly.
W regu lach strukturalnych wszystkie wyróżnione w schematach
regu l formu ly ϕ,ψ to formu ly zasadnicze w zastosowaniu tych
regu l.
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Formu la, która powstaje w wyniku zastosowania danej regu ly
logicznej to formu la zasadnicza tego sekwentu.
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Rachunek LK Gentzena – dowody:

Dowód sekwentu

1 Każde jednoelementowe drzewo, którego wȩze l jest
sekwentem aksjomatycznym S jest dowodem sekwentu S.

2 Jeżeli D jest dowodem sekwentu S, to drzewo uzyskane przez
dopisanie sekwentu S’ poniżej sekwentu S jest dowodem
sekwentu S’, pod warunkiem, że S jest podstawieniem
przes lanki a S’ jest podstawieniem wniosku jednej z regu l
jednoprzes lankowych.

3 Jeżeli D jest dowodem sekwentu S a D′ jest dowodem S’, to
drzewo uzyskane przez dopisanie sekwentu S” poniżej
sekwentów S i S’ jest dowodem sekwentu S”, pod warunkiem,
że S jest podstawieniem lewej przes lanki, S’ jest
podstawieniem prawej przes lanki, a S” jest podstawieniem
wniosku jednej z regu l dwuprzes lankowych.

4 Nic wiȩcej nie jest dowodem sekwentu w RS.
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Dowód sekwentu
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sekwentów S i S’ jest dowodem sekwentu S”, pod warunkiem,
że S jest podstawieniem lewej przes lanki, S’ jest
podstawieniem prawej przes lanki, a S” jest podstawieniem
wniosku jednej z regu l dwuprzes lankowych.
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sekwentem aksjomatycznym S jest dowodem sekwentu S.
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2 Jeżeli D jest dowodem sekwentu S, to drzewo uzyskane przez
dopisanie sekwentu S’ poniżej sekwentu S jest dowodem
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że S jest podstawieniem lewej przes lanki, S’ jest
podstawieniem prawej przes lanki, a S” jest podstawieniem
wniosku jednej z regu l dwuprzes lankowych.

4 Nic wiȩcej nie jest dowodem sekwentu w RS.
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Rachunek LK Gentzena – dowody:

Dowód sekwentu

To, że sekwent Γ⇒ ∆ ma dowód bȩdziemy zaznaczać pisza̧c
` Γ⇒ ∆.
W szczególności dowód sekwentu ⇒ ϕ, to dowód tezy ϕ.
Uwaga: Podana definicja dowodu jest indukcyjna, co umożliwia
dowody przez indukcjȩ po rozmiarach dowodu.
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dowody przez indukcjȩ po rozmiarach dowodu.

Andrzej Indrzejczak RACHUNKI SEKWENTOWE



RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Rachunek LK Gentzena – dowody:
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Rachunek LK Gentzena – dowody:

Sposoby mierzenia rozmiarów dowodu sekwentu:

d lugość dowodu

wysokość dowodu (height)

wielkość dowodu
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Rachunek LK Gentzena – dowody:

Sposoby mierzenia rozmiarów dowodu sekwentu:

d lugość dowodu
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wielkość dowodu

Andrzej Indrzejczak RACHUNKI SEKWENTOWE



RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Rachunek LK Gentzena – dowody:

d lugość dowodu:

Dowód aksjomatu ma d lugość 0

jeżeli S zosta l wydedukowany z S’ za pomoca̧ regu ly
1-przes lankowej, to jeżeli dowód S’ ma d lugość n, to dowód S
ma d lugość n + 1

jeżeli S zosta l wydedukowany z S’i S” za pomoca̧ regu ly
2-przes lankowej, to jeżeli dowód S’ ma d lugość n a dowód S”
ma d lugość m, to dowód S ma d lugość Max(n,m) + 1

Niech D oznacza dowód wtedy d lugość dowodu oznaczymy przez
| D |.
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jeżeli S zosta l wydedukowany z S’ za pomoca̧ regu ly
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ma d lugość n + 1

jeżeli S zosta l wydedukowany z S’i S” za pomoca̧ regu ly
2-przes lankowej, to jeżeli dowód S’ ma d lugość n a dowód S”
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Rachunek LK Gentzena – dowody:

wysokość dowodu

Dowód aksjomatu ma wysokość 0

jeżeli S zosta l wydedukowany z S’ za pomoca̧ logicznej regu ly
1-przes lankowej, to jeżeli dowód S’ ma wysokość n, to dowód
S ma wysokość n + 1

jeżeli S zosta l wydedukowany z S’i S” za pomoca̧ regu ly
2-przes lankowej, to jeżeli dowód S’ ma wysokość n a dowód
S” ma wysokość m, to dowód S ma wysokość Max(n,m) + 1

Jeżeli Γ⇒ ∆ ma dowód wysokości n, to bȩdziemy to czasami
zaznaczać pisza̧c Γ⇒n ∆.
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jeżeli S zosta l wydedukowany z S’ za pomoca̧ logicznej regu ly
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Rachunek LK Gentzena – dowody:

wielkość dowodu

Dowód aksjomatu ma wielkość 0

jeżeli S zosta l wydedukowany z S’ za pomoca̧ logicznej regu ly
1-przes lankowej, to jeżeli dowód S’ ma wielkość n, to dowód S
ma wielkość n + 1

jeżeli S zosta l wydedukowany z S’i S” za pomoca̧ regu ly
2-przes lankowej, to jeżeli dowód S’ ma wielkość n a dowód S”
ma wielkość m, to dowód S ma wielkość n + m + 1

Niech D oznacza dowód wtedy wielkość dowodu oznaczymy przez
‖ D ‖.
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‖ D ‖.

Andrzej Indrzejczak RACHUNKI SEKWENTOWE



RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Rachunek LK Gentzena – dowody:

Dowód sekwentu – przyk lad:

p ⇒ p

p ⇒ p q ⇒ q
(→⇒) p → q, p ⇒ q r ⇒ r

(→⇒)q → r , p → q, p ⇒ r
(→⇒)

p → (q → r), p, p → q, p ⇒ r
(P ⇒)

p, p → (q → r), p → q, p ⇒ r
(P ⇒)

p, p → (q → r), p, p → q ⇒ r
(P ⇒)

p, p, p → (q → r), p → q ⇒ r
(C ⇒)

p, p → (q → r), p → q ⇒ r
(⇒→)

p → (q → r), p → q ⇒ p → r
(P ⇒)

p → q, p → (q → r)⇒ p → r
(⇒→)

p → (q → r)⇒ (p → q)→ (p → r)
(⇒→)

⇒ (p → (q → r))→ ((p → q)→ (p → r))
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Dowód sekwentu – przyk lad z uproszczeniami:
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(→⇒) p → q, p ⇒ q r ⇒ r

(→⇒)q → r , p → q, p ⇒ r
(→⇒)
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Rachunek LK Gentzena

Adekwatność LK-KRZ

Gentzen udowodni l adekwatność LK syntaktycznie wykazuja̧c jego
równoważność z H-KRZ

Twierdzenie1: `H ϕ wtw `⇒ ϕ
Udowodnimy jedna̧ z implikacji sk ladaja̧cych siȩ na powyższe
twierdzenie:
Lemat2: Jeżeli `H ϕ, to `⇒ ϕ
Dowód lematu2 wymaga skonstruowania w LK schematów
dowodów wszystkich aksjomatów oraz wykazania, że każde
zastosowanie MP w dowodzie w H daje siȩ odtworzyć w LK.
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Rachunek LK Gentzena

Adekwatność LK-KRZ
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Twierdzenie1: `H ϕ wtw `⇒ ϕ
Udowodnimy jedna̧ z implikacji sk ladaja̧cych siȩ na powyższe
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Andrzej Indrzejczak RACHUNKI SEKWENTOWE



RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA
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Dowód lematu2 wymaga skonstruowania w LK schematów
dowodów wszystkich aksjomatów oraz wykazania, że każde
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zastosowanie MP w dowodzie w H daje siȩ odtworzyć w LK.

Andrzej Indrzejczak RACHUNKI SEKWENTOWE



RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Adekwatność LK-KRZ

Adekwatność LK-KRZ

Przypomnijmy inwariantna̧ aksjomatykȩ KRZ z regu la̧ MP jako
jedyna̧ regu la̧ inferencji:

1 ϕ→ (ψ → ϕ)

2 (ϕ→ (ψ → χ))→ ((ϕ→ ψ)→ (ϕ→ χ))

3 ϕ ∧ ψ → ϕ

4 ϕ ∧ ψ → ψ

5 ϕ→ (ψ → ϕ ∧ ψ)

6 ϕ→ ϕ ∨ ψ
7 ψ → ϕ ∨ ψ
8 (ϕ→ χ)→ ((ψ → χ)→ (ϕ ∨ ψ → χ))

9 (¬ϕ→ ¬ψ)→ (ψ → ϕ)
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Adekwatność LK-KRZ

Schemat dowodu dla aksjomatu 8.
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(W ⇒)
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(⇒W )

ψ,ψ → χ, ϕ→ χ⇒ χ
(∨ ⇒)

ϕ ∨ ψ,ψ → χ, ϕ→ χ⇒ χ
(⇒→)
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ϕ→ χ⇒ (ψ → χ)→ (ϕ ∨ ψ → χ)
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Schemat dowodu dla aksjomatu 8.

ϕ⇒ ϕ χ⇒ χ
(→⇒) ϕ→ χ, ϕ⇒ χ

(W ⇒)
ϕ,ψ → χ, ϕ→ χ⇒ χ

ψ ⇒ ψ χ⇒ χ
(→⇒)

ψ → χ, ψ ⇒ χ
(⇒W )

ψ,ψ → χ, ϕ→ χ⇒ χ
(∨ ⇒)

ϕ ∨ ψ,ψ → χ, ϕ→ χ⇒ χ
(⇒→)

ψ → χ, ϕ→ χ⇒ ϕ ∨ ψ → χ
(⇒→)

ϕ→ χ⇒ (ψ → χ)→ (ϕ ∨ ψ → χ)
(⇒→)

⇒ (ϕ→ χ)→ ((ψ → χ)→ (ϕ ∨ ψ → χ))

Andrzej Indrzejczak RACHUNKI SEKWENTOWE



RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA
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Schemat zastosowania MP w LK.

D2
⇒ ϕ

D1

⇒ ϕ→ ψ

ϕ⇒ ϕ ψ ⇒ ψ
(→⇒)

ϕ→ ψ,ϕ⇒ ψ
(Cut)

ϕ⇒ ψ
(Cut)⇒ ψ

gdzie D1 i D2 to symulacje (w LK) dowodów w H obu tez
stanowia̧cych przes lanki zastosowania MP.
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Adekwatność LK-KRZ

Przek ladalność sekwentów

Aby udowodnić implikacjȩ w druga̧ stronȩ musia l jednak Gentzen
dokonać jakiej́s formy przek ladu sekwentów na uboższy jȩzyk
aksjomatycznej formalizacji.

Dowolny sekwent o postaci ϕ1, ..., ϕi ⇒ ψ1, ..., ψk z
i > 0, k > 0 należy zinterpretować jako formu lȩ postaci
ϕ1 ∧ ... ∧ ϕi → ψ1 ∨ ... ∨ ψk .

W przypadku i = 1 lub k = 1 mamy do czynienia ze
zredukowana̧ (jednoelementowa̧) koniunkcja̧ lub alternatywa̧.

Pusty poprzednik sekwentu interpretujemy jako > natomiast
pusty nastȩpnik jako ⊥.
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pusty nastȩpnik jako ⊥.

Andrzej Indrzejczak RACHUNKI SEKWENTOWE



RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA
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Przyk lady interpretacji sekwentów:

⇒ ψ1, ..., ψk interpretujemy jako > → ψ1 ∨ ... ∨ ψk (lub –
prościej – jako ψ1 ∨ ... ∨ ψk)

ϕ1, ..., ϕi ⇒ jako ϕ1 ∧ ... ∧ ϕi → ⊥ (lub – w myśl definicji
negacji – jako ¬(ϕ1 ∧ ... ∧ ϕi )).

Sekwent z pustym poprzednikiem i nastȩpnikiem oznacza po
prostu ⊥, gdyż > → ⊥ ↔ ¬> ∨⊥ ↔ ⊥∨⊥ ↔ ⊥.

Dla wykazania, że `⇒ ϕ implikuje `H ϕ Gentzen udowodni l, że
przek lad każdej regu ly LK daje nam regu lȩ dowiedlna̧ w systemie
aksjomatycznym. – dla chȩtnych.
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Przyk lady interpretacji sekwentów:

⇒ ψ1, ..., ψk interpretujemy jako > → ψ1 ∨ ... ∨ ψk (lub –
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Adekwatność LK-KRZ
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Semantyczne przystosowanie:

Poszerzenie semantyki na sekwenty:

Spe lnianie:
M � Γ⇒ ∆ wtw przynajmniej jedna formu la w poprzedniku jest
fa lszywa lub przynajmniej jedna w nastȩpniku jest prawdziwa.
Falsyfikacja:
M 2 Γ⇒ ∆ wtw każda formu la w poprzedniku jest prawdziwa a
każda w nastȩpniku jest fa lszywa.
Tautologiczność:
|= Γ⇒ ∆ wtw ∀M,M � Γ⇒ ∆
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Adekwatność LK-KRZ

Semantyczne przystosowanie:

Przy zadanej wyżej interpretacji możemy wykazać:
Lemat3: Każda regu la LK jest niezawodna

Należy pokazać, że jeżeli przes lanki regu ly sa̧ tautologiczne, to
wniosek też.
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Semantyczne przystosowanie:

Przy zadanej wyżej interpretacji możemy wykazać:
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Semantyczne przystosowanie – przyk lad:

Przypadek (→⇒):

Za lóżmy, że |= Γ⇒ ∆, ϕ i |= ψ,Π⇒ Σ ale
6|= ϕ→ ψ, Γ,Π⇒ ∆,Σ.
Zatem w pewnym modelu M zarówno ϕ→ ψ jak i wszystkie
elementy Γ i Π sa̧ spe lnione natomiast wszystkie elementy ∆ i Σ sa̧
tam fa lszywe.
Skoro M � ϕ→ ψ, to M 2 ϕ lub M � ψ. Oba przypadki
prowadza̧ do sprzeczności; przy pierwszym lewa, a przy drugim
prawa przes lanka by laby sfalsyfikowana w M.
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Za lóżmy, że |= Γ⇒ ∆, ϕ i |= ψ,Π⇒ Σ ale
6|= ϕ→ ψ, Γ,Π⇒ ∆,Σ.

Zatem w pewnym modelu M zarówno ϕ→ ψ jak i wszystkie
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elementy Γ i Π sa̧ spe lnione natomiast wszystkie elementy ∆ i Σ sa̧
tam fa lszywe.

Skoro M � ϕ→ ψ, to M 2 ϕ lub M � ψ. Oba przypadki
prowadza̧ do sprzeczności; przy pierwszym lewa, a przy drugim
prawa przes lanka by laby sfalsyfikowana w M.

Andrzej Indrzejczak RACHUNKI SEKWENTOWE



RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA
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Semantyczne przystosowanie:

Twierdzenie4: Jeżeli ` Γ⇒ ∆, to |= Γ⇒ ∆

Dowód przez indukcjȩ po d lugości dowodu Γ⇒ ∆. Dowód bazy
jest oczywisty, gdyż każdy jednoelementowy dowód to sekwent
aksjomatyczny, który jest tautologia̧. Pokazujemy, że dowód
sekwentu Γ⇒ ∆ o d lugości n jest dowodem tautologii przy
za lożeniu, że każdy dowód krótszy spe lnia ten warunek. Ponieważ
dowód każdej z przes lanek sekwentu Γ⇒ ∆ ma d lugość mniejsza̧
od n, wiȩc przes lanki podpadaja̧ pod za lożenie indukcyjne i sa̧
sekwentami tautologicznymi. Zgodnie z poprzednim lematem
każda regu la LK jest niezawodna, wiȩc wydedukowany sekwent też
jest tautologiczny.
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Rachunek LK Gentzena

Dwa Lematy pomocnicze:

Lemat5: Dla dowolnego sekwentu Γ⇒ ∆, z
Γ = ϕ1, ..., ϕi ,∆ = ψ1, ..., ψk , i , k > 0 podane niżej 4 formy sa̧
równoważne:

1 ` ϕ1, ..., ϕi ⇒ ψ1, ..., ψk

2 ` ϕ1, ..., ϕi ,¬ψ1, ...,¬ψk ⇒
3 `⇒ ¬ϕ1, ...,¬ϕi , ψ1, ..., ψk

4 ` ϕ1 ∧ .... ∧ ϕi ⇒ ψ1 ∨ ... ∨ ψk

Lemat6: Dla dowolnego sekwentu ϕ1, ..., ϕi ⇒ ψ, i > 0 podane
niżej 3 formy sa̧ równoważne:

1 ` ϕ1, ..., ϕi ⇒ ψ

2 `⇒ ϕ1 → (ϕ2 → ..., (ϕi → ψ)...)

3 `⇒ ϕ1 ∧ .... ∧ ϕi → ψ
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Γ = ϕ1, ..., ϕi ,∆ = ψ1, ..., ψk , i , k > 0 podane niżej 4 formy sa̧
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3 `⇒ ¬ϕ1, ...,¬ϕi , ψ1, ..., ψk

4 ` ϕ1 ∧ .... ∧ ϕi ⇒ ψ1 ∨ ... ∨ ψk

Lemat6: Dla dowolnego sekwentu ϕ1, ..., ϕi ⇒ ψ, i > 0 podane
niżej 3 formy sa̧ równoważne:

1 ` ϕ1, ..., ϕi ⇒ ψ

2 `⇒ ϕ1 → (ϕ2 → ..., (ϕi → ψ)...)

3 `⇒ ϕ1 ∧ .... ∧ ϕi → ψ
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równoważne:

1 ` ϕ1, ..., ϕi ⇒ ψ1, ..., ψk

2 ` ϕ1, ..., ϕi ,¬ψ1, ...,¬ψk ⇒
3 `⇒ ¬ϕ1, ...,¬ϕi , ψ1, ..., ψk

4 ` ϕ1 ∧ .... ∧ ϕi ⇒ ψ1 ∨ ... ∨ ψk

Lemat6: Dla dowolnego sekwentu ϕ1, ..., ϕi ⇒ ψ, i > 0 podane
niżej 3 formy sa̧ równoważne:

1 ` ϕ1, ..., ϕi ⇒ ψ

2 `⇒ ϕ1 → (ϕ2 → ..., (ϕi → ψ)...)

3 `⇒ ϕ1 ∧ .... ∧ ϕi → ψ
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Rachunek LK Gentzena

Dwa Lematy pomocnicze:

Lemat5: Dla dowolnego sekwentu Γ⇒ ∆, z
Γ = ϕ1, ..., ϕi ,∆ = ψ1, ..., ψk , i , k > 0 podane niżej 4 formy sa̧
równoważne:

1 ` ϕ1, ..., ϕi ⇒ ψ1, ..., ψk

2 ` ϕ1, ..., ϕi ,¬ψ1, ...,¬ψk ⇒
3 `⇒ ¬ϕ1, ...,¬ϕi , ψ1, ..., ψk

4 ` ϕ1 ∧ .... ∧ ϕi ⇒ ψ1 ∨ ... ∨ ψk

Lemat6: Dla dowolnego sekwentu ϕ1, ..., ϕi ⇒ ψ, i > 0 podane
niżej 3 formy sa̧ równoważne:

1 ` ϕ1, ..., ϕi ⇒ ψ

2 `⇒ ϕ1 → (ϕ2 → ..., (ϕi → ψ)...)

3 `⇒ ϕ1 ∧ .... ∧ ϕi → ψ
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Dwa Lematy pomocnicze:

Dowód Lematu 5:

1. =⇒ 2. Z 1. przez k zastosowań (¬ ⇒) otrzymujemy
` ¬ψ1, ...,¬ψk , ϕ1, ..., ϕi ,⇒, ska̧d przez wielokrotna̧ permutacjȩ
mamy 2.
2. =⇒ 1. Po pierwsze zauważ, że dla każdego i ≤ k przez obie
regu ly dla ¬ otrzymujemy ` ¬¬ψi ⇒ ψi . Z 2. przez wielokrotna̧
permutacjȩ mamy ` ¬ψ1, ...,¬ψk , ϕ1, ..., ϕi ,⇒, ska̧d przez (⇒ ¬)
otrzymujemy ` ¬ψ2, ...,¬ψk , ϕ1, ..., ϕi ,⇒ ¬¬ψ1. Stosuja̧c (Cut)
na ` ¬¬ψ1 ⇒ ψ1 otrzymujemy ` ¬ψ2, ...,¬ψk , ϕ1, ..., ϕi ,⇒ ψ1.
Powtarzamy tȩ dedukcjȩ k − 1 razy aż do otrzymania 1.
1. ⇐⇒ 3. analogicznie
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` ¬ψ1, ...,¬ψk , ϕ1, ..., ϕi ,⇒, ska̧d przez wielokrotna̧ permutacjȩ
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2. =⇒ 1. Po pierwsze zauważ, że dla każdego i ≤ k przez obie
regu ly dla ¬ otrzymujemy ` ¬¬ψi ⇒ ψi . Z 2. przez wielokrotna̧
permutacjȩ mamy ` ¬ψ1, ...,¬ψk , ϕ1, ..., ϕi ,⇒, ska̧d przez (⇒ ¬)
otrzymujemy ` ¬ψ2, ...,¬ψk , ϕ1, ..., ϕi ,⇒ ¬¬ψ1. Stosuja̧c (Cut)
na ` ¬¬ψ1 ⇒ ψ1 otrzymujemy ` ¬ψ2, ...,¬ψk , ϕ1, ..., ϕi ,⇒ ψ1.
Powtarzamy tȩ dedukcjȩ k − 1 razy aż do otrzymania 1.
1. ⇐⇒ 3. analogicznie

Andrzej Indrzejczak RACHUNKI SEKWENTOWE



RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA
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Dowód Lematu 5:

1. =⇒ 2. Z 1. przez k zastosowań (¬ ⇒) otrzymujemy
` ¬ψ1, ...,¬ψk , ϕ1, ..., ϕi ,⇒, ska̧d przez wielokrotna̧ permutacjȩ
mamy 2.
2. =⇒ 1. Po pierwsze zauważ, że dla każdego i ≤ k przez obie
regu ly dla ¬ otrzymujemy ` ¬¬ψi ⇒ ψi . Z 2. przez wielokrotna̧
permutacjȩ mamy ` ¬ψ1, ...,¬ψk , ϕ1, ..., ϕi ,⇒, ska̧d przez (⇒ ¬)
otrzymujemy ` ¬ψ2, ...,¬ψk , ϕ1, ..., ϕi ,⇒ ¬¬ψ1. Stosuja̧c (Cut)
na ` ¬¬ψ1 ⇒ ψ1 otrzymujemy ` ¬ψ2, ...,¬ψk , ϕ1, ..., ϕi ,⇒ ψ1.
Powtarzamy tȩ dedukcjȩ k − 1 razy aż do otrzymania 1.
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1. =⇒ 2. Z 1. przez k zastosowań (¬ ⇒) otrzymujemy
` ¬ψ1, ...,¬ψk , ϕ1, ..., ϕi ,⇒, ska̧d przez wielokrotna̧ permutacjȩ
mamy 2.
2. =⇒ 1. Po pierwsze zauważ, że dla każdego i ≤ k przez obie
regu ly dla ¬ otrzymujemy ` ¬¬ψi ⇒ ψi . Z 2. przez wielokrotna̧
permutacjȩ mamy ` ¬ψ1, ...,¬ψk , ϕ1, ..., ϕi ,⇒, ska̧d przez (⇒ ¬)
otrzymujemy ` ¬ψ2, ...,¬ψk , ϕ1, ..., ϕi ,⇒ ¬¬ψ1. Stosuja̧c (Cut)
na ` ¬¬ψ1 ⇒ ψ1 otrzymujemy ` ¬ψ2, ...,¬ψk , ϕ1, ..., ϕi ,⇒ ψ1.
Powtarzamy tȩ dedukcjȩ k − 1 razy aż do otrzymania 1.
1. ⇐⇒ 3. analogicznie
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Dwa Lematy pomocnicze:

Dowód Lematu 5:

1. =⇒ 4. Wykonujemy nastȩpuja̧ca̧ dedukcjȩ:

ϕ1, ..., ϕi ⇒ ψ1, ..., ψk (∧ ⇒)
ϕ1 ∧ ϕ2, ϕ2, ..., ϕi ⇒ ψ1, ..., ψk (P ⇒)

ϕ2, ϕ1 ∧ ϕ2, ϕ3, ..., ϕi ⇒ ψ1, ..., ψk (∧ ⇒)
ϕ1 ∧ ϕ2, ϕ1 ∧ ϕ2, ϕ3, ..., ϕi ⇒ ψ1, ..., ψk (C ⇒→)

ϕ1 ∧ ϕ2, ϕ3, ..., ϕi ⇒ ψ1, ..., ψk

Powtarzamy tȩ dedukcjȩ tak d lugo aż otrzymamy
ϕ1∧, ...,∧ϕi ⇒ ψ1, ..., ψk , nastȩpnie przeprowadzamy analogiczna̧
dedukcjȩ z wykorzystaniem (⇒ ∨), (⇒ P) i (⇒ C ) na nastȩpniku
aż otrzymamy 4.
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Dwa Lematy pomocnicze:
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1. =⇒ 4. Wykonujemy nastȩpuja̧ca̧ dedukcjȩ:
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ϕ1∧, ...,∧ϕi ⇒ ψ1, ..., ψk , nastȩpnie przeprowadzamy analogiczna̧
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Dowód Lematu 5:

1. =⇒ 4. Wykonujemy nastȩpuja̧ca̧ dedukcjȩ:

ϕ1, ..., ϕi ⇒ ψ1, ..., ψk (∧ ⇒)
ϕ1 ∧ ϕ2, ϕ2, ..., ϕi ⇒ ψ1, ..., ψk (P ⇒)

ϕ2, ϕ1 ∧ ϕ2, ϕ3, ..., ϕi ⇒ ψ1, ..., ψk (∧ ⇒)
ϕ1 ∧ ϕ2, ϕ1 ∧ ϕ2, ϕ3, ..., ϕi ⇒ ψ1, ..., ψk (C ⇒→)

ϕ1 ∧ ϕ2, ϕ3, ..., ϕi ⇒ ψ1, ..., ψk

Powtarzamy tȩ dedukcjȩ tak d lugo aż otrzymamy
ϕ1∧, ...,∧ϕi ⇒ ψ1, ..., ψk , nastȩpnie przeprowadzamy analogiczna̧
dedukcjȩ z wykorzystaniem (⇒ ∨), (⇒ P) i (⇒ C ) na nastȩpniku
aż otrzymamy 4.
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Dwa Lematy pomocnicze:

Dowód Lematu 5:

4. =⇒ 1. Odnotujmy wpierw, że dla k ≥ 2 zachodzi
` ψ1 ∨ ... ∨ ψk ⇒ ψ1, ..., ψk , oto pocza̧tek dowodu:

ψ1 ⇒ ψ1
(⇒W )

ψ1 ⇒ ψ1, ψ2

ψ2 ⇒ ψ2

ψ2 ⇒ ψ1, ψ2
(∨ ⇒)

ψ1 ∨ ψ2 ⇒ ψ1, ψ2
(⇒W )

ψ1 ∨ ψ2 ⇒ ψ1, ψ2, ψ3

ψ3 ⇒ ψ3
(⇒W ), (⇒ P)

ψ3 ⇒ ψ1, ψ2, ψ3
(∨ ⇒)

ψ1 ∨ ψ2 ∨ ψ3 ⇒ ψ1, ψ2, ψ3

Analogicznie, dla i ≥ 2 udowadniamy, że zachodzi
` ϕ1, ...., ϕi ⇒ ϕ1 ∧ .... ∧ ϕi . stosuja̧c dwa razy (Cut) do 4. i do
otrzymanych sekwentów otrzymujemy 1.
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Dwa Lematy pomocnicze:
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4. =⇒ 1. Odnotujmy wpierw, że dla k ≥ 2 zachodzi
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ψ1 ∨ ψ2 ⇒ ψ1, ψ2, ψ3

ψ3 ⇒ ψ3
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ψ3 ⇒ ψ1, ψ2, ψ3
(∨ ⇒)

ψ1 ∨ ψ2 ∨ ψ3 ⇒ ψ1, ψ2, ψ3

Analogicznie, dla i ≥ 2 udowadniamy, że zachodzi
` ϕ1, ...., ϕi ⇒ ϕ1 ∧ .... ∧ ϕi . stosuja̧c dwa razy (Cut) do 4. i do
otrzymanych sekwentów otrzymujemy 1.
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Dwa Lematy pomocnicze:
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4. =⇒ 1. Odnotujmy wpierw, że dla k ≥ 2 zachodzi
` ψ1 ∨ ... ∨ ψk ⇒ ψ1, ..., ψk , oto pocza̧tek dowodu:

ψ1 ⇒ ψ1
(⇒W )

ψ1 ⇒ ψ1, ψ2

ψ2 ⇒ ψ2

ψ2 ⇒ ψ1, ψ2
(∨ ⇒)

ψ1 ∨ ψ2 ⇒ ψ1, ψ2
(⇒W )

ψ1 ∨ ψ2 ⇒ ψ1, ψ2, ψ3

ψ3 ⇒ ψ3
(⇒W ), (⇒ P)

ψ3 ⇒ ψ1, ψ2, ψ3
(∨ ⇒)

ψ1 ∨ ψ2 ∨ ψ3 ⇒ ψ1, ψ2, ψ3

Analogicznie, dla i ≥ 2 udowadniamy, że zachodzi
` ϕ1, ...., ϕi ⇒ ϕ1 ∧ .... ∧ ϕi . stosuja̧c dwa razy (Cut) do 4. i do
otrzymanych sekwentów otrzymujemy 1.
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4. =⇒ 1. Odnotujmy wpierw, że dla k ≥ 2 zachodzi
` ψ1 ∨ ... ∨ ψk ⇒ ψ1, ..., ψk , oto pocza̧tek dowodu:

ψ1 ⇒ ψ1
(⇒W )

ψ1 ⇒ ψ1, ψ2

ψ2 ⇒ ψ2

ψ2 ⇒ ψ1, ψ2
(∨ ⇒)

ψ1 ∨ ψ2 ⇒ ψ1, ψ2
(⇒W )

ψ1 ∨ ψ2 ⇒ ψ1, ψ2, ψ3

ψ3 ⇒ ψ3
(⇒W ), (⇒ P)

ψ3 ⇒ ψ1, ψ2, ψ3
(∨ ⇒)

ψ1 ∨ ψ2 ∨ ψ3 ⇒ ψ1, ψ2, ψ3

Analogicznie, dla i ≥ 2 udowadniamy, że zachodzi
` ϕ1, ...., ϕi ⇒ ϕ1 ∧ .... ∧ ϕi . stosuja̧c dwa razy (Cut) do 4. i do
otrzymanych sekwentów otrzymujemy 1.
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Dwa Lematy pomocnicze:

Dowód Lematu 6:

1. =⇒ 2. Z 1. za pomoca̧ (P ⇒) otrzymujemy ` ϕi , ..., ϕ1 ⇒ ψ,
ska̧d przez i-krotne zastosowanie (⇒→) otrzymujemy 2.
2. =⇒ Zauważ, że dla dowolnych ϕ,ψ zachodzi ` ϕ→ ψ,ϕ⇒ ψ,
w szczególności ` ϕ1 → (ϕ2 → ..., (ϕi → ψ)...), ϕ1 ⇒ ψ. Sta̧d
przez 2. i (Cut) o trzymujemy
` ϕ1 ⇒ ϕ2 → (ϕ3 → ..., (ϕi → ψ)...). Powtarzamy tȩ dedukcjȩ
i − 1 razy (z kolejnymi podstawieniami ` ϕk → ψ,ϕk ⇒ ψ, k ≤ i)
aż uzyskamy 1.
1. =⇒ 3. Przez lemat 5. 1. =⇒ 4. i (⇒→)
3. ⇒ 1. Ponieważ ` ϕ1 ∧ .... ∧ ϕi → ψ,ϕ1 ∧ .... ∧ ϕi ⇒ ψ wiȩc
przez (Cut) na 3. mamy ` ϕ1 ∧ .... ∧ ϕi ⇒ ψ, ska̧d przez lemat 5
mamy 1.
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Dwa Lematy pomocnicze:
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1. =⇒ 2. Z 1. za pomoca̧ (P ⇒) otrzymujemy ` ϕi , ..., ϕ1 ⇒ ψ,
ska̧d przez i-krotne zastosowanie (⇒→) otrzymujemy 2.

2. =⇒ Zauważ, że dla dowolnych ϕ,ψ zachodzi ` ϕ→ ψ,ϕ⇒ ψ,
w szczególności ` ϕ1 → (ϕ2 → ..., (ϕi → ψ)...), ϕ1 ⇒ ψ. Sta̧d
przez 2. i (Cut) o trzymujemy
` ϕ1 ⇒ ϕ2 → (ϕ3 → ..., (ϕi → ψ)...). Powtarzamy tȩ dedukcjȩ
i − 1 razy (z kolejnymi podstawieniami ` ϕk → ψ,ϕk ⇒ ψ, k ≤ i)
aż uzyskamy 1.
1. =⇒ 3. Przez lemat 5. 1. =⇒ 4. i (⇒→)
3. ⇒ 1. Ponieważ ` ϕ1 ∧ .... ∧ ϕi → ψ,ϕ1 ∧ .... ∧ ϕi ⇒ ψ wiȩc
przez (Cut) na 3. mamy ` ϕ1 ∧ .... ∧ ϕi ⇒ ψ, ska̧d przez lemat 5
mamy 1.
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1. =⇒ 2. Z 1. za pomoca̧ (P ⇒) otrzymujemy ` ϕi , ..., ϕ1 ⇒ ψ,
ska̧d przez i-krotne zastosowanie (⇒→) otrzymujemy 2.
2. =⇒ Zauważ, że dla dowolnych ϕ,ψ zachodzi ` ϕ→ ψ,ϕ⇒ ψ,
w szczególności ` ϕ1 → (ϕ2 → ..., (ϕi → ψ)...), ϕ1 ⇒ ψ. Sta̧d
przez 2. i (Cut) o trzymujemy
` ϕ1 ⇒ ϕ2 → (ϕ3 → ..., (ϕi → ψ)...). Powtarzamy tȩ dedukcjȩ
i − 1 razy (z kolejnymi podstawieniami ` ϕk → ψ,ϕk ⇒ ψ, k ≤ i)
aż uzyskamy 1.

1. =⇒ 3. Przez lemat 5. 1. =⇒ 4. i (⇒→)
3. ⇒ 1. Ponieważ ` ϕ1 ∧ .... ∧ ϕi → ψ,ϕ1 ∧ .... ∧ ϕi ⇒ ψ wiȩc
przez (Cut) na 3. mamy ` ϕ1 ∧ .... ∧ ϕi ⇒ ψ, ska̧d przez lemat 5
mamy 1.
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1. =⇒ 2. Z 1. za pomoca̧ (P ⇒) otrzymujemy ` ϕi , ..., ϕ1 ⇒ ψ,
ska̧d przez i-krotne zastosowanie (⇒→) otrzymujemy 2.
2. =⇒ Zauważ, że dla dowolnych ϕ,ψ zachodzi ` ϕ→ ψ,ϕ⇒ ψ,
w szczególności ` ϕ1 → (ϕ2 → ..., (ϕi → ψ)...), ϕ1 ⇒ ψ. Sta̧d
przez 2. i (Cut) o trzymujemy
` ϕ1 ⇒ ϕ2 → (ϕ3 → ..., (ϕi → ψ)...). Powtarzamy tȩ dedukcjȩ
i − 1 razy (z kolejnymi podstawieniami ` ϕk → ψ,ϕk ⇒ ψ, k ≤ i)
aż uzyskamy 1.
1. =⇒ 3. Przez lemat 5. 1. =⇒ 4. i (⇒→)

3. ⇒ 1. Ponieważ ` ϕ1 ∧ .... ∧ ϕi → ψ,ϕ1 ∧ .... ∧ ϕi ⇒ ψ wiȩc
przez (Cut) na 3. mamy ` ϕ1 ∧ .... ∧ ϕi ⇒ ψ, ska̧d przez lemat 5
mamy 1.
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ska̧d przez i-krotne zastosowanie (⇒→) otrzymujemy 2.
2. =⇒ Zauważ, że dla dowolnych ϕ,ψ zachodzi ` ϕ→ ψ,ϕ⇒ ψ,
w szczególności ` ϕ1 → (ϕ2 → ..., (ϕi → ψ)...), ϕ1 ⇒ ψ. Sta̧d
przez 2. i (Cut) o trzymujemy
` ϕ1 ⇒ ϕ2 → (ϕ3 → ..., (ϕi → ψ)...). Powtarzamy tȩ dedukcjȩ
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3. ⇒ 1. Ponieważ ` ϕ1 ∧ .... ∧ ϕi → ψ,ϕ1 ∧ .... ∧ ϕi ⇒ ψ wiȩc
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Rachunek LK Gentzena

Dodatkowe terminy techniczne:

1 Ciag sekwentów tworzy ga la̧ź w dowodzie S wtw jego
pierwszym elementem jest sekwent aksjomatyczny, a ostatnim
jest S oraz każdy sekwent w tym cia̧gu oprócz ostatniego jest
(jedna̧) przes lanka̧ pewnej regu ly, której wnioskiem jest
kolejny sekwent z tego cia̧gu.

2 Sekwent S1 jest nad sekwentem S2 lub poprzedza S2 (a S2

jest pod S1 lub nastȩpuje po S1) w dowodzie wtw istnieje
ga la̧ź w tym dowodzie, która zawiera S1 jako wcześniejszy a
S2 jako późniejszy element. Jeżeli miȩdzy S1 a S2 nie ma
żadnego innego sekwentu, to mówimy o
bezpośrednim poprzedzaniu (nastȩpowaniu po).
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Andrzej Indrzejczak RACHUNKI SEKWENTOWE



RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA
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pierwszym elementem jest sekwent aksjomatyczny, a ostatnim
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Rachunek LK Gentzena

Dodatkowe terminy techniczne:

1 Zastosowanie regu ly R poprzedza lub jest nad zastosowaniem
regu ly R’ (R’ nastȩpuje po R lub jest pod R) w dowodzie wtw
wniosek R jest nad wnioskiem R’. Jeżeli dodatkowo wniosek R
jest przes lanka̧ zastosowania R’ to mamy
bezpośrednie poprzedzanie (nastȩpowanie po).

2 Jeżeli S wystepuje w dowodzie D, to zbiór zawieraja̧cy S oraz
wszystkie sekwenty, które sa̧ nad S w D jest poddowodem D
(i dowodem S). Jeżeli D′ jest poddowodem D, to D jest jego
dowodem nadrzȩdnym (naddowodem).
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Rachunek LK Gentzena

Dodatkowe terminy techniczne:

1 Jeżeli S1 bezpośrednio poprzedza S2, to ϕ ∈ S2 jest jedynym
bezpośrednim potomkiem ψ wtw (a) ψ jest formu la̧
parametryczna̧ w S1 a ϕ := ψ i wystȩpuje w tej samej pozycji
w 2 co ψ w S1, albo (b) ψ jest formu la̧ poboczna̧ w S1 a ϕ
formu la̧ zasadnicza̧ S2. ϕ jest potomkiem ψ wtw istnieje cia̧g
0 lub wiȩcej bezpośrednich potomków od ψ do ϕ (relacja
potomstwa jest zwrotnym, tranzytywnym domkniȩciem relacji
bezpośredniego potomstwa).

2 ϕ jest bezpośrednim przodkiem ψ wtw ψ jest bezpośrednim
potomkiem ϕ. ϕ jest przodkiem ψ wtw ψ jest potomkiem ϕ.

Uwaga: Warto odnotować, że: (a) formu la zasadnicza (Cut) oraz
wszystkie formu ly sekwentu dowodzonego nie maja̧ bezpośredniego
potomka (b) formu ly w (Ax) oraz formu ly zasadnicze (W) nie maja̧
bezpośrednich przodków. (c) w przypadku (P) bezpośrednimi
przodkami (potomkami) formu l zasadniczych sa̧ ich przestawione
wysta̧pienia w bezpośrednio sa̧siaduja̧cym sekwencie.
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bezpośredniego potomstwa).
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bezpośrednich przodków. (c) w przypadku (P) bezpośrednimi
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Rachunek LK Gentzena

Uogólnienie pojecia dowodu sekwentu S – Dedukcja S

Drzewo, w którym niekoniecznie każdy lísć jest sekwentem
aksjomatycznym, ale które spe lnia pozosta le dwa warunki definicji
dowodu, to dedukcja sekwentu S.
Niech D bȩdzie dedukcja̧ S, a X oznacza zbiór wszystkich lísci
drzewa D, które nie sa̧ sekwentami aksjomatycznymi, wtedy D jest
dedukcja̧ S z X , co zaznaczamy X ` S.
Uwaga1: W szczególności dedukcja z pustym X jest dowodem S.
Uwaga2: Z punktu widzenia zastosowania RS jako metody
rozstrzygalnej szczególne znaczenie bȩda̧ mia ly dedukcje z
(nieaksjomatycznych) sekwentów atomowych.
Uwaga3: terminologia z poprzedniej definicji stosuje siȩ też do
dedukcji, z tym, że ga la̧ź w dedukcji nie musi siȩ zaczynać od
sekwentu aksjomatycznego. W przypadku dedukcji mówimy też o
poddedukcji, chociaż w szczególnych wypadkach poddedukcja
może być poddowodem nawet jeżeli nadrzȩdna dedukcja nie jest
dowodem.
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Uogólnienie pojecia dowodu sekwentu S – Dedukcja S
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Uogólnienie pojecia dowodu sekwentu S – Dedukcja S
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(nieaksjomatycznych) sekwentów atomowych.

Uwaga3: terminologia z poprzedniej definicji stosuje siȩ też do
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dowodem. Andrzej Indrzejczak RACHUNKI SEKWENTOWE



RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Warianty regu l:

Regu ly wtórne:

Regu la
S1, ...,Sn

S
jest wyprowadzalna w RS wtedy, gdy w RS

mamy dedukcjȩ S z S1, ...,Sn.

Regu la
S1, ...,Sn

S
jest dopuszczalna w RS wtedy, gdy jeżeli

w RS mamy dowody sekwentów S1, ...,Sn, to mamy też
dowód S .

Oczywíscie każda regu la wyprowadzalna jest regu la̧ dopuszczalna̧,
gdyż do dedukcji S z S1, ...,Sn wystarczy dodać dowód każdej z
przes lanek (tj. dopisać go nad odpowiednim sekwentem Si ) i
uzyskujemy w ten sposób dowód S . Zależność w druga̧ stronȩ nie
zachodzi.
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dowód S .
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uzyskujemy w ten sposób dowód S . Zależność w druga̧ stronȩ nie
zachodzi.
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Warianty regu l:

Regu ly wtórne:

Wykazywanie wyprowadzalności regu l jest zadaniem stosunkowo
prostym – wymaga skonstruowania schematu dedukcji sekwentu
wniosku z przes lanek przy użyciu regu l pierwotnych.
Wykazywanie w sposób syntaktyczny dopuszczalności regu ly, która
nie jest w danym systemie wyprowadzalna wymaga zazwyczaj
sporo wysi lku i pomys lowości. Zazwyczaj sprowadza siȩ to do
wykazania, że każde zastosowanie takiej regu ly w danym systemie
można z dowodu wyeliminować.
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wykazania, że każde zastosowanie takiej regu ly w danym systemie
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Warianty regu l:

Kryterium semantyczne identyfikacji regu l dopuszczalnych:

Lemat7:
Jeżeli RS jest adekwatne wzglȩdem semantyki SEM i regu la (r) jest
niezawodna w SEM, to jest dopuszczalna w RS.
Dowód: Za lóżmy, że każda przes lanka (r) ma dowód w RS. Z
racji przystosowania RS do SEM sa̧ one tautologiczne a ponieważ
(r) jest niezawodna w SEM, to wniosek (r) też jest tautologiczny.
Z racji pe lności RS wniosek ten musi mieć dowód w RS.
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Andrzej Indrzejczak RACHUNKI SEKWENTOWE



RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Warianty regu l:

Uogólnione aksjomaty:

Twierdzenie7: Wersje LK z nastȩpuja̧cymi formami sekwentów
aksjomatycznych sa̧ równoważne:

1 ϕ⇒ ϕ, dla dowolnej zmiennej ϕ

2 ϕ⇒ ϕ, dla dowolnej formu ly ϕ

3 Γ, ϕ⇒ ϕ,∆, dla dowolnej zmiennej ϕ

4 Γ, ϕ⇒ ϕ,∆, dla dowolnej formu ly ϕ
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Warianty regu l:

Uogólnione aksjomaty:

Aby dowieść Tw.7 odwo lamy siȩ do 2 lematów:

Lemat 8: Jeżeli w RS jedyne sekwenty aksjomatyczne sa̧
sekwentami atomowymi, to ` ϕ⇒ ϕ dla dowolnego ϕ
Lemat 9: Jeżeli cia̧gi Γ i ∆ maja̧ przynajmniej po jednym
wysta̧pieniu takiej samej formu ly, to ` Γ⇒ ∆

Uwaga: Dowód Lematu9 jest trywialny (przez regu ly os labiania,
ew. permutacji).
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Warianty regu l:

Uogólnione aksjomaty:

Dowód Lematu8 przeprowadzimy przez indukcjȩ po d lugości ϕ.
Wystarczy zbudować schematy dowodów pokazuja̧ce, że ϕ⇒ ϕ
dla ϕ o dowolnej strukturze można wydedukować z sekwentów
ψ ⇒ ψ, gdzie ψ jest formu la̧ krótsza̧ od ϕ. Jeżeli ϕ := ϕ ∧ ψ, to
można zbudować nastȩpuja̧cy schemat dowodu:

ϕ⇒ ϕ
(∧ ⇒)

ϕ ∧ ψ ⇒ ϕ

ψ ⇒ ψ
(∧ ⇒)

ϕ ∧ ψ ⇒ ψ
(⇒ ∧)

ϕ ∧ ψ ⇒ ϕ ∧ ψ

Zadanie: wykazać to dla ¬,∨,→
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Andrzej Indrzejczak RACHUNKI SEKWENTOWE



RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Warianty regu l:

Warianty regu l dwuprzes lankowych:

W LK wystȩpuje zarówno regu ly k-jednolite (context-sharing):
(⇒ ∧) i (∨ ⇒)

jak i k-niezależne (context-free, context-independent): (Cut) i
(→⇒)

Można otrzymać wariant LK z regu lami tylko k-niezależnymi
wprowadzaja̧c dla ∧ i ∨:

(⇒∧′) Γ⇒ ∆, ϕ Π⇒ Σ, ψ
Γ,Π⇒ ∆,Σϕ∧ψ (∨⇒′) ϕ, Γ⇒ ∆ ψ,Π⇒ Σ

ϕ∨ψ, Γ,Π⇒ ∆,Σ
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Warianty regu l:

Warianty regu l dwuprzes lankowych:

Można otrzymać wariant LK z regu lami tylko k-jednolitymi
wprowadzaja̧c:

(Cut ′) Γ⇒ ∆, ϕ ϕ, Γ⇒ ∆
Γ,⇒ ∆ (→⇒′) Γ⇒ ∆, ϕ ψ, Γ⇒ ∆

ϕ→ψ, Γ⇒ ∆

Zadanie: wykaż, że regu ly k-niezależne sa̧ wyprowadzalne z regu l
k-jednolitych, przy użyciu os labiania i permutacji, a regu ly
k-jednolite sa̧ wyprowadzalne z regu l k-niezależnych przy użyciu
kontrakcji.
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kontrakcji.

Andrzej Indrzejczak RACHUNKI SEKWENTOWE



RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Warianty regu l:

Warianty regu l jednoprzes lankowych:

Wystȩpowanie dwóch regu l (⇒ ∨) i (∧ ⇒) ujawnia pewne
trudności:

w wielu dowodach nie można unikna̧ć zastosowań kontrakcji.

prowadzi do komplikacji w przypadku zastosowań LK jako
procedury rozstrzygalnej

regu ly te nie sa̧ odwracalne
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Warianty regu l:

Warianty regu l jednoprzes lankowych:

Przyk lad komplikacji dowodu:

p ⇒ p
(W ⇒)q, p ⇒ p

(⇒→)p ⇒ q → p
(⇒ ∨)

p ⇒ (p → q) ∨ (q → p)
(⇒W )

p ⇒ (p → q) ∨ (q → p), q
(⇒→)

⇒ (p → q) ∨ (q → p), p → q
(⇒ ∨)

⇒ (p → q) ∨ (q → p), (p → q) ∨ (q → p)
(⇒ C )

⇒ (p → q) ∨ (q → p)
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(⇒ ∨)
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Warianty regu l:

Warianty regu l jednoprzes lankowych:

Regu ly Ketonena:

(∧⇒′) ϕ,ψ, Γ⇒ ∆
ϕ∧ψ, Γ⇒ ∆ (⇒∨′) Γ⇒ ∆, ϕ, ψ

Γ⇒ ∆, ϕ∨ψ

Lemat10: W dowolnym systemie sekwentowym z kontrakcja̧ i
os labianiem regu ly Gentzena i Ketonena sa̧ równoważne.
Szkic dowodu: Aby dowieść wyprowadzalność wariantu Ketonena
wystarczy do przes lanki dwukrotnie zastosować wariant Gentzena a
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Gentzena wystarczy do przes lanki zastosować os labianie aby
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Warianty regu l:

Warianty regu l jednoprzes lankowych:

Regu ly Ketonena:

(∧⇒′) ϕ,ψ, Γ⇒ ∆
ϕ∧ψ, Γ⇒ ∆ (⇒∨′) Γ⇒ ∆, ϕ, ψ

Γ⇒ ∆, ϕ∨ψ

Lemat10: W dowolnym systemie sekwentowym z kontrakcja̧ i
os labianiem regu ly Gentzena i Ketonena sa̧ równoważne.
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Warianty regu l:
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⇒ (p → q) ∨ (q → p)
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

System LK-K:

Regu ly strukturalne:

(AX ) ϕ⇒ ϕ

(Cut) Γ⇒ ∆, ϕ ϕ, Γ⇒ ∆
Γ⇒ ∆

(W⇒) Γ⇒ ∆
ϕ, Γ⇒ ∆ (⇒W ) Γ⇒ ∆

Γ⇒ ∆, ϕ

(C⇒) ϕ,ϕ, Γ⇒ ∆
ϕ, Γ⇒ ∆ (⇒C ) Γ⇒ ∆, ϕ, ϕ

Γ⇒ ∆, ϕ

(P⇒) Π, ϕ, ψ, Γ⇒ ∆
Π, ψ, ϕ, Γ⇒ ∆ (⇒P) Γ⇒ ∆, ψ, ϕ,Π

Γ⇒ ∆, ϕ, ψ,Π

Uwaga: (Cut) jest w wersji k-jednolitej
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System LK-K:

Regu ly logiczne:
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(⇒∨) Γ⇒ ∆, ϕ, ψ
Γ⇒ ∆, ϕ∨ψ (∨⇒) ϕ, Γ⇒ ∆ ψ, Γ⇒ ∆

ϕ∨ψ, Γ⇒ ∆

(⇒→) ϕ, Γ⇒ ∆, ψ
Γ⇒ ∆, ϕ→ψ

(→⇒) Γ⇒ ∆, ϕ ψ, Γ⇒ ∆
ϕ→ψ, Γ⇒ ∆

Uwaga1: regu ly (⇒ ∨) i (∧ ⇒) sa̧ w wersji Ketonena
Uwaga2: (→⇒) jest w wersji k-jednolitej
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System LK-K:

Regu ly logiczne:

(¬⇒) Γ⇒ ∆, ϕ
¬ϕ, Γ⇒ ∆ (⇒¬) ϕ, Γ⇒ ∆

Γ⇒ ∆,¬ϕ

(∧⇒) ϕ,ψ, Γ⇒ ∆
ϕ∧ψ, Γ⇒ ∆ (⇒∧) Γ⇒ ∆, ϕ Γ⇒ ∆, ψ

Γ⇒ ∆, ϕ∧ψ

(⇒∨) Γ⇒ ∆, ϕ, ψ
Γ⇒ ∆, ϕ∨ψ (∨⇒) ϕ, Γ⇒ ∆ ψ, Γ⇒ ∆

ϕ∨ψ, Γ⇒ ∆

(⇒→) ϕ, Γ⇒ ∆, ψ
Γ⇒ ∆, ϕ→ψ

(→⇒) Γ⇒ ∆, ϕ ψ, Γ⇒ ∆
ϕ→ψ, Γ⇒ ∆

Uwaga1: regu ly (⇒ ∨) i (∧ ⇒) sa̧ w wersji Ketonena

Uwaga2: (→⇒) jest w wersji k-jednolitej

Andrzej Indrzejczak RACHUNKI SEKWENTOWE



RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

System LK-K:

Odwracalność regu l:

W wersji semantycznej: jeżeli wniosek jest tautologiczny, to
przes lanki też sa̧ tautologiczne (regu la odwrotna jest
niezawodna)

W wersji syntaktycznej: przes lanki sa dedukowalne z wniosku
regu ly.

Uwaga: Oczywíscie w przypadku adekwatności rachunku wzglȩdem
semantyki, na gruncie której definiujemy niezawodność regu l, obie
w lasności sa̧ równoważne.
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W wersji semantycznej: jeżeli wniosek jest tautologiczny, to
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Uwaga: Oczywíscie w przypadku adekwatności rachunku wzglȩdem
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Uwaga: Oczywíscie w przypadku adekwatności rachunku wzglȩdem
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

System LK-K:

Odwracalność regu l:

Fakt: W LK w lasność odwracalności nie zachodzi dla regu l:
(W ⇒), (⇒W ), (Cut), (→⇒), (∧ ⇒), (⇒ ∨)
Dowód: Podamy dwa przypadki.
Przypadek (∧ ⇒): Aby pokazać, że choć |= ϕ ∧ ϕ, Γ⇒ ∆ , to
6|= ϕ, Γ⇒ ∆, wystarczy skonstruować M falsyfikuja̧cy ϕ, Γ⇒ ∆ i
przyja̧ć, że M 2 ψ, wtedy M 2 ϕ ∧ ψ i M � ϕ ∧ ϕ, Γ⇒ ∆.
Analogicznie dla ψ, Γ⇒ ∆.

Andrzej Indrzejczak RACHUNKI SEKWENTOWE



RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA
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System LK-K:
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(W ⇒), (⇒W ), (Cut), (→⇒), (∧ ⇒), (⇒ ∨)
Przypadek (→⇒): Podobnie, niech M 2 Γ⇒ ∆, ϕ, czyli M � Γ i
M 2 ∆, ϕ. Wystarczy przyja̧ć, że jakís element Π jest w M

fa lszywy lub jakís element Σ prawdziwy aby
M � ϕ→ ψ, Γ,Π⇒ ∆,Σ. Analogicznie dla drugiej przes lanki
ψ,Π⇒ Σ.
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

System LK-K:

Odwracalność regu l– semantyczna:

Lemat 11: W LK-K dla każdej regu ly oprócz os labiania, jeżeli
wniosek jest tautologiczny, to przes lanki też.
Dowód: Podamy dla porównania dwa przypadki regu l, które
zasta̧pi ly w LK-K analizowane powyżej regu ly Gentzena.
Przypadek (∧ ⇒) w wersji Ketonena: Za lóżmy, że
|= ϕ ∧ ψ, Γ⇒ ∆ ale 6|= ϕ,ψ, Γ⇒ ∆. Wtedy istnieje M

falsyfikuja̧cy ϕ,ψ, Γ⇒ ∆ ale falsyfikuje on również ϕ ∧ ψ, Γ⇒ ∆
gdyż M � ϕ ∧ ψ skoro M � ϕ i M � ψ. Sprzeczność.
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System LK-K:
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Lemat 11: W LK-K dla każdej regu ly oprócz os labiania, jeżeli
wniosek jest tautologiczny, to przes lanki też.
Dowód: Podamy dla porównania dwa przypadki regu l, które
zasta̧pi ly w LK-K analizowane powyżej regu ly Gentzena.
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|= ϕ ∧ ψ, Γ⇒ ∆ ale 6|= ϕ,ψ, Γ⇒ ∆. Wtedy istnieje M

falsyfikuja̧cy ϕ,ψ, Γ⇒ ∆ ale falsyfikuje on również ϕ ∧ ψ, Γ⇒ ∆
gdyż M � ϕ ∧ ψ skoro M � ϕ i M � ψ. Sprzeczność.
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|= ϕ→ ψ, Γ⇒ ∆ ale 6|= Γ⇒ ∆, ϕ lub 6|= ψ, Γ⇒ ∆. W pierwszym
przypadku pewien M � Γ i M 2 ∆, ϕ. Wtedy jednak M � ϕ→ ψ
a to powoduje, że M 2 ϕ→ ψ, Γ⇒ ∆ – sprzeczność.
Analogicznie dla drugiej przes lanki ψ, Γ⇒ ∆.
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Odwracalność regu l– semantyczna:
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Analogicznie dla drugiej przes lanki ψ, Γ⇒ ∆.

Andrzej Indrzejczak RACHUNKI SEKWENTOWE
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System LK-K:

Odwracalność regu l– syntaktyczna:

Lemat 12: o odwracalności regu l w LK-K:

W LK-K dla każdej regu ly oprócz os labiania, jeżeli wniosek ma
dowód, to przes lanki też
Pokażemy dowód dla obu regu l z ∧:
przypadek (∧ ⇒)

ϕ⇒ ϕ ψ ⇒ ψ
(⇒ ∧)

ϕ,ψ ⇒ ϕ ∧ ψ
ϕ,ψ, Γ⇒ ∆, ϕ ∧ ψ

ϕ ∧ ψ, Γ⇒ ∆

ϕ ∧ ψ,ϕ, ψ, Γ⇒ ∆
(Cut)

ϕ,ψ, Γ⇒ ∆
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

System LK-K:

Odwracalność regu l:

przypadek (⇒ ∧)

Γ⇒ ∆, ϕ ∧ ψ
(⇒W )

Γ⇒ ∆, ϕ ∧ ψ,ϕ
(⇒ P)

Γ⇒ ∆, ϕ, ϕ ∧ ψ

ϕ⇒ ϕ
(W ⇒)

ψ,ϕ⇒ ϕ
(P ⇒)

ϕ,ψ ⇒ ϕ
(∧ ⇒)

ϕ ∧ ψ ⇒ ϕ

ϕ ∧ ψ, Γ⇒ ∆, ϕ
(Cut)

Γ⇒ ∆, ϕ

Analogicznie dla drugiej przes lanki (Γ⇒ ∆, ψ) w (⇒ ∧).
Zadanie: dowiedź dla innych regu l w podobny sposób.
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Analogicznie dla drugiej przes lanki (Γ⇒ ∆, ψ) w (⇒ ∧).
Zadanie: dowiedź dla innych regu l w podobny sposób.
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System LK-K:

Odwracalność regu l:
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(Cut)

Γ⇒ ∆, ϕ

Analogicznie dla drugiej przes lanki (Γ⇒ ∆, ψ) w (⇒ ∧).

Zadanie: dowiedź dla innych regu l w podobny sposób.
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Analogicznie dla drugiej przes lanki (Γ⇒ ∆, ψ) w (⇒ ∧).
Zadanie: dowiedź dla innych regu l w podobny sposób.
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

System LK-K:

Lemat13: Dowiedlne sekwenty:

W LK (LK-K) dowiedlne sa̧ nastȩpuja̧ce sekwenty:

ϕ⇒ ¬¬ϕ ¬¬ϕ⇒ ϕ

ϕ ∧ ψ ⇒ ϕ ϕ ∧ ψ ⇒ ψ

ϕ,ψ ⇒ ϕ ∧ ψ
ϕ⇒ ϕ ∨ ψ ψ ⇒ ϕ ∨ ψ
ϕ ∨ ψ ⇒ ϕ,ψ

ϕ→ ψ,ϕ⇒ ψ

¬ψ,ϕ→ ψ ⇒ ¬ϕ
⇒ ϕ,ϕ→ ψ

ψ ⇒ ϕ→ ψ
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⇒ ϕ,ϕ→ ψ

ψ ⇒ ϕ→ ψ
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Analityczny System RS

Regu ly:

(AX ) Γ, ϕ⇒ ϕ,∆

(¬⇒) Γ⇒ ∆, ϕ
¬ϕ, Γ⇒ ∆ (⇒¬) ϕ, Γ⇒ ∆

Γ⇒ ∆,¬ϕ

(∧⇒) ϕ,ψ, Γ⇒ ∆
ϕ∧ψ, Γ⇒ ∆ (⇒∧) Γ⇒ ∆, ϕ Γ⇒ ∆, ψ

Γ⇒ ∆, ϕ∧ψ

(⇒∨) Γ⇒ ∆, ϕ, ψ
Γ⇒ ∆, ϕ∨ψ (∨⇒) ϕ, Γ⇒ ∆ ψ, Γ⇒ ∆

ϕ∨ψ, Γ⇒ ∆

(⇒→) ϕ, Γ⇒ ∆, ψ
Γ⇒ ∆, ϕ→ψ

(→⇒) Γ⇒ ∆, ϕ ψ, Γ⇒ ∆
ϕ→ψ, Γ⇒ ∆

Uwaga1: brak jest regu l strukturalnych ale Γ,∆ oznaczaja̧ zbiory
lub multizbiory.
Uwaga2: definicje dowodu, dedukcji itp. bez zmian.

Andrzej Indrzejczak RACHUNKI SEKWENTOWE



RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Analityczny System RS

Wybrane w lasności ARS:

Twierdzenie 14 (Adekwatność): `ARS Γ⇒ ∆ wtw |= Γ⇒ ∆.

Lemat 15 (Dopuszczalność os labiania): Jeżeli `ARS Γ′ ⇒ ∆′, to
`ARS Γ⇒ ∆, dla Γ′ ⊆ Γ, ∆′ ⊆ ∆, ponadto d lugość dowodu nie
jest wiȩksza.

Lemat 16 (Odwracalność regu l): Dla każdej regu ly, jeżeli wniosek
ma dowód (d lugości n), to przes lanki też maja̧ dowody (d lugości
≤ n).

Lemat 17 (Dopuszczalność kontrakcji): Jeżeli `ARS ϕ,ϕ, Γ⇒ ∆,
to `ARS ϕ, Γ⇒ ∆, oraz jeżeli `ARS Γ⇒ ∆, ϕ, ϕ, to
`ARS Γ⇒ ∆, ϕ, ponadto d lugość dowodu nie jest wiȩksza.

Uwaga1: Nie możemy skorzystać z Lematu o odwracalności regu l
dla LK-K, bo tamten by l dowiedziony przy użyciu (Cut).
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Analityczny System RS

Pe lność ARS

Jeżeli |= Γ⇒ ∆ i w Γ⇒ ∆ jest n wysta̧pień sta lych logicznych, to
` Γ⇒ ∆ i istnieje dowód D dla Γ⇒ ∆ taki, że ‖D‖ < 2n.
Dowód: Przez indukcjȩ po n.
Baza: n = 0 oznacza, że Γ⇒ ∆ jest sekwentem atomowym a
skoro jest tautologia̧ to jest aksjomatem z dowodem o wielkości 0.
Za lożenie indukcyjne mówi, że lemat zachodzi dla dowolnego
Γ′ ⇒ ∆′ o ilości sta lych < n. Pokazujemy, że zajdzie również dla
sekwentu zawieraja̧cego n sta lych.
Musimy rozważyć przypadki wszystkich formu l z lożonych w
Γ⇒ ∆. Rozważymy przypadek koniunkcji.
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Γ⇒ ∆. Rozważymy przypadek koniunkcji.

Andrzej Indrzejczak RACHUNKI SEKWENTOWE



RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA
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Za lożenie indukcyjne mówi, że lemat zachodzi dla dowolnego
Γ′ ⇒ ∆′ o ilości sta lych < n. Pokazujemy, że zajdzie również dla
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Pe lność ARS

ϕ ∧ ψ w poprzedniku. Zatem Γ⇒ ∆ := ϕ ∧ ψ, Γ′ ⇒ ∆. Z
odwracalności mamy, że |= ϕ,ψ, Γ′ ⇒ ∆ a ponieważ sekwent ten
ma n − 1 sta lych wiȩc podpada pod za lożenie indukcyjne, zatem
` ϕ,ψ, Γ′ ⇒ ∆ i ‖D‖ < 2n−1. Dodaja̧c do D, ϕ ∧ ψ, Γ′ ⇒ ∆ jako
kolejny sekwent uzyskany przez (∧ ⇒) otrzymujemy dowód D′
tegoż sekwentu taki, że ‖D′‖ < 2n−1 + 1 ≤ 2n.
ϕ ∧ ψ w nastȩpniku. Zatem Γ⇒ ∆ := Γ⇒ ∆′, ϕ ∧ ψ. Z
odwracalności mamy, że zarówno |= Γ⇒ ∆′ϕ jak i |= Γ⇒ ∆′ψ. a
ponieważ każdy z tych sekwentów ma n − 1 sta lych wiȩc podpada
pod za lożenie indukcyjne i ma dowód ‖D‖ < 2n−1. Do obu
dowodów dodajemy Γ⇒ ∆′, ϕ ∧ ψ uzyskany przez (⇒ ∧) i
otrzymujemy dowód D′ tegoż sekwentu taki, że ‖D′‖ < 2n, gdyż
dla dowolnych i , j < 2n−1, i + j + 1 < 2n.
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tegoż sekwentu taki, że ‖D′‖ < 2n−1 + 1 ≤ 2n.
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dla dowolnych i , j < 2n−1, i + j + 1 < 2n.

Andrzej Indrzejczak RACHUNKI SEKWENTOWE



RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA
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Analityczny System RS

Dopuszczalność os labiania w ARS:

Dowód indukcyjny po d lugości dowodu Γ′ ⇒ ∆′.
Baza: Dowód Γ′ ⇒ ∆′ ma d lugość 0, zatem jest to aksjomat.
Wiȩc Γ⇒ ∆ też jest aksjomatem o dowodzie d lugości 0.
Za lożenie indukcyjne mówi, że lemat zachodzi dla dowolnego
dowodu Γ′ ⇒ ∆′ o d lugości < n. Pokazujemy, że zajdzie również
gdy dowód ma d lugość n.
Musimy rozważyć przypadki zastosowania wszystkich regu l do
uzyskania Γ′ ⇒ ∆′.
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Za lożenie indukcyjne mówi, że lemat zachodzi dla dowolnego
dowodu Γ′ ⇒ ∆′ o d lugości < n. Pokazujemy, że zajdzie również
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Dopuszczalność os labiania w ARS:

Rozważmy przypadek (∧ ⇒).

Mamy zatem dowód D d lugości n zakończony sekwentem
ϕ ∧ ψ, Γ′′ ⇒ ∆′ := Γ′ ⇒ ∆′ (Γ′ = Γ′′ ∪ {ϕ ∧ ψ}).
Przes lanka ϕ,ψ, Γ′′ ⇒ ∆′ ma dowód d lugości n − 1 zatem
podpada pod za lożenie indukcyjne, czyli ϕ,ψ, Γ′′,Π⇒ ∆, gdzie
Π = Γ− Γ′, ma dowód tej samej d lugości, tj. n − 1.
Przez (∧ ⇒) otrzymujemy ϕ ∧ ψ, Γ′′,Π⇒ ∆ := Γ⇒ ∆; dowód
ma d lugość n.

Zadanie: dowieść inne przypadki.
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Π = Γ− Γ′, ma dowód tej samej d lugości, tj. n − 1.
Przez (∧ ⇒) otrzymujemy ϕ ∧ ψ, Γ′′,Π⇒ ∆ := Γ⇒ ∆; dowód
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ma d lugość n.
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Odwracalność regu l w ARS:

Lemat22: Dla każdej regu ly, jeżeli wniosek ma dowód (d lugości n),
to przes lanki też maja̧ dowody (d lugości ≤ n).

Przeprowadzimy dowód indukcyjny po d lugości dowodu
sekwentu-wniosku.
Baza: Dowód ma d lugość 0, zatem jest to aksjomat. Niech to
bȩdzie np. Γ, p ⇒ p,∆, ϕ ∧ ψ, wtedy obie przes lanki maja̧ postać
Γ, p ⇒ p,∆, ϕ i Γ, p ⇒ p,∆, ψ i obie sa̧ dowiedlne (jako
aksjomaty).
Analogicznie dla innych przypadków.
Za lożenie indukcyjne mówi, że lemat zachodzi dla dowolnego
dowodu wniosku o d lugości < n. Pokazujemy, że zajdzie również
gdy dowód ma d lugość n.
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Γ, p ⇒ p,∆, ϕ i Γ, p ⇒ p,∆, ψ i obie sa̧ dowiedlne (jako
aksjomaty).
Analogicznie dla innych przypadków.
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Przeprowadzimy dowód indukcyjny po d lugości dowodu
sekwentu-wniosku.
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Za lożenie indukcyjne mówi, że lemat zachodzi dla dowolnego
dowodu wniosku o d lugości < n. Pokazujemy, że zajdzie również
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to przes lanki też maja̧ dowody (d lugości ≤ n).
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Odwracalność regu l w ARS:

Rozważmy przypadek (∧ ⇒).

Mamy zatem dowód D d lugości n zakończony sekwentem
S := ϕ ∧ ψ, Γ⇒ ∆.
Należy rozważyć 2 podprzypadki:

a. ϕ ∧ ψ jest formu la̧ zasadnicza̧ S

b. ϕ ∧ ψ nie jest formu la̧ zasadnicza̧ S

Jeżeli ostatnia regu la to (∧ ⇒) z ϕ ∧ ψ jako formu la̧ zasadnicza̧,
to wtedy po obciȩciu ostatniego sekwentu z D mamy dowód
ϕ,ψ, Γ⇒ ∆ (d lugości n − 1).
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA
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Odwracalność regu l w ARS:

Rozważmy przypadek (∧ ⇒), podprzypadek b.
Jeżeli ϕ ∧ ψ nie jest formu la̧ zasadnicza̧ S , to jest formu la̧
parametryczna̧; przyk ladowo, jeżeli otatnio zastosowana regu la by la
2-przes lankowa, to D kończy siȩ nastȩpuja̧co:

ϕ ∧ ψ, Γ′ ⇒ ∆′ ϕ ∧ ψ, Γ′′ ⇒ ∆′′

ϕ ∧ ψ, Γ⇒ ∆

Ponieważ dowody obu przes lanek maja̧ d lugość < n, to podpadaja̧
pod za lożenie indukcyjne. Zatem mamy dowody sekwentów
ϕ,ψ, Γ′ ⇒ ∆′ i ϕ,ψ, Γ′′ ⇒ ∆′′. Ale wtedy za pomoca̧ tej samej
regu ly 2-przes lankowej, która kończy la D wydedukujemy z nich
sekwent ϕ,ψ, Γ⇒ ∆, czyli przes lankȩ rozważanego sekwentu.
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Jeżeli ϕ ∧ ψ nie jest formu la̧ zasadnicza̧ S , to jest formu la̧
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Ponieważ dowody obu przes lanek maja̧ d lugość < n, to podpadaja̧
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Ponieważ dowody obu przes lanek maja̧ d lugość < n, to podpadaja̧
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Analityczny System RS

Dopuszczalność kontrakcji:

Jeżeli `ARS ϕ,ϕ, Γ⇒ ∆, to `ARS ϕ, Γ⇒ ∆, oraz jeżeli
`ARS Γ⇒ ∆, ϕ, ϕ, to `ARS Γ⇒ ∆, ϕ, ponadto d lugość dowodu
nie jest wiȩksza.
Dowód: Przeprowadzimy dowód indukcyjny po d lugości dowodu
ϕ,ϕ, Γ⇒ ∆ (dla Γ⇒ ∆, ϕ, ϕ analogicznie)
Baza: ϕ,ϕ, Γ⇒ ∆ ma dowód d lugości 0, zatem jest aksjomatem i
bez wzglȩdu na to czy ψ ∈ Γ ∪∆ ∪ {ϕ} jest identyczne z ϕ czy
nie, to ϕ, Γ⇒ ∆ też jest aksjomatem.
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nie jest wiȩksza.
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Analityczny System RS

Dopuszczalność kontrakcji:
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Analityczny System RS

Dopuszczalność kontrakcji:

Za lożenie indukcyjne mówi, że lemat zachodzi dla dowolnego
dowodu wniosku o d lugości < n. Pokazujemy, że zajdzie również
gdy dowód ma d lugość n. Należy rozważyć 2 podprzypadki:

a. ϕ nie jest formu la̧ zasadnicza̧

b. ϕ jest formu la̧ zasadnicza̧

Jeżeli ϕ nie jest formu la̧ zasadnicza̧ w dowodzonym sekwencie, to
ϕ,ϕ, Γ⇒ ∆ zosta l wydedukowany z ϕ,ϕ, Γ′ ⇒ ∆′ przez regu lȩ
jednoprzes lankowa̧ lub dodatkowo z ϕ,ϕ, Γ′′ ⇒ ∆′′ przez regu lȩ
dwuprzes lankowa̧. W każdym przypadku przes lanki podpadaja̧ pod
za lożenia indukcyjne, zatem ϕ, Γ′ ⇒ ∆′ (i ϕ, Γ′′ ⇒ ∆′′ maja̧
dowody d lugości mniejszej od n ska̧d przez zastosowanie tej samej
regu ly jedno (lub dwu) przes lankowej dostajemy dowód ϕ, Γ⇒ ∆
o d lugości co najwyżej n.
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Analityczny System RS

Dopuszczalność kontrakcji:
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za lożenia indukcyjne, zatem ϕ, Γ′ ⇒ ∆′ (i ϕ, Γ′′ ⇒ ∆′′ maja̧
dowody d lugości mniejszej od n ska̧d przez zastosowanie tej samej
regu ly jedno (lub dwu) przes lankowej dostajemy dowód ϕ, Γ⇒ ∆
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Dopuszczalność kontrakcji:
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musimy rozważyć wszystkie przypadki formy ϕ.
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ψ ∧ χ, ψ ∧ χ, Γ⇒ ∆ a przes lanka postać ψ, χ, ψ ∧ χ, Γ⇒ ∆ i
dowód d lugości n − 1. Z lematu poprzedniego (o odwracalności)
ψ, χ, ψ, χ, Γ⇒ ∆ też ma dowód o d lugości nie wiȩkszej od n − 1.
Z za lożenia indukcyjnego zastosowanego dwukrotnie mamy dowód
ψ, χ, Γ⇒ ∆ o d lugości nie wiȩkszej od n − 1, zatem przez (∧ ⇒)
otrzymujemy dowód ψ ∧ χ, Γ⇒ ∆ o d lugości nie wiȩkszej od n.
Analogicznie dla ϕ postaci ¬ψ,ψ ∨ χ, ψ → χ.
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dowód d lugości n − 1. Z lematu poprzedniego (o odwracalności)
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otrzymujemy dowód ψ ∧ χ, Γ⇒ ∆ o d lugości nie wiȩkszej od n.
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Równoważność regu l.

Podane niżej schematy sekwentów i regu l sekwentowych sa̧
wzajemnie wyprowadzalne:

1 ϕ⇒ ψ

2 ψ, Γ⇒ ∆ / ϕ, Γ⇒ ∆

3 Γ⇒ ∆, ϕ / Γ⇒ ∆, ψ

4 Γ⇒ ∆, ϕ; ψ, Γ′ ⇒ ∆′ / Γ, Γ′ ⇒ ∆,∆′
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Równoważność regu l.

Dowód:

1. =⇒ 2.: Wystarczy zastosować (Cut) do 1. i przes lanki 2. by
dostać wniosek.
2. =⇒ 3.: Z aksjomatu ψ ⇒ ψ przez 2. otrzymujemy ϕ⇒ ψ,
które przez (Cut) z przes lanka̧ 3. daje wniosek.
3. =⇒ 4.: wyprowadzalność demonstruje poniższy schemat
dowodu:

Γ⇒ ∆, ϕ

ϕ⇒ ϕ
(3.)

ϕ⇒ ψ ψ, Γ′ ⇒ ∆′
(Cut)

ϕ, Γ′ ⇒ ∆′
(Cut)

Γ, Γ′ ⇒ ∆,∆′

4. =⇒ 1.: Z ϕ⇒ ϕ i ψ ⇒ ψ przez 4. otrzymujemy 1.
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dostać wniosek.
2. =⇒ 3.: Z aksjomatu ψ ⇒ ψ przez 2. otrzymujemy ϕ⇒ ψ,
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Równoważność regu l.

Podane niżej schematy sekwentów i regu l sekwentowych sa̧
wzajemnie wyprowadzalne:

1 ϕ,ψ ⇒ χ

2 χ, Γ⇒ ∆ / ϕ, ψ, Γ⇒ ∆

3 Γ⇒ ∆, ϕ / ψ, Γ⇒ ∆, χ

4 Γ⇒ ∆, ψ / ϕ, Γ⇒ ∆, χ

5 Γ⇒ ∆, ϕ; Γ′ ⇒ ∆′, ψ / Γ, Γ′ ⇒ ∆,∆′, χ

6 Γ⇒ ∆, ϕ; χ, Γ′ ⇒ ∆′ / ψ, Γ, Γ′ ⇒ ∆,∆′

7 Γ⇒ ∆, ψ; χ, Γ′ ⇒ ∆′ / ϕ, Γ, Γ′ ⇒ ∆,∆′

8 Γ⇒ ∆, ϕ; Γ′ ⇒ ∆′, ψ; χ,Π⇒ Σ / Γ, Γ′,Π⇒ ∆,∆′,Σ
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Równoważność regu l.

Podane niżej schematy sekwentów i regu l sekwentowych sa̧
wzajemnie wyprowadzalne:
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5 Γ⇒ ∆, ϕ; Γ′ ⇒ ∆′, ψ / Γ, Γ′ ⇒ ∆,∆′, χ

6 Γ⇒ ∆, ϕ; χ, Γ′ ⇒ ∆′ / ψ, Γ, Γ′ ⇒ ∆,∆′

7 Γ⇒ ∆, ψ; χ, Γ′ ⇒ ∆′ / ϕ, Γ, Γ′ ⇒ ∆,∆′
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Równoważność regu l.

Dowód:

1. =⇒ 2.: Wystarczy zastosować (Cut) do 1. i przes lanki 2. by
dostać wniosek.
2. =⇒ 3.: Z aksjomatu χ⇒ χ przez 2. otrzymujemy ϕ,ψ ⇒ χ,
które przez (Cut) z przes lanka̧ 3. daje wniosek.
3. =⇒ 4.: analogicznie do poprzedniego, z 3. zastosowanym do
ϕ⇒ ϕ.
4. =⇒ 5.: analogicznie do poprzedniego, z tym, że 4. zamiast do
aksjomatu stosujemy do przes lanki 5. postaci Γ′ ⇒ ∆′, ψ by przez
(Cut) na drugiej przes lance dostać wniosek.
5. =⇒ 6.: wyprowadzalność demonstruje poniższy schemat
dowodu:

Γ⇒ ∆, ϕ ψ ⇒ ψ
(5.)

ψ, Γ⇒ ∆, χ χ, Γ′ ⇒ ∆′
(Cut)

ψ, Γ, Γ′ ⇒ ∆,∆′
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3. =⇒ 4.: analogicznie do poprzedniego, z 3. zastosowanym do
ϕ⇒ ϕ.

4. =⇒ 5.: analogicznie do poprzedniego, z tym, że 4. zamiast do
aksjomatu stosujemy do przes lanki 5. postaci Γ′ ⇒ ∆′, ψ by przez
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dowodu:

Γ⇒ ∆, ϕ ψ ⇒ ψ
(5.)

ψ, Γ⇒ ∆, χ χ, Γ′ ⇒ ∆′
(Cut)

ψ, Γ, Γ′ ⇒ ∆,∆′

Andrzej Indrzejczak RACHUNKI SEKWENTOWE



RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Równoważność regu l.

Dowód:

1. =⇒ 2.: Wystarczy zastosować (Cut) do 1. i przes lanki 2. by
dostać wniosek.
2. =⇒ 3.: Z aksjomatu χ⇒ χ przez 2. otrzymujemy ϕ,ψ ⇒ χ,
które przez (Cut) z przes lanka̧ 3. daje wniosek.
3. =⇒ 4.: analogicznie do poprzedniego, z 3. zastosowanym do
ϕ⇒ ϕ.
4. =⇒ 5.: analogicznie do poprzedniego, z tym, że 4. zamiast do
aksjomatu stosujemy do przes lanki 5. postaci Γ′ ⇒ ∆′, ψ by przez
(Cut) na drugiej przes lance dostać wniosek.

5. =⇒ 6.: wyprowadzalność demonstruje poniższy schemat
dowodu:

Γ⇒ ∆, ϕ ψ ⇒ ψ
(5.)
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Równoważność regu l.

Dowód:

1. =⇒ 2.: Wystarczy zastosować (Cut) do 1. i przes lanki 2. by
dostać wniosek.
2. =⇒ 3.: Z aksjomatu χ⇒ χ przez 2. otrzymujemy ϕ,ψ ⇒ χ,
które przez (Cut) z przes lanka̧ 3. daje wniosek.
3. =⇒ 4.: analogicznie do poprzedniego, z 3. zastosowanym do
ϕ⇒ ϕ.
4. =⇒ 5.: analogicznie do poprzedniego, z tym, że 4. zamiast do
aksjomatu stosujemy do przes lanki 5. postaci Γ′ ⇒ ∆′, ψ by przez
(Cut) na drugiej przes lance dostać wniosek.
5. =⇒ 6.: wyprowadzalność demonstruje poniższy schemat
dowodu:
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(5.)

ψ, Γ⇒ ∆, χ χ, Γ′ ⇒ ∆′
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ψ, Γ, Γ′ ⇒ ∆,∆′
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Równoważność regu l.

Dowód:

6. =⇒ 7.: wyprowadzalność demonstruje poniższy schemat
dowodu:

Γ⇒ ∆, ψ

ϕ⇒ ϕ χ, Γ′ ⇒ ∆′
(6.)

ψ,ϕ, Γ′ ⇒ ∆′
(Cut)

ϕ, Γ, Γ′ ⇒ ∆,∆′

7. =⇒ 8.: wyprowadzalność demonstruje poniższy schemat
dowodu:

Γ⇒ ∆, ϕ

Γ′ ⇒ ∆′, ψ χ,Π⇒ Σ
(7.)

ϕ, Γ′,Π⇒ ∆′,Σ
(Cut)

Γ, Γ′,Π⇒ ∆,∆′,Σ

8. =⇒ 1.: Z ϕ⇒ ϕ, ψ ⇒ ψ i χ⇒ χ przez 8. otrzymujemy 1.
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8. =⇒ 1.: Z ϕ⇒ ϕ, ψ ⇒ ψ i χ⇒ χ przez 8. otrzymujemy 1.
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Dowód:

6. =⇒ 7.: wyprowadzalność demonstruje poniższy schemat
dowodu:
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ϕ⇒ ϕ χ, Γ′ ⇒ ∆′
(6.)

ψ,ϕ, Γ′ ⇒ ∆′
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ϕ, Γ, Γ′ ⇒ ∆,∆′

7. =⇒ 8.: wyprowadzalność demonstruje poniższy schemat
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(7.)

ϕ, Γ′,Π⇒ ∆′,Σ
(Cut)

Γ, Γ′,Π⇒ ∆,∆′,Σ

8. =⇒ 1.: Z ϕ⇒ ϕ, ψ ⇒ ψ i χ⇒ χ przez 8. otrzymujemy 1.
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Równoważność regu l.

Dowód:

6. =⇒ 7.: wyprowadzalność demonstruje poniższy schemat
dowodu:

Γ⇒ ∆, ψ

ϕ⇒ ϕ χ, Γ′ ⇒ ∆′
(6.)

ψ,ϕ, Γ′ ⇒ ∆′
(Cut)

ϕ, Γ, Γ′ ⇒ ∆,∆′

7. =⇒ 8.: wyprowadzalność demonstruje poniższy schemat
dowodu:

Γ⇒ ∆, ϕ

Γ′ ⇒ ∆′, ψ χ,Π⇒ Σ
(7.)

ϕ, Γ′,Π⇒ ∆′,Σ
(Cut)

Γ, Γ′,Π⇒ ∆,∆′,Σ

8. =⇒ 1.: Z ϕ⇒ ϕ, ψ ⇒ ψ i χ⇒ χ przez 8. otrzymujemy 1.
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RACHUNEK SEKWENTÓW GENTZENA

Równoważność regu l.

Podane niżej schematy sekwentów i regu l sekwentowych sa̧
wzajemnie wyprowadzalne:

1 ϕ⇒ ψ, χ

2 Γ⇒ ∆, ϕ / Γ⇒ ∆, ψ, χ

3 ψ, Γ⇒ ∆ / ϕ, Γ⇒ ∆, χ

4 χ, Γ⇒ ∆ / ϕ, Γ⇒ ∆, ψ

5 ψ, Γ⇒ ∆; χ, Γ′ ⇒ ∆′ / ϕ, Γ, Γ′ ⇒ ∆,∆′

6 Γ⇒ ∆, ϕ; χ, Γ′ ⇒ ∆′ / Γ, Γ′ ⇒ ∆,∆′, ψ

7 Γ⇒ ∆, ϕ; χ, Γ′ ⇒ ∆′ / Γ, Γ′ ⇒ ∆,∆′, χ

8 Γ⇒ ∆, ϕ; ψ, Γ′ ⇒ ∆′; χ,Π⇒ Σ / Γ, Γ′,Π⇒ ∆,∆′,Σ

Dowód C dualnie do czȩści B.
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Równoważność regu l.

Podane niżej schematy sekwentów i regu l sekwentowych sa̧
wzajemnie wyprowadzalne:

1 ϕ⇒ ψ, χ

2 Γ⇒ ∆, ϕ / Γ⇒ ∆, ψ, χ

3 ψ, Γ⇒ ∆ / ϕ, Γ⇒ ∆, χ

4 χ, Γ⇒ ∆ / ϕ, Γ⇒ ∆, ψ

5 ψ, Γ⇒ ∆; χ, Γ′ ⇒ ∆′ / ϕ, Γ, Γ′ ⇒ ∆,∆′

6 Γ⇒ ∆, ϕ; χ, Γ′ ⇒ ∆′ / Γ, Γ′ ⇒ ∆,∆′, ψ

7 Γ⇒ ∆, ϕ; χ, Γ′ ⇒ ∆′ / Γ, Γ′ ⇒ ∆,∆′, χ

8 Γ⇒ ∆, ϕ; ψ, Γ′ ⇒ ∆′; χ,Π⇒ Σ / Γ, Γ′,Π⇒ ∆,∆′,Σ

Dowód C dualnie do czȩści B.
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Równoważność regu l.

Przyk lad ∨:

Jedna z regu l (⇒ ∨) dla (addytywnej) alternatywy podpada pod
schemat A.3., zatem równoważnie można użyć:
A.1. ϕ⇒ ϕ ∨ ψ
A.2. ϕ ∨ ψ, Γ⇒ ∆ / ϕ, Γ⇒ ∆
lub
A.4. Γ⇒ ∆, ϕ; ϕ ∨ ψ, Γ′ ⇒ ∆′ / Γ, Γ′ ⇒ ∆,∆′
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A.4. Γ⇒ ∆, ϕ; ϕ ∨ ψ, Γ′ ⇒ ∆′ / Γ, Γ′ ⇒ ∆,∆′
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Dla odmiany (∨ ⇒) podpada pod schemat C.5. (z ϕ := ψ ∨ χ),
generuje to nastȩpuja̧ce równoważniki:

C.1. ψ ∨ χ⇒ ψ, χ
C.2. Γ⇒ ∆, ψ ∨ χ / Γ⇒ ∆, ψ, χ
C.3. ψ, Γ⇒ ∆ / ψ ∨ χ, Γ⇒ ∆, χ
C.4. χ, Γ⇒ ∆ / ψ ∨ χ, Γ⇒ ∆, ψ
C.6. Γ⇒ ∆, ψ ∨ χ; χ, Γ′ ⇒ ∆′ / Γ, Γ′ ⇒ ∆,∆′, ψ
C.7. Γ⇒ ∆, ψ ∨ χ; χ, Γ′ ⇒ ∆′ / Γ, Γ′ ⇒ ∆,∆′, χ
C.8. Γ⇒ ∆, ψ ∨ χ; ψ, Γ′ ⇒ ∆′; χ,Π⇒ Σ / Γ, Γ′,Π⇒ ∆,∆′,Σ
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Dla odmiany (∨ ⇒) podpada pod schemat C.5. (z ϕ := ψ ∨ χ),
generuje to nastȩpuja̧ce równoważniki:

C.1. ψ ∨ χ⇒ ψ, χ

C.2. Γ⇒ ∆, ψ ∨ χ / Γ⇒ ∆, ψ, χ
C.3. ψ, Γ⇒ ∆ / ψ ∨ χ, Γ⇒ ∆, χ
C.4. χ, Γ⇒ ∆ / ψ ∨ χ, Γ⇒ ∆, ψ
C.6. Γ⇒ ∆, ψ ∨ χ; χ, Γ′ ⇒ ∆′ / Γ, Γ′ ⇒ ∆,∆′, ψ
C.7. Γ⇒ ∆, ψ ∨ χ; χ, Γ′ ⇒ ∆′ / Γ, Γ′ ⇒ ∆,∆′, χ
C.8. Γ⇒ ∆, ψ ∨ χ; ψ, Γ′ ⇒ ∆′; χ,Π⇒ Σ / Γ, Γ′,Π⇒ ∆,∆′,Σ
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C.2. Γ⇒ ∆, ψ ∨ χ / Γ⇒ ∆, ψ, χ

C.3. ψ, Γ⇒ ∆ / ψ ∨ χ, Γ⇒ ∆, χ
C.4. χ, Γ⇒ ∆ / ψ ∨ χ, Γ⇒ ∆, ψ
C.6. Γ⇒ ∆, ψ ∨ χ; χ, Γ′ ⇒ ∆′ / Γ, Γ′ ⇒ ∆,∆′, ψ
C.7. Γ⇒ ∆, ψ ∨ χ; χ, Γ′ ⇒ ∆′ / Γ, Γ′ ⇒ ∆,∆′, χ
C.8. Γ⇒ ∆, ψ ∨ χ; ψ, Γ′ ⇒ ∆′; χ,Π⇒ Σ / Γ, Γ′,Π⇒ ∆,∆′,Σ
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C.1. ψ ∨ χ⇒ ψ, χ
C.2. Γ⇒ ∆, ψ ∨ χ / Γ⇒ ∆, ψ, χ
C.3. ψ, Γ⇒ ∆ / ψ ∨ χ, Γ⇒ ∆, χ

C.4. χ, Γ⇒ ∆ / ψ ∨ χ, Γ⇒ ∆, ψ
C.6. Γ⇒ ∆, ψ ∨ χ; χ, Γ′ ⇒ ∆′ / Γ, Γ′ ⇒ ∆,∆′, ψ
C.7. Γ⇒ ∆, ψ ∨ χ; χ, Γ′ ⇒ ∆′ / Γ, Γ′ ⇒ ∆,∆′, χ
C.8. Γ⇒ ∆, ψ ∨ χ; ψ, Γ′ ⇒ ∆′; χ,Π⇒ Σ / Γ, Γ′,Π⇒ ∆,∆′,Σ
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C.4. χ, Γ⇒ ∆ / ψ ∨ χ, Γ⇒ ∆, ψ

C.6. Γ⇒ ∆, ψ ∨ χ; χ, Γ′ ⇒ ∆′ / Γ, Γ′ ⇒ ∆,∆′, ψ
C.7. Γ⇒ ∆, ψ ∨ χ; χ, Γ′ ⇒ ∆′ / Γ, Γ′ ⇒ ∆,∆′, χ
C.8. Γ⇒ ∆, ψ ∨ χ; ψ, Γ′ ⇒ ∆′; χ,Π⇒ Σ / Γ, Γ′,Π⇒ ∆,∆′,Σ
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