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Wprowadzenie

Geneza RS

Okreslenie rachunek sekwentéw (RS) stosowane jest wspétczesnie
w odniesieniu do obszernej grupy systeméw dedukcyjnych zwanych
tez czesto, ze wzgledu na nazwisko autora, systemami Gentzena.
Systemy RS wywodza sie z badan Gentzena z lat 30-tych nad
utworzeniem systeméw dedukcji naturalnej.

Nazwa RS pochodzi od podstawowych jednostek, na ktérych
zdefiniowane sa reguty.
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Troche historii i systematyzacji

Mozna prowizorycznie wyréznié kilka dat i etapdw w rozwoju
problematyki RS:
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Troche historii i systematyzacji

Mozna prowizorycznie wyréznié kilka dat i etapéw w rozwoju
problematyki RS:

@ teoretyczne badania nad problematyka entailment (Scott,
Shoesmith i Smiley — lata 70-te, Zygmunt, Czelakowski — lata
80-te) i prostych relacji konsekwencji (lata 90-te — Avron)

@ rozwdj uogdlnionych form RS: od lat 70-tych, m.in: Display
Calculi Belnapa, Linear Logic Girarda, Hypersequent Calculi
Avrona

@ rozwdj strukturalnej teorii dowodu: od lat 70-tych — Takeuti,
Schiitte, Troelstra, von Plato, Negri

@ badania nad automatyzacja dowodzenia (Gallier)

@ antyrealistyczna filozofia znaczenia (statych logicznych)
(Dummett, Hacking, Dosen, Avron)
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Ogodlne pojecie rachunku sekwentowego:

Rachunek sekwentéw to dowolna kolekcja regut sekwentowych
postaci:

S1,...S, /S, n>0, gdzie S oznacza sekwent.
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Rachunek sekwentéw to dowolna kolekcja regut sekwentowych
postaci:

S1,...S, /S, n>0, gdzie S oznacza sekwent.

Poniewaz sekwenty mozna rozmaicie definiowa¢ wiec prowadzi to
do pierwszej klasyfikacji form RS, ktéra odwotuje sie jedynie do
kryteridw strukturalnych:

© wg. ilosci argumentéw sekwentu:

@ wg. typu obiektéw tworzacych argumenty sekwentu:

© wg. ilosci formut (struktur danych) w argumentach sekwentu:

’
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Ogodlne pojecie sekwentu:

podziat wg. ilosci argumentéw sekwentu:
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Ogodlne pojecie sekwentu:

podziat wg. ilosci argumentéw sekwentu:

@ standardowe — para

@ niestandardowe, w tym m.in. sekwenty jako:
n-tki (> 1) (zbioréw, multizbioréw,...) obiektéw
hipersekwenty ((multi)zbiory sekwentéw)
sekwenty zagniezdzone

wielosekwentowe
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Standardowe pojecie sekwentu

Sekwenty w sensie Gentzena to obiekty postaci:

M= A,
lub

Ply ey Pk = 1/}1)"'71/)nv z k 2 07 n Z 0

gdzie I to poprzednik a A to nastepnik sekwentu.

Andrzej Indrzejczak RACHUNKI SEKWENTOWE
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Ogdlne pojecie sekwentu:

podziat wg. typu obiektéw tworzacych argumenty sekwentu:

U Gentzena argumenty sekwentu to skonczone ciagi formut ale
mozliwe inne rozwiazania
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Ogdlne pojecie sekwentu:

podziat wg. typu obiektéw tworzacych argumenty sekwentu:

U Gentzena argumenty sekwentu to skonczone ciagi formut ale
mozliwe inne rozwiazania

@ zbiory (formut)
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Ogdlne pojecie sekwentu:

podziat wg. typu obiektéw tworzacych argumenty sekwentu:

U Gentzena argumenty sekwentu to skonczone ciagi formut ale
mozliwe inne rozwiazania

@ zbiory (formut)
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Ogdlne pojecie sekwentu:
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mozliwe inne rozwiazania

@ zbiory (formut)
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@ inne struktury danych, np. formuty, formuty etykietowane itp.
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Ogodlne pojecie sekwentu:

podziat wg. typu obiektéw tworzacych argumenty sekwentu:
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Ogdlne pojecie sekwentu:

podziat wg. typu obiektéw tworzacych argumenty sekwentu:

Wyréznimy 3 alternatywy RS wg. rodzaju argumentéw sekwentu:
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Ogdlne pojecie sekwentu:

podziat wg. typu obiektéw tworzacych argumenty sekwentu:

Wyréznimy 3 alternatywy RS wg. rodzaju argumentéw sekwentu:

@ c-systemy (ciagi)
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Ogdlne pojecie sekwentu:

podziat wg. typu obiektéw tworzacych argumenty sekwentu:

Wyréznimy 3 alternatywy RS wg. rodzaju argumentéw sekwentu:

@ c-systemy (ciagi)

@ m-systemy (multizbiory)
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podziat wg. typu obiektéw tworzacych argumenty sekwentu:
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Ogdlne pojecie sekwentu:

podziat wg. typu obiektéw tworzacych argumenty sekwentu:

Wyréznimy 3 alternatywy RS wg. rodzaju argumentéw sekwentu:

@ c-systemy (ciagi)
@ m-systemy (multizbiory)
@ z-systemy (zbiory)

Uwagal: dla ujecia wielu logik nieklasycznych niezbedne
multizbiory (ciagi raczej rzadko potrzebne)
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Ogdlne pojecie sekwentu:

podziat wg. typu obiektéw tworzacych argumenty sekwentu:

Wyréznimy 3 alternatywy RS wg. rodzaju argumentéw sekwentu:
@ c-systemy (ciagi)
@ m-systemy (multizbiory)
@ z-systemy (zbiory)
Uwagal: dla ujecia wielu logik nieklasycznych niezbedne
multizbiory (ciagi raczej rzadko potrzebne)
Uwaga2: Nawet w przypadku operowania zbiorami mozna uzyskaé

narzedzie potencjalnie silniejsze niz operacja konsekwencji
Tarskiego.
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Ogdlne pojecie sekwentu:

Sekwenty — przypadki szczegdlne
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Ogdlne pojecie sekwentu:

Sekwenty — przypadki szczegdlne

Zaréwno [ jaki i A w sekwencie postaci [ = A moga by¢ ciagami
pustymi, wtedy:
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Ogdlne pojecie sekwentu:

Sekwenty — przypadki szczegdlne

Zaréwno [ jaki i A w sekwencie postaci [ = A moga by¢ ciagami
pustymi, wtedy:

o [ interpretujemy jako T
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Ogdlne pojecie sekwentu:

Sekwenty — przypadki szczegdlne

Zaréwno [ jaki i A w sekwencie postaci [ = A moga by¢ ciagami
pustymi, wtedy:

o [ interpretujemy jako T
@ A interpretujemy jako L
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Ogdlne pojecie sekwentu:

Sekwenty — przypadki szczegdlne

Zaréwno [ jaki i A w sekwencie postaci [ = A moga by¢ ciagami
pustymi, wtedy:

o [ interpretujemy jako T
@ A interpretujemy jako L

Konsekwencje:
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Ogdlne pojecie sekwentu:

Sekwenty — przypadki szczegdlne

Zaréwno [ jaki i A w sekwencie postaci [ = A moga by¢ ciagami
pustymi, wtedy:

o [ interpretujemy jako T
@ A interpretujemy jako L

Konsekwencje:

@ sekwent z pustym [ i A jest wyrazeniem wewnetrznie
sprzecznym: = = L
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Ogdlne pojecie sekwentu:

Sekwenty — przypadki szczegdlne

Zaréwno [ jaki i A w sekwencie postaci [ = A moga by¢ ciagami
pustymi, wtedy:

o [ interpretujemy jako T
@ A interpretujemy jako L

Konsekwencje:

@ sekwent z pustym [ i A jest wyrazeniem wewnetrznie
sprzecznym: = = L

o [ = oznacza, ze elementy I tworza zbidr sprzeczny
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Ogodlne pojecie sekwentu:

podziat wg. ilosci formut (struktur danych) w argumentach

sekwentu:
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Ogodlne pojecie sekwentu:

podziat wg. ilosci formut (struktur danych) w argumentach

sekwentu:

@ tzw. intuicjonistyczny (many-one, single-conclusioned)
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Ogodlne pojecie sekwentu:

podziat wg. ilosci formut (struktur danych) w argumentach

sekwentu:

@ tzw. intuicjonistyczny (many-one, single-conclusioned)

o tzw. klasyczny (many-many, multi-conclusioned)
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Ogodlne pojecie sekwentu:

podziat wg. ilosci formut (struktur danych) w argumentach

sekwentu:

@ tzw. intuicjonistyczny (many-one, single-conclusioned)
o tzw. klasyczny (many-many, multi-conclusioned)

@ inne, np. one-one (Rieger, Belnap)
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Ogodlne pojecie sekwentu:

podziat wg. ilosci formut (struktur danych) w argumentach

sekwentu:
@ tzw. intuicjonistyczny (many-one, single-conclusioned)

o tzw. klasyczny (many-many, multi-conclusioned)
@ inne, np. one-one (Rieger, Belnap)
Uwagal: rozréznienie intuicjonistyczny/klasyczny ma charakter

jedynie umowny — istnieja np. RS dla INT typu many-many, dla
wielu logik charakter mieszany itp.
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RACHUNEK SEKW

Typy regut sekwentowych:

Reguty rachunkdéw sekwentowych zwykto dzieli¢ sie na:
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RACHUNEK &

Typy regut sekwentowych:

Reguty rachunkdéw sekwentowych zwykto dzieli¢ sie na:

@ strukturalne — dotycza wytacznie manipulacji elementami
sekwentéw, w ich schematach nie wysepuja zadne state
logiczne
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RACHUNEK &

Typy regut sekwentowych:

Reguty rachunkdéw sekwentowych zwykto dzieli¢ sie na:

@ strukturalne — dotycza wytacznie manipulacji elementami

sekwentéw, w ich schematach nie wysepuja zadne state
logiczne

@ logiczne — zawieraja w schemacie reguty konkretne state
logiczne okreslajac zazwyczaj warunki wprowadzenia do

(poprzednika, nastepnika) sekwentu lub eliminacji dla formut z
ta stata logiczna.
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Typy regut sekwentowych:

Reguty rachunkdéw sekwentowych zwykto dzieli¢ sie na:

@ strukturalne — dotycza wytacznie manipulacji elementami
sekwentéw, w ich schematach nie wysepuja zadne state
logiczne

@ logiczne — zawieraja w schemacie reguty konkretne state
logiczne okreslajac zazwyczaj warunki wprowadzenia do
(poprzednika, nastepnika) sekwentu lub eliminacji dla formut z
ta stata logiczna.

Uwaga: Pogtebione badania nad formami takich regut wiaza sie
$cisle z badaniami nad rozmaitymi antyrealistycznymi teoriami
znaczenia statych logicznych rozwijanymi m.in. przez Dummetta,
Hackinga, Prawitza.
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Typy rachunkéw sekwentowych:

Podziaty oparte na analizie regut:
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Typy rachunkéw sekwentowych:

Podziaty oparte na analizie regut:

@ wg. dopuszczalnego ksztattu regut logicznych
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Typy rachunkéw sekwentowych:

Podziaty oparte na analizie regut:

@ wg. dopuszczalnego ksztattu regut logicznych

@ wg. rodzaju regut logicznych:
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Typy rachunkéw sekwentowych:

Podziaty oparte na analizie regut:

@ wg. dopuszczalnego ksztattu regut logicznych

@ wg. rodzaju regut logicznych:
o multiplikatywne (context-free, intensional, internal)
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Typy rachunkéw sekwentowych:

Podziaty oparte na analizie regut:

@ wg. dopuszczalnego ksztattu regut logicznych

@ wg. rodzaju regut logicznych:

o multiplikatywne (context-free, intensional, internal)
o addytywne (context-sharing, extensional, combining)
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Typy rachunkéw sekwentowych:

@ wg. dopuszczalnego ksztattu regut logicznych
@ wg. rodzaju regut logicznych:
o multiplikatywne (context-free, intensional, internal)
o addytywne (context-sharing, extensional, combining)
@ wg. udziatu regut strukturalnych
(eliminowalne/nieeliminowalne)
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RACHUNEK S

Typy rachunkéw sekwentowych:

Podziaty oparte na analizie regut:
@ wg. dopuszczalnego ksztattu regut logicznych
@ wg. rodzaju regut logicznych:

o multiplikatywne (context-free, intensional, internal)
o addytywne (context-sharing, extensional, combining)
@ wg. udziatu regut strukturalnych
(eliminowalne/nieeliminowalne)

@ wg. proporcji sekwenty/reguty sekwentowe (typy skrajne: RS
w stylu Hertza/RS w stylu Gentzena)
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Typy rachunkéw sekwentowych:

Dopuszczalne ksztatty regut logicznych:
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Typy rachunkéw sekwentowych:

Dopuszczalne ksztatty regut logicznych:

Uwaga: ograniczamy sie tylko do regut z jednym wystapieniem
statej * i pomijamy kontekst.
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RACHUNEK S El NTZENA

Typy rachunkéw sekwentowych:

Dopuszczalne ksztatty regut logicznych:

Uwaga: ograniczamy sie tylko do regut z jednym wystapieniem
statej * i pomijamy kontekst.
1. przypadek n = 0 (sekwenty)
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RACHUNE

Typy rachunkéw sekwentowych:

Dopuszczalne ksztatty regut logicznych:

Uwaga: ograniczamy sie tylko do regut z jednym wystapieniem
statej * i pomijamy kontekst.

1. przypadek n = 0 (sekwenty)

(a) F * (wprowadzanie) lub (b)  F (eliminacja)
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RACHUNE

Typy rachunkéw sekwentowych:

Dopuszczalne ksztatty regut logicznych:

Uwaga: ograniczamy sie tylko do regut z jednym wystapieniem
statej * i pomijamy kontekst.

1. przypadek n = 0 (sekwenty)

(a) F * (wprowadzanie) lub (b)  F (eliminacja)

2. przypadek n > 0 (reguty sekwentowe)
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RACHUNE

Typy rachunkéw sekwentowych:

Dopuszczalne ksztatty regut logicznych:

Uwaga: ograniczamy sie tylko do regut z jednym wystapieniem
statej * i pomijamy kontekst.

1. przypadek n = 0 (sekwenty)

(a) F * (wprowadzanie) lub (b)  F (eliminacja)

2. przypadek n > 0 (reguty sekwentowe)

(¢) F,...,F / F x (wprowadzanie do nastepnika)
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RACHUNEK S

Typy rachunkéw sekwentowych:

Dopuszczalne ksztatty regut logicznych:

Uwaga: ograniczamy sie tylko do regut z jednym wystapieniem
statej * i pomijamy kontekst.

1. przypadek n = 0 (sekwenty)

(a) F * (wprowadzanie) lub (b)  F (eliminacja)

2. przypadek n > 0 (reguty sekwentowe)

(¢) F,...,F / F x (wprowadzanie do nastepnika)

(d) F, ..., / * - (wprowadzanie do poprzednika)
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RACHUNEK S

Typy rachunkéw sekwentowych:

Dopuszczalne ksztatty regut logicznych:

Uwaga: ograniczamy sie tylko do regut z jednym wystapieniem
statej * i pomijamy kontekst.

1. przypadek n = 0 (sekwenty)

(a) F * (wprowadzanie) lub (b)  F (eliminacja)

2. przypadek n > 0 (reguty sekwentowe)

(¢) F,...,F / F x (wprowadzanie do nastepnika)

(d) F, ..., / * - (wprowadzanie do poprzednika)

(e) F % / F (eliminacja z nastepnika)
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RACHUNEK S

Typy rachunkéw sekwentowych:

Dopuszczalne ksztatty regut logicznych:

Uwaga: ograniczamy sie tylko do regut z jednym wystapieniem
statej * i pomijamy kontekst.

1. przypadek n = 0 (sekwenty)

(a) F * (wprowadzanie) lub (b)  F (eliminacja)

2. przypadek n > 0 (reguty sekwentowe)

(c) k..., / F % (wprowadzanie do nastepnika)
(d) I—, ,F / % (wprowadzanie do poprzednika)
(e) F = / (eliminacja z nastepnika)

(f) *x = / F (eliminacja z poprzednika)
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RACHUNEK S

Typy rachunkéw sekwentowych:

Dopuszczalne ksztatty regut logicznych:

Uwaga: ograniczamy sie tylko do regut z jednym wystapieniem
statej * i pomijamy kontekst.

1. przypadek n = 0 (sekwenty)

(a) F * (wprowadzanie) lub (b)  F (eliminacja)

2. przypadek n > 0 (reguty sekwentowe)

c)b,.., / F % (wprowadzanie do nastepnika)

d) F,....kb / % (wprowadzanie do poprzednika)

e) I— * / t (eliminacja z nastepnika)

f) « = / F (eliminacja z poprzednika)

(
(
(
(

np. RS oparty na regutach typu (c) i (d) to standardowy RS
Gentzena, a oparty na (c) i (e) to sekwentowy ND.
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Typy rachunkéw sekwentowych:

Dopuszczalne ksztatty regut logicznych — przyktad koniunkg;ji:
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Typy rachunkéw sekwentowych:

Dopuszczalne ksztatty regut logicznych — przyktad koniunkg;ji:

1. przypadek n = 0 (sekwenty)
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Typy rachunkéw sekwentowych:

Dopuszczalne ksztatty regut logicznych — przyktad koniunkg;ji:

1. przypadek n = 0 (sekwenty)
(a) ¢, 9 F ¢ At (wprowadzanie)
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Typy rachunkéw sekwentowych:

Dopuszczalne ksztatty regut logicznych — przyktad koniunkg;ji:

1. przypadek n = 0 (sekwenty)
(a) ¢, 9 F ¢ At (wprowadzanie)
(b) o A = @(v) (eliminacja)
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Typy rachunkéw sekwentowych:

Dopuszczalne ksztatty regut logicznych — przyktad koniunkg;ji:

1. przypadek n = 0 (sekwenty)

(a) ¢, 9 F ¢ At (wprowadzanie)

(b) o A = @(v) (eliminacja)

2. przypadek n > 0 (reguty sekwentowe)
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Typy rachunkéw sekwentowych:

Dopuszczalne ksztatty regut logicznych — przyktad koniunkg;ji:

1. przypadek n = 0 (sekwenty)

(a) ¢, 9 F ¢ At (wprowadzanie)

(b) o A = @(v) (eliminacja)

2. przypadek n > 0 (reguty sekwentowe)

(c) ¢, F1 / F ¢ A1 (wprowadzanie do nastepnika)

Andrzej Indrzejczak RACHUNKI SEKWENTOWE



Typy rachunkéw sekwentowych:

Dopuszczalne ksztatty regut logicznych — przyktad koniunkg;ji:

1. przypadek n = 0 (sekwenty)

(a) ¢, 9 F ¢ At (wprowadzanie)

(b) o A = @(v) (eliminacja)

2. przypadek n > 0 (reguty sekwentowe)

(c) ¢, F1 / F ¢ A1 (wprowadzanie do nastepnika)
(d) o, + / @ A F (wprowadzanie do poprzednika)
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Typy rachunkéw sekwentowych:

Dopuszczalne ksztatty regut logicznych — przyktad koniunkg;ji:

1. przypadek n = 0 (sekwenty)

(a) ¢, 9 F ¢ At (wprowadzanie)

(b) o A = @(v) (eliminacja)

2. przypadek n > 0 (reguty sekwentowe)

(c) ¢, F1 / F ¢ A1 (wprowadzanie do nastepnika)
(d) o, + / @ A F (wprowadzanie do poprzednika)
(e) Fe Ay /] () (eliminacja z nastepnika)
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Typy rachunkéw sekwentowych:

Dopuszczalne ksztatty regut logicznych — przyktad koniunkg;ji:

1. przypadek n = 0 (sekwenty)

(a) ¢, ¥ @ A (wprowadzanie)

(b) o A = @(v) (eliminacja)

2. przypadek n > 0 (reguty sekwentowe)

(c) ¢, F1 / F ¢ A1 (wprowadzanie do nastepnika)
(d) o, + / @ A F (wprowadzanie do poprzednika)
(e) oAy / Fp(r) (eliminacja z nastepnika)

(f) e A E /o, ¢ F (eliminacja z poprzednika)
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

Typy rachunkéw sekwentowych:

Dopuszczalne ksztatty regut logicznych — przyktad koniunkg;ji:

1. przypadek n = 0 (sekwenty)

(a) ¢, ¥ @ A (wprowadzanie)

(b) o A = @(v) (eliminacja)

2. przypadek n > 0 (reguty sekwentowe)

(c) ¢, F1 / F ¢ A1 (wprowadzanie do nastepnika)
(d) o, + / @ A F (wprowadzanie do poprzednika)
(e) oAy / Fp(r) (eliminacja z nastepnika)

(f) e A E /o, ¢ F (eliminacja z poprzednika)

Uwaga: (c) i (e) oraz (d) i (f) to wzajemne konwersy, ale mozliwe
tez inne warianty.
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Typy rachunkéw sekwentowych:

Podziat wg. rodzaju regut logicznych:
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Typy rachunkéw sekwentowych:

Podziat wg. rodzaju regut logicznych:

e multiplikatywne (context-free, intensional, internal)
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Typy rachunkéw sekwentowych:

Podziat wg. rodzaju regut logicznych:

e multiplikatywne (context-free, intensional, internal)

@ addytywne (context-sharing, extensional, combining)
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Typy rachunkéw sekwentowych:

Podziat wg. rodzaju regut logicznych:

e multiplikatywne (context-free, intensional, internal)
@ addytywne (context-sharing, extensional, combining)
Uwaga: rozrdznienie tych regut dla statych nie jest mozliwe na

gruncie standardowych relacji konsekwencji (zatem réwniez na
gruncie teorii operacji konsekwencji)
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Typy rachunkéw sekwentowych:

Przypadek koniunkgji:
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RACHUNEK

Typy rachunkéw sekw

Przypadek koniunkgji:

1. warunek dla multiplikatywnej koniunkgji:

Mo, EAwtwl,pAYEA
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Typy rachunkéw sekwentowych:

Przypadek koniunkgji:

1. warunek dla multiplikatywnej koniunkgji:
Mo, vEAwtw Il pAYEA
2. warunek dla addytywnej koniunkgcji:

NEAoAYwtw A pilT EAY
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Typy rachunkéw sekwentowych:

Przypadek koniunkgji:

1. warunek dla multiplikatywnej koniunkgji:
Mo, vEAwtw Il pAYEA
2. warunek dla addytywnej koniunkgji:
MEApAYwtw TEA @i THE A

3. reguty Gentzenowskie dla multiplikatywnej koniunkgcji:
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Typy rachunkéw sekwentowych:

Przypadek koniunkgji:

1. warunek dla multiplikatywnej koniunkgji:
Mo, vEAwtw Il pAYEA
2. warunek dla addytywnej koniunkgji:
MEApAYwtw TEA @i THE A

3. reguty Gentzenowskie dla multiplikatywnej koniunkgcji:
(LA) z warunku;
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Typy rachunkéw sekwentowych:

Przypadek koniunkgji:

1. warunek dla multiplikatywnej koniunkgji:
Mo, vEAwtw Il pAYEA
2. warunek dla addytywnej koniunkgji:
MEApAYwtw TEA @i THE A

3. reguty Gentzenowskie dla multiplikatywnej koniunkgcji:
(LA) z warunku;
(RN TEA, o MEXZ Y /T,NEAT oAY
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Typy rachunkéw sekwentowych:

Przypadek koniunkgji:

1. warunek dla multiplikatywnej koniunkgji:
Mo, vEAwtw Il pAYEA
2. warunek dla addytywnej koniunkgji:
MEApAYwtw TEA @i THE A

3. reguty Gentzenowskie dla multiplikatywnej koniunkgcji:
(LA) z warunku;

(RN TEA, o MEXZ Y /T,NEAT oAY

4. reguty Gentzenowskie dla addytywnej koniunkgji:
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RACHUNEF A4S\

Typy rachunkéw sekwentowych:

Przypadek koniunkgji:

1. warunek dla multiplikatywnej koniunkgji:
Mo, vEAwtw Il pAYEA
2. warunek dla addytywnej koniunkgji:
MEApAYwtw TEA @i THE A

3. reguty Gentzenowskie dla multiplikatywnej koniunkgcji:
(LA) z warunku;

(RN TEA, o MEXZ Y /T,NEAT oAY

4. reguty Gentzenowskie dla addytywnej koniunkgji:

RA) z warunku;
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RACHUNEF A4S\

Typy rachunkéw sekwentowych:

Przypadek koniunkgji:

1. warunek dla multiplikatywnej koniunkgji:
Mo, vEAwtw Il pAYEA
2. warunek dla addytywnej koniunkgji:
MEApAYwtw TEA @i THE A

3. reguty Gentzenowskie dla multiplikatywnej koniunkgcji:
(LA) z warunku;

(RN TEA, o MEXZ Y /T,NEAT oAY

4. reguty Gentzenowskie dla addytywnej koniunkgji:

RA) z warunku; (LA) to para regut:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

Typy rachunkéw sekwentowych:

Przypadek koniunkgji:

1. warunek dla multiplikatywnej koniunkgji:
Mo, vEAwtw Il pAYEA
2. warunek dla addytywnej koniunkgji:
MEApAYwtw TEA @i THE A

3. reguty Gentzenowskie dla multiplikatywnej koniunkgcji:
(LA) z warunku;

(RN TEA, o MEXZ Y /T,NEAT oAY

4. reguty Gentzenowskie dla addytywnej koniunkgji:
(RA) z warunku; (LA) to para regut:

NekFA, /T,oANYpEA

NykEA /JT,oANYEA
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RACHUNEV ENT( NTZENA

Typy rachunkéw sekwentowych:

Podziat wg. udziatu regut strukturalnych
(eliminowalne/nieeliminowalne)

V.
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RACHUNEK S

Typy rachunkéw sekwentowych:

Podziat wg. udziatu regut strukturalnych
(eliminowalne/nieeliminowalne)

W obrebie standardowego typu RS rozréznimy 3 najwazniejsze
warianty:

V.
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RACHUNEK &

Typy rachunkéw sekwentowych:

Podziat wg. udziatu regut strukturalnych
(eliminowalne/nieeliminowalne)

W obrebie standardowego typu RS rozréznimy 3 najwazniejsze
warianty:

@ ogdlny, w ktérym wystepuja zaréwno reguty strukturalne jak i
logiczne

V.
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RACHUNEK &

Typy rachunkéw sekwentowych:

Podziat wg. udziatu regut strukturalnych
(eliminowalne/nieeliminowalne)

W obrebie standardowego typu RS rozréznimy 3 najwazniejsze
warianty:

@ ogdlny, w ktérym wystepuja zaréwno reguty strukturalne jak i
logiczne

@ logiczny, w ktérym reguty strukturalne sa wyeliminowane na
rzecz logicznych

V.
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RACHUNEK &

Typy rachunkéw sekwentowych:

Podziat wg. udziatu regut strukturalnych
(eliminowalne/nieeliminowalne)

W obrebie standardowego typu RS rozréznimy 3 najwazniejsze
warianty:

@ ogdlny, w ktérym wystepuja zaréwno reguty strukturalne jak i
logiczne

@ logiczny, w ktérym reguty strukturalne sa wyeliminowane na
rzecz logicznych

@ strukturalny, w ktérym zmniejszony jest udziat regut
logicznych na rzecz strukturalnych

V.
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Typy rachunkéw sekwentowych:

Podziat wg. udziatu regut strukturalnych
(eliminowalne/nieeliminowalne)

W obrebie standardowego typu RS rozréznimy 3 najwazniejsze
warianty:

@ ogdlny, w ktérym wystepuja zaréwno reguty strukturalne jak i
logiczne

@ logiczny, w ktérym reguty strukturalne sa wyeliminowane na
rzecz logicznych

@ strukturalny, w ktérym zmniejszony jest udziat regut
logicznych na rzecz strukturalnych

Uwaga: istnieje zalezno$¢ miedzy alternatywa RS a udziatem regut
strukturalnych; z-system z natury rzeczy minimalizuje udziat regut
strukturalnych.

V.
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Typy rachunkéw sekwentowych:

Podziat wg. proporcji sekwenty/reguty sekwentowe pozwala

wyréznic typy RS:
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Typy rachunkéw sekwentowych:

Podziat wg. proporcji sekwenty/reguty sekwentowe pozwala

wyréznic typy RS:

@ przewaga regut; w szczegdlnosci typ jeden sekwent/wiele regut
(RS w stylu Gentzena):
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Typy rachunkéw sekwentowych:

Podziat wg. proporcji sekwenty/reguty sekwentowe pozwala

wyréznic typy RS:

@ przewaga regut; w szczegdlnosci typ jeden sekwent/wiele regut
(RS w stylu Gentzena):

o standardowe RS
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Typy rachunkéw sekwentowych:

Podziat wg. proporcji sekwenty/reguty sekwentowe pozwala

wyréznic typy RS:
@ przewaga regut; w szczegdlnosci typ jeden sekwent/wiele regut
(RS w stylu Gentzena):

o standardowe RS
o sekwentowe ND
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Typy rachunkéw sekwentowych:

Podziat wg. proporcji sekwenty/reguty sekwentowe pozwala

wyréznic typy RS:
@ przewaga regut; w szczegdlnosci typ jeden sekwent/wiele regut
(RS w stylu Gentzena):
o standardowe RS
o sekwentowe ND
@ przewaga sekwentéw; w szczegdlnosci typ z regutami tylko
strukturalnymi (RS w stylu Hertza i Suszki)
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Typy rachunkéw sekwentowych:

Podziat wg. proporcji sekwenty/reguty sekwentowe pozwala

wyréznic typy RS:
@ przewaga regut; w szczegdlnosci typ jeden sekwent/wiele regut
(RS w stylu Gentzena):
o standardowe RS
o sekwentowe ND
@ przewaga sekwentéw; w szczegdlnosci typ z regutami tylko
strukturalnymi (RS w stylu Hertza i Suszki)

@ typ mieszany (Bernays, Hermes)
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Typy rachunkéw sekwentowych:

Podsumowujac rozrézniamy:
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Typy rachunkéw sekwentowych:

Podsumowujac rozrézniamy:

Q alternatywy RS — wg. rodzaju argumentéw sekwentow
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Typy rachunkéw sekwentowych:

Podsumowujac rozrézniamy:

Q alternatywy RS — wg. rodzaju argumentéw sekwentow
@ warianty RS — wg. udziatu regut strukturalnych

Andrzej Indrzejczak RACHUNKI SEKWENTOWE



Typy rachunkéw sekwentowych:

Podsumowujac rozrézniamy:

Q alternatywy RS — wg. rodzaju argumentéw sekwentow
@ warianty RS — wg. udziatu regut strukturalnych

© typy RS — wg. stosunku sekwentéw do regut sekwentowych
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Typy rachunkéw sekwentowych:

Podsumowujac rozrézniamy:

Q alternatywy RS — wg. rodzaju argumentéw sekwentow
@ warianty RS — wg. udziatu regut strukturalnych
© typy RS — wg. stosunku sekwentéw do regut sekwentowych

@ Uogdlnione RS — budowane na niestandardowych sekwentach
(hipersekwenty itp.)
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

Dlaczego RS jest tak uniwersalnym sposobem formalizacji

logik?

Mozliwe interpretacje sekwentu:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

Dlaczego RS jest tak uniwersalnym sposobem formalizacji

logik?

Mozliwe interpretacje sekwentu:

@ interpretacja sekwentu jako implikacji uzyta przez Gentzena
dla wykazania réwnowaznosci z systemem aksjomatycznym
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

Dlaczego RS jest tak uniwersalnym sposobem formalizacji

logik?

Mozliwe interpretacje sekwentu:

@ interpretacja sekwentu jako implikacji uzyta przez Gentzena
dla wykazania réwnowaznosci z systemem aksjomatycznym
@ interpretacja = jako zaleznosci A od zatozen; prowadzi do
skonstruowania S-systemu DN na bazie RS (Gentzen 1936)
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

Dlaczego RS jest tak uniwersalnym sposobem formalizacji

logik?

Mozliwe interpretacje sekwentu:

@ interpretacja sekwentu jako implikacji uzyta przez Gentzena
dla wykazania réwnowaznosci z systemem aksjomatycznym

@ interpretacja = jako zaleznosci A od zatozen; prowadzi do
skonstruowania S-systemu DN na bazie RS (Gentzen 1936)

© interpretacja = jako symbolu relacji inferencji; prowadzi do
skonstruowania F-systemu DN na bazie RS (Gentzen 1934)
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

Dlaczego RS jest tak uniwersalnym sposobem formalizacji

logik?
Mozliwe interpretacje sekwentu:

@ interpretacja sekwentu jako implikacji uzyta przez Gentzena
dla wykazania réwnowaznosci z systemem aksjomatycznym

@ interpretacja = jako zaleznosci A od zatozen; prowadzi do
skonstruowania S-systemu DN na bazie RS (Gentzen 1936)

© interpretacja = jako symbolu relacji inferencji; prowadzi do
skonstruowania F-systemu DN na bazie RS (Gentzen 1934)

@ interpretacja sekwentu jako koniunkcji z pustym nastepnikiem;
reguty czytane odwrotnie (w terminach falsyfikowalnosci);
drzewo dowodowe staje sie formalnym zapisem sprawdzania
niewprost
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

Dlaczego RS jest tak uniwersalnym sposobem formalizacji

logik?

Mozliwe interpretacje sekwentu:

@ interpretacja sekwentu jako implikacji uzyta przez Gentzena
dla wykazania réwnowaznosci z systemem aksjomatycznym

@ interpretacja = jako zaleznosci A od zatozen; prowadzi do
skonstruowania S-systemu DN na bazie RS (Gentzen 1936)

© interpretacja = jako symbolu relacji inferencji; prowadzi do
skonstruowania F-systemu DN na bazie RS (Gentzen 1934)

@ interpretacja sekwentu jako koniunkcji z pustym nastepnikiem;
reguty czytane odwrotnie (w terminach falsyfikowalnosci);
drzewo dowodowe staje sie formalnym zapisem sprawdzania
niewprost

© interpretacja sekwentu jako alternatywy z pustym
poprzednikiem; reguty czytane odwrotnie (w terminach

weryfikowalnosci); drzewo dowodowe staje sie formalnym
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

Dlaczego RS jest tak uniwersalnym sposobem formalizacji

logik?

Mozliwe interpretacje sekwentu:

@ interpretacja sekwentu jako implikacji uzyta przez Gentzena
dla wykazania réwnowaznosci z systemem aksjomatycznym

@ interpretacja = jako zaleznosci A od zatozen; prowadzi do
skonstruowania S-systemu DN na bazie RS (Gentzen 1936)

© interpretacja = jako symbolu relacji inferencji; prowadzi do
skonstruowania F-systemu DN na bazie RS (Gentzen 1934)

@ interpretacja sekwentu jako koniunkcji z pustym nastepnikiem;
reguty czytane odwrotnie (w terminach falsyfikowalnosci);
drzewo dowodowe staje sie formalnym zapisem sprawdzania
niewprost

© interpretacja sekwentu jako alternatywy z pustym
poprzednikiem; reguty czytane odwrotnie (w terminach

weryfikowalnosci); drzewo dowodowe staje sie formalnym
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

LK Gentzena (1934) — reguty strukturalne
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

LK Gentzena (1934) — reguty strukturalne

(AX) p=¢

(Cot) =P Ry

(W=) =5 (=W) 158
(=) B4R (0 TEREE
(P=) TE5TEE (=P) SR
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

LK Gentzena (1934) — reguty strukturalne

(AX) p=¢

(Cot) =P Ry

(W=) 5755 =W A
(=) 524 (0 TR
(P=) TE5TEE (=P) SR

Uwaga: nazwy regut: W — weakening, C — contraction, P —
permutation.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

LK Gentzena (1934) — reguty logiczne
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

LK Gentzena (1934) — reguty logiczne

=) =k (=) (555

(=) it (v=) ST
V) IS0y V) SV
(==) rj—ﬁbfo r nﬁinfg (=-) —I‘irzﬁji/;
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena — reguty:

Przyktady zastosowania regut:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena — reguty:

Przyktady zastosowania regut:

PAG,q—r=-q,p—r pAg,q—r=-g-s

pPAG,q—r=—q,(p—r)A-s

daje nam przyktad zastosowania (= A),
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena — reguty:

Przyktady zastosowania regut:

PAG,q—r=-q,p—r pAg,q—r=-g-s
pPAG,q—r=—q,(p—r)A-s

daje nam przyktad zastosowania (= A),
natomiast:

PAG,q—r= —q,p—r,r pVaq,q—r,qAr=—(pVr),-s

-r—pVaq,pAqGq—r,q—r,gqAr=-q,p—r,(pVr),-s

daje przyktad zastosowania (—=).
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena — reguty:

Elementy regut sekwentowych:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena — reguty:

Elementy regut sekwentowych:

Formuta, ktéra powstaje w wyniku zastosowania danej reguty
logicznej to formufa zasadnicza tego sekwentu.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena — reguty:

Elementy regut sekwentowych:

Formuta, ktéra powstaje w wyniku zastosowania danej reguty
logicznej to formufa zasadnicza tego sekwentu.

Formuta badz formuty, ktére postuzyty do jej uzyskania, to
formuty poboczne sekwentéw-przestanek.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena — reguty:

Elementy regut sekwentowych:

Formuta, ktéra powstaje w wyniku zastosowania danej reguty
logicznej to formufa zasadnicza tego sekwentu.

Formuta badz formuty, ktére postuzyty do jej uzyskania, to
formuty poboczne sekwentéw-przestanek.

Wszystkie pozostate elementy zbiordw I i A, to

formuty parametryczne (krétko parametry) w zastosowaniu dane;
reguty.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena — reguty:

Elementy regut sekwentowych:

Formuta, ktéra powstaje w wyniku zastosowania danej reguty
logicznej to formufa zasadnicza tego sekwentu.

Formuta badz formuty, ktére postuzyty do jej uzyskania, to
formuty poboczne sekwentéw-przestanek.

Wszystkie pozostate elementy zbiordw I i A, to

formuty parametryczne (krétko parametry) w zastosowaniu dane;
reguty.

W regutach strukturalnych wszystkie wyréznione w schematach
regut formuty ¢, 1) to formuty zasadnicze w zastosowaniu tych
regut.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena — dowody:

Dowdd sekwentu
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena — dowody:
Dowéd sekwentu

© Kazde jednoelementowe drzewo, ktérego wezet jest
sekwentem aksjomatycznym S jest dowodem sekwentu S.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena — dowody:
Dowéd sekwentu

© Kazde jednoelementowe drzewo, ktérego wezet jest
sekwentem aksjomatycznym S jest dowodem sekwentu S.

@ Jezeli D jest dowodem sekwentu S, to drzewo uzyskane przez
dopisanie sekwentu S’ ponizej sekwentu S jest dowodem
sekwentu S’, pod warunkiem, ze S jest podstawieniem
przestanki a S’ jest podstawieniem wniosku jednej z regut
jednoprzestankowych.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena — dowody:
Dowéd sekwentu

© Kazde jednoelementowe drzewo, ktérego wezet jest
sekwentem aksjomatycznym S jest dowodem sekwentu S.

@ Jezeli D jest dowodem sekwentu S, to drzewo uzyskane przez
dopisanie sekwentu S’ ponizej sekwentu S jest dowodem
sekwentu S’, pod warunkiem, ze S jest podstawieniem
przestanki a S’ jest podstawieniem wniosku jednej z regut
jednoprzestankowych.

© Jezeli D jest dowodem sekwentu S a D’ jest dowodem S’, to
drzewo uzyskane przez dopisanie sekwentu S” ponizej
sekwentéw S i S’ jest dowodem sekwentu S”, pod warunkiem,
ze S jest podstawieniem lewej przestanki, S’ jest
podstawieniem prawej przestanki, a S” jest podstawieniem
whniosku jednej z regut dwuprzestankowych.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena — dowody:
Dowéd sekwentu

© Kazde jednoelementowe drzewo, ktérego wezet jest
sekwentem aksjomatycznym S jest dowodem sekwentu S.

@ Jezeli D jest dowodem sekwentu S, to drzewo uzyskane przez
dopisanie sekwentu S’ ponizej sekwentu S jest dowodem
sekwentu S’, pod warunkiem, ze S jest podstawieniem
przestanki a S’ jest podstawieniem wniosku jednej z regut
jednoprzestankowych.

© Jezeli D jest dowodem sekwentu S a D’ jest dowodem S’, to
drzewo uzyskane przez dopisanie sekwentu S” ponizej
sekwentéw S i S’ jest dowodem sekwentu S”, pod warunkiem,
ze S jest podstawieniem lewej przestanki, S’ jest
podstawieniem prawej przestanki, a S” jest podstawieniem
whniosku jednej z regut dwuprzestankowych.

@ Nic wiecej nie jest dowodem sekwentu w RS.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena — dowody:

Dowdd sekwentu
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena — dowody:

Dowdd sekwentu

To, ze sekwent ' = A ma dowdd bedziemy zaznaczaé piszac
FI= A.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena — dowody:

Dowéd sekwentu
To, ze sekwent ' = A ma dowdd bedziemy zaznaczaé piszac

FI = A.
W szczegdlnosci dowdd sekwentu = ¢, to dowdd tezy ¢.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena — dowody:

Dowdd sekwentu

To, ze sekwent ' = A ma dowdd bedziemy zaznaczaé piszac
FI= A.

W szczegdlnosci dowdd sekwentu = ¢, to dowdd tezy ¢.
Uwaga: Podana definicja dowodu jest indukcyjna, co umozliwia
dowody przez indukcje po rozmiarach dowodu.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena — dowody:

Sposoby mierzenia rozmiaréw dowodu sekwentu:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena — dowody:

Sposoby mierzenia rozmiaréw dowodu sekwentu:

@ dtugos¢ dowodu
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena — dowody:

Sposoby mierzenia rozmiaréw dowodu sekwentu:

@ dtugos¢ dowodu

@ wysokos¢ dowodu (height)
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena — dowody:

Sposoby mierzenia rozmiaréw dowodu sekwentu:

@ dtugos¢ dowodu
@ wysokos¢ dowodu (height)

o wielkos¢ dowodu
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena — dowody:

dtugos¢ dowodu:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena — dowody:

dtugos¢ dowodu:

@ Dowdd aksjomatu ma dtugos¢ 0
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena — dowody:

dtugos¢ dowodu:

@ Dowdd aksjomatu ma dtugos¢ 0

@ jezeli S zostat wydedukowany z S’ za pomoca reguty
1-przestankowej, to jezeli dowdd S’ ma dtugos¢ n, to dowdd S
ma dtugos¢ n + 1
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena — dowody:

dtugos¢ dowodu:

@ Dowdd aksjomatu ma dtugos¢ 0

@ jezeli S zostat wydedukowany z S’ za pomoca reguty
1-przestankowej, to jezeli dowdéd S’ ma dtugos¢ n, to dowdd S
ma dtugos¢ n + 1

@ jezeli S zostat wydedukowany z S'i S” za pomoca reguty
2-przestankowej, to jezeli dowdd S' ma dtugosé n a dowdd S”
ma dtugos¢ m, to dowdd S ma dtugos¢ Max(n, m) + 1
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena — dowody:

dtugos¢ dowodu:

@ Dowdd aksjomatu ma dtugos¢ 0

@ jezeli S zostat wydedukowany z S’ za pomoca reguty
1-przestankowej, to jezeli dowdéd S’ ma dtugos¢ n, to dowdd S
ma dtugos¢ n + 1

@ jezeli S zostat wydedukowany z S'i S” za pomoca reguty
2-przestankowej, to jezeli dowdd S' ma dtugosé n a dowdd S”
ma dtugos¢ m, to dowdd S ma dtugos¢ Max(n, m) + 1

Niech D oznacza dowdd wtedy dtugos¢ dowodu oznaczymy przez
| D|.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena — dowody:

wysokos¢ dowodu
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena — dowody:

wysokos¢ dowodu

@ Dowdd aksjomatu ma wysokos¢ 0
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena — dowody:

wysokos¢ dowodu

@ Dowdd aksjomatu ma wysokos¢ 0

@ jezeli S zostat wydedukowany z S’ za pomoca logicznej reguty
1-przestankowej, to jezeli dowdéd S’ ma wysokos¢ n, to dowdd
S ma wysokos¢ n + 1
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena — dowody:

wysokos¢ dowodu

@ Dowdd aksjomatu ma wysokos¢ 0

@ jezeli S zostat wydedukowany z S’ za pomoca logicznej reguty
1-przestankowej, to jezeli dowdd S’ ma wysokos¢ n, to dowdd
S ma wysokos¢ n + 1

@ jezeli S zostat wydedukowany z S'i S” za pomoca reguty
2-przestankowej, to jezeli dowdd S' ma wysokos¢ n a dowdd
S" ma wysoko$¢ m, to dowdd S ma wysokos¢ Max(n, m) + 1
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena — dowody:

wysokos¢ dowodu

@ Dowdd aksjomatu ma wysokos¢ 0

@ jezeli S zostat wydedukowany z S’ za pomoca logicznej reguty
1-przestankowej, to jezeli dowdd S’ ma wysokos¢ n, to dowdd
S ma wysokos¢ n + 1

@ jezeli S zostat wydedukowany z S'i S” za pomoca reguty
2-przestankowej, to jezeli dowdd S' ma wysokos¢ n a dowdd
S" ma wysoko$¢ m, to dowdd S ma wysokos¢ Max(n, m) + 1

Jezeli = A ma dowdd wysokosci n, to bedziemy to czasami
zaznaczaé piszac [ =, A.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena — dowody:

wielkos¢ dowodu
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena — dowody:

wielkos¢ dowodu

@ Dowdd aksjomatu ma wielkos¢ O
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena — dowody:

wielkos¢ dowodu

@ Dowdd aksjomatu ma wielkos¢ O

@ jezeli S zostat wydedukowany z S’ za pomoca logicznej reguty
1-przestankowej, to jezeli dowdd S’ ma wielkos¢ n, to dowdd S
ma wielkos¢ n + 1
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena — dowody:

wielkos¢ dowodu

@ Dowdd aksjomatu ma wielkos¢ O

@ jezeli S zostat wydedukowany z S’ za pomoca logicznej reguty
1-przestankowej, to jezeli dowdd S’ ma wielkos¢ n, to dowdd S
ma wielkos¢ n + 1

@ jezeli S zostat wydedukowany z S'i S” za pomoca reguty
2-przestankowej, to jezeli dowéd S’ ma wielkosé n a dowdd S”
ma wielko$¢ m, to dowdd S ma wielko$é n+ m + 1
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena — dowody:

wielkos¢ dowodu

@ Dowdd aksjomatu ma wielkos¢ O

@ jezeli S zostat wydedukowany z S’ za pomoca logicznej reguty
1-przestankowej, to jezeli dowdd S’ ma wielkos¢ n, to dowdd S
ma wielkos¢ n + 1

@ jezeli S zostat wydedukowany z S'i S” za pomoca reguty
2-przestankowej, to jezeli dowéd S’ ma wielkosé n a dowdd S”
ma wielko$¢ m, to dowdd S ma wielko$é n+ m + 1

Niech D oznacza dowdd wtedy wielko$¢ dowodu oznaczymy przez
D]
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena — dowody:

Dowéd sekwentu — przyktad:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena — dowody:

Dowdd sekwentu — przyktad:

p=p q=gq
(==)"F=gp=4 r=r
p=p q—rp—qgp=r (_g))j)
p—(q—r),p,p—qp=r (P =)
p,p—(q—r)p—q,p=>r (P =)
p,p—(q—r),p,p—q=r (P =)
p:psp—(q—r)p—>q=r (C =)
pp—(q—r),p—q=r (=)
p—(q@—r),p—q=>p—r (P =)
p—=aqp—(q—or)=p—r (=)
—
p—=(q@—=r)=(p—q)—(p—r)
(=-—)
=(p—=(@—=r)—=(p—q) —(p—r))
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena — dowody:

Dowéd sekwentu — przyktad z uproszczeniami:

Andrzej Indrzejczak RACHUNKI SEKWENTOWE



RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena — dowody:

Dowéd sekwentu — przyktad z uproszczeniami:

p=p q=gq
(=) "% =gp=4 r=r
p=p G—rHpP—Gp=r

p—(q—r)p,p—qp=r
p—=(q—r),p—q=p—r
p—(g—r=F—q) —(pP—r
=(pP—=(@—=r)—=(p—=q) —(p—r))

(==)
(—==)

(=-)

=-)
(=-)

Andrzej Indrzejczak RACHUNKI SEKWENTOWE



RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena

Adekwatnos¢ LK-KRZ

Gentzen udowodnit adekwatno$é¢ LK syntaktycznie wykazujac jego
réwnowazno$¢ z H-KRZ
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena

Adekwatnos¢ LK-KRZ

Gentzen udowodnit adekwatno$é¢ LK syntaktycznie wykazujac jego
réwnowazno$¢ z H-KRZ

Twierdzeniel: Fy ¢ wtw = ¢
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena

Adekwatnos¢ LK-KRZ

Gentzen udowodnit adekwatno$é¢ LK syntaktycznie wykazujac jego
réwnowaznos$¢ z H-KRZ

Twierdzeniel: Fy ¢ wtw = ¢

Udowodnimy jedna z implikacji sktadajacych sie na powyzsze
twierdzenie:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena

Adekwatnos¢ LK-KRZ

Gentzen udowodnit adekwatno$é¢ LK syntaktycznie wykazujac jego
réwnowaznos$¢ z H-KRZ

Twierdzeniel: Fy ¢ wtw = ¢

Udowodnimy jedna z implikacji sktadajacych sie na powyzsze
twierdzenie:

Lemat2: Jezeli Fy ¢, to = ¢

Andrzej Indrzejczak RACHUNKI SEKWENTOWE



RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena

Adekwatnos¢ LK-KRZ

Gentzen udowodnit adekwatno$é¢ LK syntaktycznie wykazujac jego
réwnowaznos$¢ z H-KRZ

Twierdzeniel: Fy ¢ wtw = ¢

Udowodnimy jedna z implikacji sktadajacych sie na powyzsze
twierdzenie:

Lemat2: Jezeli Fy ¢, to = ¢

Dowéd lematu2 wymaga skonstruowania w LK schematdéw
dowoddw wszystkich aksjomatéw oraz wykazania, ze kazde
zastosowanie MP w dowodzie w H daje sie odtworzy¢ w LK.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Adekwatnos¢ LK-KRZ

Adekwatnos¢ LK-KRZ

Przypomnijmy inwariantna aksjomatyke KRZ z reguta MP jako
jedyna reguta inferencji:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Adekwatnos¢ LK-KRZ

Adekwatnos¢ LK-KRZ

Przypomnijmy inwariantna aksjomatyke KRZ z reguta MP jako
jedyna reguta inferencji:
Q v—(Yv—y)
Q@ (p—W—=x)—=Up—v)—(r—x)
Q vAYp—¢
Q oAy =
Q@ v— (Y- ony)
Qp—pVy
Qb—pVy
O (p—=x)= (¥ —=x) = (pVY—X))
Q (~p— ) — (Y — o)
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Adekwatnos¢ LK-KRZ

Schemat dowodu dla aksjomatu 8.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Adekwatnos¢ LK-KRZ

Schemat dowodu dla aksjomatu 8.

o=@ X=X Y= X=X
PN, P =X Y —x, =X
O, = X, 0= X=X VY= x,p = X=X
) PVYY o X2 X=X
Yo p—=x=>eVY o x
p—=x=> W —x)—= (Ve —x)
=(@—x)— (¥ —x)— (VY —x))

(—=)
(=W

(==)
(W =)
(V=)

(=
(=—)

(=-)
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

Adekwatnos¢ LK-KRZ

Schemat zastosowania MP w LK.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Adekwatnos¢ LK-KRZ

Schemat zastosowania MP w LK.

Dy =9y ¢me¢¢(@ﬂ
=@ =19
T (Cut)

gdzie D1 i Dy to symulacje (w LK) dowodéw w H obu tez
stanowiacych przestanki zastosowania MP.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

Adekwatnos¢ LK-KRZ

Przektadalnosé sekwentdéw
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Adekwatnos¢ LK-KRZ

Przektadalnosé sekwentdéw

Aby udowodni¢ implikacje w druga strone musiat jednak Gentzen
dokonac jakiejs formy przektadu sekwentéw na ubozszy jezyk
aksjomatycznej formalizacji.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Adekwatnos¢ LK-KRZ

Przektadalnosé sekwentdéw

Aby udowodni¢ implikacje w druga strone musiat jednak Gentzen
dokonac jakiejs formy przektadu sekwentéw na ubozszy jezyk
aksjomatycznej formalizacji.

@ Dowolny sekwent o postaci ¢1, ..., 0 = Y1, ..., Yk Z
i > 0,k > 0 nalezy zinterpretowac jako formute postaci

V1A N —P1 V.V
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Adekwatnos¢ LK-KRZ

Przektadalnosé sekwentdéw

Aby udowodni¢ implikacje w druga strone musiat jednak Gentzen
dokonac jakiejs formy przektadu sekwentéw na ubozszy jezyk
aksjomatycznej formalizacji.

@ Dowolny sekwent o postaci ¢1, ..., 0 = Y1, ..., Yk Z
i > 0,k > 0 nalezy zinterpretowac jako formute postaci
V1A N —P1 V.V

@ W przypadku i = 1 lub kK =1 mamy do czynienia ze
zredukowana (jednoelementowa) koniunkgcja lub alternatywa.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Adekwatnos¢ LK-KRZ

Przektadalnosé sekwentdéw

Aby udowodni¢ implikacje w druga strone musiat jednak Gentzen
dokonac jakiejs formy przektadu sekwentéw na ubozszy jezyk
aksjomatycznej formalizacji.

@ Dowolny sekwent o postaci ¢1, ..., 0 = Y1, ..., Yk Z
i > 0,k > 0 nalezy zinterpretowac jako formute postaci
V1A N —P1 V.V

@ W przypadku i = 1 lub kK =1 mamy do czynienia ze
zredukowana (jednoelementowa) koniunkgcja lub alternatywa.

@ Pusty poprzednik sekwentu interpretujemy jako T natomiast
pusty nastepnik jako L.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Adekwatnos¢ LK-KRZ

Przyktady interpretacji sekwentdw:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Adekwatnos¢ LK-KRZ

Przyktady interpretacji sekwentdw:

@ = 1,..., ¢ interpretujemy jako T — 91 V ... V ¢k (lub —
prosciej — jako 11 V ... V k)
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Adekwatnos¢ LK-KRZ

@ = 1,..., ¢ interpretujemy jako T — 91 V ... V ¢k (lub —
prosciej — jako 11 V ... V k)

@ V1,...,0i = jako 1 A ... A i — L (lub — w mysl definicji
negacji — jako =(p1 A ... A ¢;i)).
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Adekwatnos¢ LK-KRZ

Przyktady interpretacji sekwentdw:

@ = 1,..., ¢ interpretujemy jako T — 91 V ... V ¢k (lub —
prosciej — jako 11 V ... V k)

@ V1,...,0i = jako 1 A ... A i — L (lub — w mysl definicji
negacji — jako =(p1 A ... A ¢;i)).

@ Sekwent z pustym poprzednikiem i nastepnikiem oznacza po
prostu 1, gdyz T — L < =TV L 1LVI— 1.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Adekwatnos¢ LK-KRZ

Przyktady interpretacji sekwentdw:

@ = 1,..., ¢ interpretujemy jako T — 91 V ... V ¢k (lub —
prosciej — jako 11 V ... V k)

@ V1,...,0i = jako 1 A ... A i — L (lub — w mysl definicji
negacji — jako =(p1 A ... A ¢;i)).

@ Sekwent z pustym poprzednikiem i nastepnikiem oznacza po
prostu 1, gdyz T — L < =TV L 1LVI— 1.

Dla wykazania, ze = ¢ implikuje Fy ¢ Gentzen udowodnit, ze
przektad kazdej reguty LK daje nam regute dowiedlna w systemie
aksjomatycznym. — dla chetnych.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

Semantyczne przystosowanie:

Poszerzenie semantyki na sekwenty:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Adekwatnos¢ LK-KRZ

Semantyczne przystosowanie:

Poszerzenie semantyki na sekwenty:

Spetnianie:

M E T = A wtw przynajmniej jedna formuta w poprzedniku jest
fatszywa lub przynajmniej jedna w nastepniku jest prawdziwa.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Adekwatnos¢ LK-KRZ

Semantyczne przystosowanie:

Poszerzenie semantyki na sekwenty:

Spetnianie:

M E T = A wtw przynajmniej jedna formuta w poprzedniku jest
fatszywa lub przynajmniej jedna w nastepniku jest prawdziwa.
Falsyfikacja:

M E T = A wtw kazda formuta w poprzedniku jest prawdziwa a
kazda w nastepniku jest fatszywa.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Adekwatnos¢ LK-KRZ

Semantyczne przystosowanie:

Poszerzenie semantyki na sekwenty:

Spetnianie:

M E T = A wtw przynajmniej jedna formuta w poprzedniku jest
fatszywa lub przynajmniej jedna w nastepniku jest prawdziwa.
Falsyfikacja:

M E T = A wtw kazda formuta w poprzedniku jest prawdziwa a
kazda w nastepniku jest fatszywa.

Tautologicznosc:

Er=Awtw Vo, MET = A
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Adekwatnos¢ LK-KRZ

Semantyczne przystosowanie:

Przy zadanej wyzej interpretacji mozemy wykazaé:
Lemat3: Kazda reguta LK jest niezawodna

Andrzej Indrzejczak RACHUNKI SEKWENTOWE



RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Adekwatnos¢ LK-KRZ

Semantyczne przystosowanie:

Przy zadanej wyzej interpretacji mozemy wykazaé:
Lemat3: Kazda reguta LK jest niezawodna

Nalezy pokazaé, ze jezeli przestanki reguty sa tautologiczne, to
whniosek tez.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Adekwatnos¢ LK-KRZ

Semantyczne przystosowanie — przyktad:

Przypadek (—=):
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Adekwatnos¢ LK-KRZ

Semantyczne przystosowanie — przyktad:

Przypadek (—=):

Zatézmy, ze =T = Ao i E ¥, =X ale
Eeo—u, Tl N=AY.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Adekwatnos¢ LK-KRZ

Semantyczne przystosowanie — przyktad:

Przypadek (—=):

Zatézmy, ze =T = A, o i =9, M= X ale
Eeo—u, Tl N=AY.

Zatem w pewnym modelu 9t zaréwno ¢ — ¢ jak i wszystkie
elementy I i [1 sa spetnione natomiast wszystkie elementy A i ¥ sa
tam fatszywe.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Adekwatnos¢ LK-KRZ

Semantyczne przystosowanie — przyktad:

Przypadek (—=):

Zatézmy, ze =T = A, o i =9, M= X ale
Eeo—u, Tl N=AY.

Zatem w pewnym modelu 9t zaréwno ¢ — ¢ jak i wszystkie
elementy I i [1 sa spetnione natomiast wszystkie elementy A i ¥ sa
tam fatszywe.

Skoro M E ¢ — 1, to M E © lub M E 2. Oba przypadki
prowadza do sprzecznosci; przy pierwszym lewa, a przy drugim
prawa przestanka bytaby sfalsyfikowana w 9.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Adekwatnos¢ LK-KRZ

Semantyczne przystosowanie:

Twierdzenie4: JezeliFT = A, to == A
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Adekwatnos¢ LK-KRZ

Semantyczne przystosowanie:

Twierdzenied: JezeliFT = A to =EI= A

Dowdd przez indukcje po diugosci dowodu I' = A. Dowdd bazy
jest oczywisty, gdyz kazdy jednoelementowy dowdd to sekwent
aksjomatyczny, ktéry jest tautologia. Pokazujemy, ze dowdd
sekwentu ' = A o dtugosci n jest dowodem tautologii przy
zatozeniu, ze kazdy dowdd krétszy spetnia ten warunek. Poniewaz
dowdd kazdej z przestanek sekwentu ' = A ma dtugos¢ mniejsza
od n, wiec przestanki podpadaja pod zatozenie indukcyjne i sa
sekwentami tautologicznymi. Zgodnie z poprzednim lematem
kazda reguta LK jest niezawodna, wiec wydedukowany sekwent tez
jest tautologiczny.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena

Dwa Lematy pomocnicze:

Lemat5: Dla dowolnego sekwentu [ = A, z
F=v1,...,0i, A =1,....,0, i, k > 0 podane nizej 4 formy sa
réwnowazne:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena

Dwa Lematy pomocnicze:

Lemat5: Dla dowolnego sekwentu [ = A, z
F=v1,...,0i, A =1,....,0, i, k > 0 podane nizej 4 formy sa
réwnowazne:

QO kw1, 00 = Y1,y P

Q kw1, pi, Y1, ..., Wk =

Q = —p1, ..., i, Y1, -, Y

QFpi Ao Api= U1 V... Vg
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena

Dwa Lematy pomocnicze:

Lemat5: Dla dowolnego sekwentu [ = A, z
F=v1,...,0i, A =1,....,0, i, k > 0 podane nizej 4 formy sa
réwnowazne:

QO kw1, 00 = Y1,y P

Q kw1, pi, Y1, ..., Wk =

Q = —p1, ..., i, Y1, -, Y

QFpi Ao Api= U1 V... Vg

Lemat6: Dla dowolnego sekwentu ¢1, ..., 0; = ¥, i > 0 podane
nizej 3 formy sa réwnowazne:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena

Dwa Lematy pomocnicze:

Lemat5: Dla dowolnego sekwentu [ = A, z
F=v1,...,0i, A =1,....,0, i, k > 0 podane nizej 4 formy sa
rownowazne:

o = ©1,y .-y Q| = ’l,/}l, ...,¢k

Q r ®1, ---,@h‘”ﬁl’ ---,ﬁ?ﬂk =

o F= _‘<P17---7_‘<Pi7¢1»---,¢k

(% ] f—gpl/\..../\gpiiwlv...\/wk
Lemat6: Dla dowolnego sekwentu ¢1, ..., 0; = ¥, i > 0 podane
nizej 3 formy sa réwnowazne:

0 = P1y -y P = ¢

Q@ = 1 — (w2 — .y (i = ¥)...)

Q f—:>801/\..../\<,0,'—>’¢
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Dwa Lematy pomocnicze:

Dowdd Lematu 5:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Dwa Lematy pomocnicze:

Dowdd Lematu 5:

1. = 2. Z 1. przez k zastosowan (— =) otrzymujemy
F =1, ..., 2k, 01, ..., @i, =, skad przez wielokrotna permutacje
mamy 2.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Dwa Lematy pomocnicze:

Dowdd Lematu 5:

1. = 2. Z 1. przez k zastosowan (— =) otrzymujemy

F =1, ..., 2k, 01, ..., @i, =, skad przez wielokrotna permutacje
mamy 2.

2. = 1. Po pierwsze zauwaz, ze dla kazdego i < k przez obie
reguty dla — otrzymujemy = ——); = ;. Z 2. przez wielokrotna
permutacje mamy b =1, ..., =k, p1, ..., i, =, skad przez (= )
otrzymujemy b =)y, ..., =y, ©1, ..., i, = ——)1. Stosujac (Cut)
na - == = Y1 otrzymujemy F —aho, ..., =k, 01, ..., i, = P1.
Powtarzamy te dedukcje k — 1 razy az do otrzymania 1.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Dwa Lematy pomocnicze:

Dowdd Lematu 5:

1. = 2. Z 1. przez k zastosowan (— =) otrzymujemy

F =1, ..., 2k, 01, ..., @i, =, skad przez wielokrotna permutacje
mamy 2.

2. = 1. Po pierwsze zauwaz, ze dla kazdego i < k przez obie
reguty dla — otrzymujemy = ——); = ;. Z 2. przez wielokrotna
permutacje mamy b =1, ..., =k, p1, ..., i, =, skad przez (= )
otrzymujemy b =)y, ..., =y, ©1, ..., i, = ——)1. Stosujac (Cut)
na - == = Y1 otrzymujemy F —aho, ..., =k, 01, ..., i, = P1.
Powtarzamy te dedukcje k — 1 razy az do otrzymania 1.

1. <= 3. analogicznie
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Dwa Lematy pomocnicze:

Dowdd Lematu 5:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Dwa Lematy pomocnicze:

Dowdd Lematu 5:

1. = 4. Wykonujemy nastepujaca dedukcje:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Dwa Lematy pomocnicze:

Dowdd Lematu 5:

1. = 4. Wykonujemy nastepujaca dedukcje:

PL, - i = Y1, - Pi
V1A P2,02, .y 0f = WY1, .o, Vi
02,01 N\ P2, 03, ooy Pf = W1, ..., Wi
V1A P2,01 NP2, 03y ecey OF = Y1, .oy, Wk (C :>_>)
PLA P2, 03, 0, PF = Y1, .05 Yk

(A=)
(P=)
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Dwa Lematy pomocnicze:

Dowdd Lematu 5:

1. = 4. Wykonujemy nastepujaca dedukcje:

PL, - i = Y1, - Pi
V1A P2,02, .y 0f = WY1, .o, Vi
02,01 N\ P2, 03, ooy Pf = W1, ..., Wi
V1A P2,01 NP2, 03y ecey OF = Y1, .oy, Wk (C :>_>)
PLA P2, 03, 0, PF = Y1, .05 Yk

(A=)
(P=)

Powtarzamy te dedukcje tak dtugo az otrzymamy

1A, ..., ANpj = 1, ..., P, nastepnie przeprowadzamy analogiczna
dedukcje z wykorzystaniem (= V), (= P) i (= C) na nastepniku
az otrzymamy 4.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Dwa Lematy pomocnicze:

Dowdd Lematu 5:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Dwa Lematy pomocnicze:

Dowdd Lematu 5:

4. = 1. Odnotujmy wpierw, ze dla k > 2 zachodzi
F1 V...V = Y1, ..., 0, oto poczatek dowodu:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Dwa Lematy pomocnicze:

Dowdd Lematu 5:

4. = 1. Odnotujmy wpierw, ze dla k > 2 zachodzi
F1 V...V = Y1, ..., 0, oto poczatek dowodu:

’(/)1 :>1/)1 1/)2 =>¢2
((:\>/ Z; 1 = 1,92 P2 = 1,92
(:>W) 1/)1\/,(/)2:>,(/J17,(/)2 ¢3:>¢3 (:>W) (:>P)
(\/ :>) 1/]1 sz = ¢1a¢2a¢3 ¢3 = ¢1a¢2a¢3 ,

W1 Vo Vs = 1,12,
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Dwa Lematy pomocnicze:

Dowdd Lematu 5:

4. = 1. Odnotujmy wpierw, ze dla k > 2 zachodzi
F1 V...V = Y1, ..., 0, oto poczatek dowodu:

1 = U 2 = o
((:\>/ Zg 1 = 1,92 P2 = 1,92
(:>W) 1/)1\/1/)2:>1/J171/)2 1/}3j¢3 (:>W) (:>P)
(\/ :>) 1/11 sz = ¢1a¢2a¢3 ¢3 = wlawZaw?) ,

W1 Vo Vs = 1,12,

Analogicznie, dla i > 2 udowadniamy, ze zachodzi
F @1,y 0i = @1 A ... A ;. stosujac dwa razy (Cut) do 4. i do
otrzymanych sekwentéw otrzymujemy 1.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Dwa Lematy pomocnicze:

Dowdd Lematu 6:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Dwa Lematy pomocnicze:

Dowdd Lematu 6:

1. = 2. Z 1. za pomoca (P =) otrzymujemy t ¢;, ..., 01 = 1,
skad przez i-krotne zastosowanie (=—) otrzymujemy 2.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Dwa Lematy pomocnicze:

Dowdd Lematu 6:

1. = 2. Z 1. za pomoca (P =) otrzymujemy t ¢;, ..., 01 = 1,
skad przez i-krotne zastosowanie (=—) otrzymujemy 2.

2. = Zauwaz, ze dla dowolnych ¢, zachodzi - ¢ — ), 0 = 1),
w szczegdlnosci - 1 — (o2 — ..., (pi — )...),p1 = 1. Stad
przez 2. i (Cut) o trzymujemy

o1 = @2 — (3 — ..., (@i — 1¥)...). Powtarzamy te dedukcje

i — 1 razy (z kolejnymi podstawieniami = @, — 1, px = 1, k < i)
az uzyskamy 1.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Dwa Lematy pomocnicze:

Dowdd Lematu 6:

1. = 2. Z 1. za pomoca (P =) otrzymujemy t ¢;, ..., 01 = 1,
skad przez i-krotne zastosowanie (=—) otrzymujemy 2.

2. = Zauwaz, ze dla dowolnych ¢, zachodzi - ¢ — ), 0 = 1),
w szczegdlnosci - 1 — (o2 — ..., (pi — )...),p1 = 1. Stad
przez 2. i (Cut) o trzymujemy

o1 = @2 — (3 — ..., (@i — 1¥)...). Powtarzamy te dedukcje

i — 1 razy (z kolejnymi podstawieniami = @, — 1, px = 1, k < i)
az uzyskamy 1.

1. = 3. Przez lemat 5. 1. = 4. i (=—)
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Dwa Lematy pomocnicze:

Dowdd Lematu 6:

1. = 2. Z 1. za pomoca (P =) otrzymujemy t ¢;, ..., 01 = 1,
skad przez i-krotne zastosowanie (=—) otrzymujemy 2.

2. = Zauwaz, ze dla dowolnych ¢, zachodzi - ¢ — ), 0 = 1),
w szczegdlnosci - 1 — (o2 — ..., (pi — )...),p1 = 1. Stad
przez 2. i (Cut) o trzymujemy

o1 = @2 — (3 — ..., (@i — 1¥)...). Powtarzamy te dedukcje

i — 1 razy (z kolejnymi podstawieniami = @, — 1, px = 1, k < i)
az uzyskamy 1.

1. = 3. Przez lemat 5. 1. = 4. i (=—)

3. = 1. Poniewaz - o1 A .... A p; — P, 01 A ... \ pj = 1 wiec
przez (Cut) na 3. mamy - @1 A .... A p; = 1), skad przez lemat 5
mamy 1.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena

Dodatkowe terminy techniczne:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena

Dodatkowe terminy techniczne:

O Ciag sekwentéw tworzy gataz w dowodzie S wtw jego
pierwszym elementem jest sekwent aksjomatyczny, a ostatnim
jest S oraz kazdy sekwent w tym ciagu oprécz ostatniego jest
(jedna) przestanka pewnej reguty, ktérej wnioskiem jest
kolejny sekwent z tego ciagu.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena

Dodatkowe terminy techniczne:

O Ciag sekwentéw tworzy gataz w dowodzie S wtw jego
pierwszym elementem jest sekwent aksjomatyczny, a ostatnim
jest S oraz kazdy sekwent w tym ciagu oprécz ostatniego jest

(jedna) przestanka pewnej reguty, ktérej wnioskiem jest
kolejny sekwent z tego ciagu.

@ Sekwent S; jest nad sekwentem S lub poprzedza S; (a 57
jest pod Sp lub nastepuje po S1) w dowodzie wtw istnieje
gataz w tym dowodzie, ktéra zawiera S; jako wczesniejszy a
S, jako pozniejszy element. Jezeli miedzy S; a Sy nie ma
zadnego innego sekwentu, to méwimy o
bezposrednim poprzedzaniu (nastepowaniu po).
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena

Dodatkowe terminy techniczne:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena

Dodatkowe terminy techniczne:

© Zastosowanie reguty R poprzedza lub jest nad zastosowaniem
reguty R" (R’ nastepuje po R lub jest pod R) w dowodzie wtw
wniosek R jest nad wnioskiem R'. Jezeli dodatkowo wniosek R
jest przestanka zastosowania R’ to mamy
bezposrednie poprzedzanie (nastepowanie po).
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena

Dodatkowe terminy techniczne:

© Zastosowanie reguty R poprzedza lub jest nad zastosowaniem
reguty R" (R’ nastepuje po R lub jest pod R) w dowodzie wtw
wniosek R jest nad wnioskiem R'. Jezeli dodatkowo wniosek R
jest przestanka zastosowania R’ to mamy
bezposrednie poprzedzanie (nastepowanie po).

@ Jezeli S wystepuje w dowodzie D, to zbiér zawierajacy S oraz
wszystkie sekwenty, ktére sa nad S w D jest poddowodem D
(i dowodem S). Jezeli D’ jest poddowodem D, to D jest jego
dowodem nadrzednym (naddowodem).
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena

Dodatkowe terminy techniczne:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena
Dodatkowe terminy techniczne:

© Jezeli S; bezposrednio poprzedza S, to p € S, jest jedynym
bezposrednim potomkiem ¢ wtw (a) v jest formuta
parametryczna w S; a ¢ := 1) i wystepuje w tej samej pozycji
w 2 co ¢ w Sy, albo (b) 1 jest formuta poboczna w S; a ¢
formuta zasadnicza S,. ¢ jest potomkiem 1 wtw istnieje ciag
0 lub wiecej bezposrednich potomkéw od ) do ¢ (relacja
potomstwa jest zwrotnym, tranzytywnym domknieciem relacji
bezposredniego potomstwa).
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena
Dodatkowe terminy techniczne:

© Jezeli S; bezposrednio poprzedza S, to p € S, jest jedynym
bezposrednim potomkiem ¢ wtw (a) v jest formuta
parametryczna w S; a ¢ := 1) i wystepuje w tej samej pozycji
w 2 co ¢ w Sy, albo (b) 1 jest formuta poboczna w S; a ¢
formuta zasadnicza S,. ¢ jest potomkiem 1 wtw istnieje ciag
0 lub wiecej bezposrednich potomkéw od ) do ¢ (relacja
potomstwa jest zwrotnym, tranzytywnym domknieciem relacji
bezposredniego potomstwa).

©Q ¢ jest bezposrednim przodkiem v wtw v jest bezposrednim
potomkiem . ¢ jest przodkiem 1) wtw 1 jest potomkiem .
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena
Dodatkowe terminy techniczne:

©Q Jezeli 51 bezposrednio poprzedza Sy, to ¢ € Sy jest jedynym
bezposrednim potomkiem ¢ wtw (a) v jest formuta
parametryczna w S; a ¢ := 1) i wystepuje w tej samej pozycji
w 2 co ¢ w Sy, albo (b) 1 jest formuta poboczna w S; a ¢
formuta zasadnicza S,. ¢ jest potomkiem 1 wtw istnieje ciag
0 lub wiecej bezposrednich potomkéw od ) do ¢ (relacja
potomstwa jest zwrotnym, tranzytywnym domknieciem relacji
bezposredniego potomstwa).

©Q ¢ jest bezposrednim przodkiem v wtw v jest bezposrednim
potomkiem . ¢ jest przodkiem 1) wtw 1 jest potomkiem .

Uwaga: Warto odnotowa¢, ze: (a) formuta zasadnicza (Cut) oraz
wszystkie formuty sekwentu dowodzonego nie maja bezposredniego
potomka (b) formuty w (Ax) oraz formuty zasadnicze (W) nie maja
bezposrednich przodkéw. (c) w przypadku (P) bezposrednimi
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena

Uogdlnienie pojecia dowodu sekwentu S — Dedukcja S
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena
Uogdlnienie pojecia dowodu sekwentu S — Dedukcja S

Drzewo, w ktérym niekoniecznie kazdy lis¢ jest sekwentem
aksjomatycznym, ale ktére spetnia pozostate dwa warunki definicji
dowodu, to dedukcja sekwentu S.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena
Uogdlnienie pojecia dowodu sekwentu S — Dedukcja S

Drzewo, w ktérym niekoniecznie kazdy lis¢ jest sekwentem
aksjomatycznym, ale ktére spetnia pozostate dwa warunki definicji
dowodu, to dedukcja sekwentu S.

Niech D bedzie dedukcja S, a X oznacza zbiér wszystkich lisci
drzewa D, ktére nie sa sekwentami aksjomatycznymi, wtedy D jest
dedukcja S z X, co zaznaczamy X F S.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena
Uogdlnienie pojecia dowodu sekwentu S — Dedukcja S

Drzewo, w ktérym niekoniecznie kazdy lis¢ jest sekwentem
aksjomatycznym, ale ktére spetnia pozostate dwa warunki definicji
dowodu, to dedukcja sekwentu S.

Niech D bedzie dedukcja S, a X oznacza zbiér wszystkich lisci
drzewa D, ktére nie sa sekwentami aksjomatycznymi, wtedy D jest
dedukcja S z X, co zaznaczamy X F S.

Uwagal: W szczegdlnosci dedukcja z pustym X jest dowodem S.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena
Uogdlnienie pojecia dowodu sekwentu S — Dedukcja S

Drzewo, w ktérym niekoniecznie kazdy lis¢ jest sekwentem
aksjomatycznym, ale ktére spetnia pozostate dwa warunki definicji
dowodu, to dedukcja sekwentu S.

Niech D bedzie dedukcja S, a X oznacza zbiér wszystkich lisci
drzewa D, ktére nie sa sekwentami aksjomatycznymi, wtedy D jest
dedukcja S z X, co zaznaczamy X F S.

Uwagal: W szczegdlnosci dedukcja z pustym X jest dowodem S.
Uwaga2: Z punktu widzenia zastosowania RS jako metody
rozstrzygalnej szczegdlne znaczenie beda miaty dedukcje z
(nieaksjomatycznych) sekwentéw atomowych.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Rachunek LK Gentzena
Uogdlnienie pojecia dowodu sekwentu S — Dedukcja S

Drzewo, w ktérym niekoniecznie kazdy lis¢ jest sekwentem
aksjomatycznym, ale ktére spetnia pozostate dwa warunki definicji
dowodu, to dedukcja sekwentu S.

Niech D bedzie dedukcja S, a X oznacza zbiér wszystkich lisci
drzewa D, ktére nie sa sekwentami aksjomatycznymi, wtedy D jest
dedukcja S z X, co zaznaczamy X F S.

Uwagal: W szczegdlnosci dedukcja z pustym X jest dowodem S.
Uwaga2: Z punktu widzenia zastosowania RS jako metody
rozstrzygalnej szczegdlne znaczenie beda miaty dedukcje z
(nieaksjomatycznych) sekwentéw atomowych.

Uwaga3: terminologia z poprzedniej definicji stosuje sie tez do
dedukcji, z tym, ze gataz w dedukcji nie musi sie zaczyna¢ od
sekwentu aksjomatycznego. W przypadku dedukcji méwimy tez o
poddedukcji, chociaz w szczegdlnych wypadkach poddedukcja
moze by¢ poddowodem nawet jezeli nadrzedna dedukcja nie jest
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

Warianty regut:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Warianty regut:

Reguty wtdrne:

%J‘est wyprowadzalna w RS wtedy, gdy w RS

o Reguta
mamy dedukcje S z 51, ..., S
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Warianty regut:

Reguty wtdrne:

Mjest wyprowadzalna w RS wtedy, gdy w RS

o Reguta
mamy dedukcje S z 51, ..., S
o Reguta Mjest dopuszczalna w RS wtedy, gdy jezeli

w RS mamy dowody sekwentéw Sy, ..., S,, to mamy tez
dowdd S.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Warianty regut:

Reguty wtdrne:

517

o Reguta %S”jest wyprowadzalna w RS wtedy, gdy w RS

mamy dedukcje S z 51, ..., S

o Reguta Mjest dopuszczalna w RS wtedy, gdy jezeli

w RS mamy dowody sekwentéw Sy, ..., S,, to mamy tez
dowdd S.

Oczywiscie kazda reguta wyprowadzalna jest reguta dopuszczalna,
gdyz do dedukgcji S z 51, ..., S, wystarczy doda¢ dowdd kazdej z
przestanek (tj. dopisa¢ go nad odpowiednim sekwentem S;) i
uzyskujemy w ten sposéb dowdd S. Zaleznos¢ w druga strone nie
zachodzi.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

Warianty regut:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Warianty regut:

Reguty wtérne:

Wykazywanie wyprowadzalnosci regut jest zadaniem stosunkowo
prostym — wymaga skonstruowania schematu dedukcji sekwentu
whniosku z przestanek przy uzyciu regut pierwotnych.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Warianty regut:

Reguty wtérne:

Wykazywanie wyprowadzalnosci regut jest zadaniem stosunkowo
prostym — wymaga skonstruowania schematu dedukcji sekwentu
wniosku z przestanek przy uzyciu regut pierwotnych.

Wykazywanie w sposéb syntaktyczny dopuszczalnosci reguty, ktéra
nie jest w danym systemie wyprowadzalna wymaga zazwyczaj
sporo wysitku i pomystowosci. Zazwyczaj sprowadza sie to do
wykazania, ze kazde zastosowanie takiej reguty w danym systemie
mozna z dowodu wyeliminowad.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

Warianty regut:

Kryterium semantyczne identyfikacji regut dopuszczal
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Warianty regut:

Kryterium semantyczne identyfikacji regut dopuszczalnych:

Lemat7:
Jezeli RS jest adekwatne wzgledem semantyki SEM i reguta (r) jest
niezawodna w SEM, to jest dopuszczalna w RS.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Warianty regut:

Kryterium semantyczne identyfikacji regut dopuszczalnych:

Lemat7:

Jezeli RS jest adekwatne wzgledem semantyki SEM i reguta (r) jest
niezawodna w SEM, to jest dopuszczalna w RS.

DowOD: Zatézmy, ze kazda przestanka (r) ma dowéd w RS. Z
racji przystosowania RS do SEM sa one tautologiczne a poniewaz
(r) jest niezawodna w SEM, to wniosek (r) tez jest tautologiczny.
Z racji petnosci RS wniosek ten musi mie¢ dowéd w RS. Ol

4
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

Warianty regut:

Uogdlnione aksjomaty:

Twierdzenie7: Wersje LK z nastepujacymi formami sekwentéw
aksjomatycznych sa réwnowazne:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Warianty regut:

Uogdlnione aksjomaty:

Twierdzenie7: Wersje LK z nastepujacymi formami sekwentéw
aksjomatycznych sa réwnowazne:

Q ¢ = ¢, dla dowolnej zmiennej ¢

Q © = ¢, dla dowolnej formuty ¢

Q I, = ¢, A, dla dowolnej zmiennej ¢
Q INyo= p, A, dla dowolnej formuty ¢
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Warianty regut:

Uogdlnione aksjomaty:

Aby dowies¢ Tw.7 odwotamy sie do 2 lematéw:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Warianty regut:

Uogdlnione aksjomaty:

Aby dowies¢ Tw.7 odwotamy sie do 2 lematéw:

Lemat 8: Jezeli w RS jedyne sekwenty aksjomatyczne sa
sekwentami atomowymi, to - ¢ = ¢ dla dowolnego ¢
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Warianty regut:

Uogdlnione aksjomaty:

Aby dowies¢ Tw.7 odwotamy sie do 2 lematéw:

Lemat 8: Jezeli w RS jedyne sekwenty aksjomatyczne sa
sekwentami atomowymi, to - ¢ = ¢ dla dowolnego ¢
Lemat 9: Jezeli ciagi [ i A maja przynajmniej po jednym
wystapieniu takiej samej formuty, to - I' = A
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Warianty regut:

Uogdlnione aksjomaty:

Aby dowies¢ Tw.7 odwotamy sie do 2 lematéw:

Lemat 8: Jezeli w RS jedyne sekwenty aksjomatyczne sa
sekwentami atomowymi, to - ¢ = ¢ dla dowolnego ¢
Lemat 9: Jezeli ciagi [ i A maja przynajmniej po jednym
wystapieniu takiej samej formuty, to - I' = A

Uwaga: Dowdd Lematu jest trywialny (przez reguty ostabiania,
ew. permutacji).
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

Warianty regut:

ogolnione aksjomaty:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Warianty regut:

Uogdlnione aksjomaty:

Dowéd Lematu8 przeprowadzimy przez indukcje po dtugosci ¢.
Wystarczy zbudowa¢ schematy dowoddw pokazujace, ze ¢ = ¢
dla ¢ o dowolnej strukturze mozna wydedukowaé z sekwentéw
1 = 1), gdzie 9 jest formuta krétsza od . Jezeli ¢ := p A, to
mozna zbudowaé nastepujacy schemat dowodu:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Warianty regut:

Uogdlnione aksjomaty:

Dowéd Lematu8 przeprowadzimy przez indukcje po dtugosci ¢.
Wystarczy zbudowa¢ schematy dowoddw pokazujace, ze ¢ = ¢
dla ¢ o dowolnej strukturze mozna wydedukowaé z sekwentéw
1 = 1), gdzie 9 jest formuta krétsza od . Jezeli ¢ := p A, to
mozna zbudowaé nastepujacy schemat dowodu:

©=p =
PN = eANY =1
PN = oA

(A=)
(=A)

(A=)
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Warianty regut:

Uogdlnione aksjomaty:

Dowéd Lematu8 przeprowadzimy przez indukcje po dtugosci ¢.
Wystarczy zbudowa¢ schematy dowoddw pokazujace, ze ¢ = ¢
dla ¢ o dowolnej strukturze mozna wydedukowaé z sekwentéw
1 = 1), gdzie 9 jest formuta krétsza od . Jezeli ¢ := p A, to
mozna zbudowaé nastepujacy schemat dowodu:

©=p =
(A:)¢Awé¢ ¢A¢$¢Egj;
PN = oA

Zadanie: wykazac¢ to dla =, V, —
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Warianty regut:

Warianty regut dwuprzestankowych:

W LK wystepuje zaréwno reguty k-jednolite (context-sharing):
(=A)i(v=)
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Warianty regut:

Warianty regut dwuprzestankowych:
W LK wystepuje zaréwno reguty k-jednolite (context-sharing):
(=A)i(v=)

jak i k-niezalezne (context-free, context-independent): (Cut) i
(—==)
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Warianty regut:

Warianty regut dwuprzestankowych:

W LK wystepuje zaréwno reguty k-jednolite (context-sharing):
(=A)i(v=)

jak i k-niezalezne (context-free, context-independent): (Cut) i
(—==)

Mozna otrzymac wariant LK z regutami tylko k-niezaleznymi
wprowadzajac dla A i V:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Warianty regut:

Warianty regut dwuprzestankowych:

W LK wystepuje zaréwno reguty k-jednolite (context-sharing):
(=A)i(v=)

jak i k-niezalezne (context-free, context-independent): (Cut) i
(—==)

Mozna otrzymac wariant LK z regutami tylko k-niezaleznymi
wprowadzajac dla A i V:

= A lN=X 9 o, = A =%

! !
EN) A TAY (V=) ST =AY
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Warianty regut:

Warianty regut dwuprzestankowych:

Mozna otrzymac wariant LK z regutami tylko k-jednolitymi
wprowadzajac:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Warianty regut:

Warianty regut dwuprzestankowych:

Mozna otrzymac wariant LK z regutami tylko k-jednolitymi
wprowadzajac:

(Cut) "= Bup

X, = A (== =Ap Y, I=A
—~

p—, = A
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Warianty regut:

Warianty regut dwuprzestankowych:

Mozna otrzymac wariant LK z regutami tylko k-jednolitymi
wprowadzajac:

=) = A Y= A
p—, = A

n I=A0Ap ol=A
(G = A (=

Zadanie: wykaz, ze reguty k-niezalezne sa wyprowadzalne z regut
k-jednolitych, przy uzyciu ostabiania i permutacji, a reguty
k-jednolite sa wyprowadzalne z regut k-niezaleznych przy uzyciu
kontrakgji.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Warianty regut:

Warianty regut jednoprzestankowych:

Wystepowanie dwdch regut (= V) i (A =) ujawnia pewne
trudnosci:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Warianty regut:

Warianty regut jednoprzestankowych:

Wystepowanie dwdch regut (= V) i (A =) ujawnia pewne
trudnosci:

@ w wielu dowodach nie mozna uniknaé zastosowan kontrakgji.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Warianty regut:

Warianty regut jednoprzestankowych:

Wystepowanie dwdch regut (= V) i (A =) ujawnia pewne
trudnosci:

@ w wielu dowodach nie mozna uniknaé zastosowan kontrakgji.

@ prowadzi do komplikacji w przypadku zastosowan LK jako
procedury rozstrzygalnej
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Warianty regut:

Warianty regut jednoprzestankowych:

Wystepowanie dwdch regut (= V) i (A =) ujawnia pewne
trudnosci:

@ w wielu dowodach nie mozna uniknaé zastosowan kontrakgji.

@ prowadzi do komplikacji w przypadku zastosowan LK jako
procedury rozstrzygalnej

@ reguty te nie sa odwracalne
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Warianty regut:

Warianty regut jednoprzestankowych:

Przyktad komplikacji dowodu:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Warianty regut:

Warianty regut jednoprzestankowych:

Przyktad komplikacji dowodu:

ﬂ(W:ﬂ
PP (5)
p=(p—q)V(qg—p)
p=(p—q)V(g—p)q
= (P—q)V(g—p)p—q
=(p—q)V(g—p),(p—q)V(g—p)
=(p—q)V(a—p)

(=V)
(= W)
(=-)

(=V)
(=0
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Warianty regut:

Warianty regut jednoprzestankowych:

Reguty Ketonena:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Warianty regut:

Warianty regut jednoprzestankowych:

Reguty Ketonena:
/ @a¢7r:>A / r: A?@JP
=) Shor=a BV =Saove
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Warianty regut:

Warianty regut jednoprzestankowych:

Reguty Ketonena:
/ @a¢7r:>A / = A7¢7¢
=) Shgma BV ISRV
Lemat10: W dowolnym systemie sekwentowym z kontrakcja i
ostabianiem reguty Gentzena i Ketonena sa réwnowazne.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Warianty regut:

Warianty regut jednoprzestankowych:

Reguty Ketonena:
(/\:>/) @a¢7r:>A = A780ﬂ/)

A =Y N SR = wrivi

Lemat10: W dowolnym systemie sekwentowym z kontrakcja i
ostabianiem reguty Gentzena i Ketonena sa réwnowazne.

Szkic dowodu: Aby dowies¢ wyprowadzalno$¢ wariantu Ketonena
wystarczy do przestanki dwukrotnie zastosowaé wariant Gentzena a
nastepnie kontrakcje. Aby dowie$¢ wyprowadzalno$¢ wariantu
Gentzena wystarczy do przestanki zastosowac¢ ostabianie aby
uzyskac brakujaca formute poboczna, a nastepnie uzy¢ reguty
Ketonena.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Warianty regut:

Warianty regut jednoprzestankowych:

Dowdd powyzszego sekwentu z uzyciem wariantu Ketonena
wyglada nastepujaco:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Warianty regut:

Warianty regut jednoprzestankowych:

Dowdd powyzszego sekwentu z uzyciem wariantu Ketonena
wyglada nastepujaco:

q9=4 (W =)

p.q=q
iéﬁtwﬁz;%
G=P=ap - 7))

=>p—q,9—p
= (p—q)V(q— p)

(=V)
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

System LK-K:

Reguty strukturalne:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
System LK-K:

Reguty strukturalne:

(AX) o=

(Cut) = A,(rp:> K, = A

(W=) I8 (=W) 1R
(¢=) 251 (=0) A%
(=) M TS a =P Eapn
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
System LK-K:

Reguty strukturalne:

(AX) o=

(Cut) = A,(rp:> K, = A

(W=) I8 (=W) 1R
(¢=) 251 (=0) A%
(=) M TS a =P) Eapdn

Uwaga: (Cut) jest w wersji k-jednolitej
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

System LK-K:

Reguty logiczne:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
System LK-K:

Reguty logiczne:

(=) 5% ) AR5
I = S s =
=) Eady (=) B ATRRS
- BEesy =) BRESAES
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
System LK-K:

Reguty logiczne:

(=) 5% ) AR5
I = S s =
=) Eady (=) B ATRRS
- BEesy =) BRESAES

Uwagal: reguty (= V) i (A =) sa w wersji Ketonena
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
System LK-K:

Reguty logiczne:

(=) 5% ) AR5
I = S s =
=) Eady (=) B ATRRS
- BEesy =) BRESAES

Uwagal: reguty (= V) i (A =) sa w wersji Ketonena
Uwaga2: (—=-) jest w wersji k-jednolitej
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

System LK-K:

Odwracalnosé
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

System LK-K:

Odwracalno$é regut:

o W wersji semantycznej: jezeli wniosek jest tautologiczny, to
przestanki tez sa tautologiczne (reguta odwrotna jest
niezawodna)
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
System LK-K:

Odwracalnosé regut:

o W wersji semantycznej: jezeli wniosek jest tautologiczny, to
przestanki tez sa tautologiczne (reguta odwrotna jest
niezawodna)

@ W wersji syntaktycznej: przestanki sa dedukowalne z wniosku
reguty.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
System LK-K:

Odwracalnosé regut:

o W wersji semantycznej: jezeli wniosek jest tautologiczny, to
przestanki tez sa tautologiczne (reguta odwrotna jest
niezawodna)

@ W wersji syntaktycznej: przestanki sa dedukowalne z wniosku
reguty.

4

Uwaga: Oczywiscie w przypadku adekwatnosci rachunku wzgledem
semantyki, na gruncie ktérej definiujemy niezawodnos¢ regut, obie
wiasnosci sa réwnowazne.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

System LK-K:

Odwracalno$é re
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
System LK-K:

Odwracalno$é¢ regut:

Fakt: W LK witasno$¢ odwracalnosci nie zachodzi dla regut:
(W =), (= W), (Cut), (—=),(A=),(= V)
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
System LK-K:

Odwracalno$é¢ regut:

Fakt: W LK witasno$¢ odwracalnosci nie zachodzi dla regut:
(W =), (= W), (Cut), (—=),(A=),(= V)
DowOD: Podamy dwa przypadki.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
System LK-K:

Odwracalno$é¢ regut:

Fakt: W LK witasno$¢ odwracalnosci nie zachodzi dla regut:

(W =), (= W),(Cut),(==),(A=),(= V)

DowOD: Podamy dwa przypadki.

Przypadek (A =): Aby pokaza¢, ze cho¢ = o A g, = A | to
o, = A, wystarczy skonstruowaé 9 falsyfikujacy ¢, = A'i
przyjaé, ze M FE ¢, wtedy ME o AV i ME o A p, [ = A.
Analogicznie dla ¥, [ = A.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

System LK-K:

Odwracalno$é re

Andrzej Indrzejczak RACHUNKI SEKWENTOWE



RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
System LK-K:

Odwracalno$é¢ regut:

Fakt: W LK witasno$¢ odwracalnosci nie zachodzi dla regut:
(W =), (= W), (Cut), (—=),(A=),(= V)
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
System LK-K:

Odwracalno$é¢ regut:

Fakt: W LK witasno$¢ odwracalnosci nie zachodzi dla regut:

(W =), (= W), (Cut),(==),(A=),(= V)

Przypadek (—=>): Podobnie, niech MET = A, o, czyli MET i
M~ A, . Wystarczy przyjaé, ze jakis element I1 jest w 90T
fatszywy lub jakis element ¥ prawdziwy aby

MEp— P, [, T1= A Y. Analogicznie dla drugiej przestanki

v, M= 2. O]

4
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

System LK-K:

Odwracalnosé regut— semantyczna:

Andrzej Indrzejczak RACHUNKI SEKWENTOWE



RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
System LK-K:

Odwracalnosé regut— semantyczna:

Lemat 11: W LK-K dla kazdej reguty oprécz ostabiania, jezeli
whniosek jest tautologiczny, to przestanki tez.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
System LK-K:

Odwracalno$é regut— semantyczna:

Lemat 11: W LK-K dla kazdej reguty oprécz ostabiania, jezeli
whniosek jest tautologiczny, to przestanki tez.

DowOD: Podamy dla poréwnania dwa przypadki regut, ktére
zastapity w LK-K analizowane powyzej reguty Gentzena.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
System LK-K:

Odwracalnosé regut— semantyczna:

Lemat 11: W LK-K dla kazdej reguty oprécz ostabiania, jezeli
whniosek jest tautologiczny, to przestanki tez.

DowOD: Podamy dla poréwnania dwa przypadki regut, ktére
zastapity w LK-K analizowane powyzej reguty Gentzena.
Przypadek (A =) w wersji Ketonena: Zatézmy, ze

EoAY, T = Aale ttp ¢, = A Wtedy istnieje 9
falsyfikujacy o, 1, = A ale falsyfikuje on réwniez ¢ A, = A
gdyz M E o A1) skoro M E i WM E 1p. Sprzecznosé.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

System LK-K:

Odwracalno$¢ regut— semantyczna:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
System LK-K:

Odwracalno$¢ regut— semantyczna:

Lemat 11: W LK-K dla kazdej reguty oprécz ostabiania, jezeli
whniosek jest tautologiczny, to przestanki tez.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
System LK-K:

Odwracalno$¢ regut— semantyczna:

Lemat 11: W LK-K dla kazdej reguty oprécz ostabiania, jezeli
whniosek jest tautologiczny, to przestanki tez.

Przypadek (—=) w wersji k-jednolitej: Zatézmy, ze
FEeo—u,lT=Aalecl = A, ¢ lub =, T = A. W pierwszym
przypadku pewien MM E T i ME A, . Wtedy jednak M E ¢ —
a to powoduje, ze M~ ¢ — ¥, [ = A — sprzecznosc.
Analogicznie dla drugiej przestanki ¢, = A. O

4
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

System LK-K:

Odwracalnosé¢ regut— syntaktyczna:

Lemat 12: o odwracalnosci regut w LK-K:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
System LK-K:

Odwracalnosé¢ regut— syntaktyczna:

Lemat 12: o odwracalnosci regut w LK-K:
W LK-K dla kazdej reguty oprécz ostabiania, jezeli wniosek ma
dowdd, to przestanki tez
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
System LK-K:

Odwracalnosé¢ regut— syntaktyczna:

Lemat 12: o odwracalnosci regut w LK-K:

W LK-K dla kazdej reguty oprécz ostabiania, jezeli wniosek ma
dowdd, to przestanki tez

Pokazemy dowdd dla obu regut z A:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
System LK-K:

Odwracalnosé¢ regut— syntaktyczna:

Lemat 12: o odwracalnosci regut w LK-K:

W LK-K dla kazdej reguty oprécz ostabiania, jezeli wniosek ma
dowdd, to przestanki tez

Pokazemy dowdd dla obu regut z A:

przypadek (A =)
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
System LK-K:

Odwracalnosé¢ regut— syntaktyczna:

Lemat 12: o odwracalnosci regut w LK-K:

W LK-K dla kazdej reguty oprécz ostabiania, jezeli wniosek ma
dowdd, to przestanki tez

Pokazemy dowdd dla obu regut z A:

przypadek (A =)

Y= Y =

SN === ond o A,T = A
PUT S ApAY AU U T A
o= A
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

System LK-K:

Odwracalno$é regut:

przypadek (= A)
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
System LK-K:

Odwracalno$é regut:

przypadek (= A)

=
—— (W =)
Yp=>¢ (P =)

F=ApAY =0
W ) DT T E (A=
((ip; YNNI PAY = (n=)
= A0, 0N e AP, T = A, p (Cut)
= A p

Andrzej Indrzejczak RACHUNKI SEKWENTOWE



RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
System LK-K:

Odwracalno$é regut:

przypadek (= A)

=
—— (W =)
Yp=>¢ (P =)

[=A,pAY pv=e
(ZVZ; YNNI PAY = (n=)
= A0, 0N e AP, T = A, p (Cut)
= A p

Analogicznie dla drugiej przestanki (I = A,¢) w (= A).
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
System LK-K:

Odwracalno$é regut:

przypadek (= A)

=
—— (W =)
Yp=>¢ (P =)

F=ApAY =0
W ) DT T E (A=
((ip; YNNI PAY = (n=)
= A0, 0N e AP, T = A, p (Cut)
= A p

Analogicznie dla drugiej przestanki (I = A,¢) w (= A).
Zadanie: dowiedz dla innych regut w podobny sposéb.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
System LK-K:

Lemat13: Dowiedlne sekwenty:

W LK (LK-K) dowiedIne sa nastepujace sekwenty:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
System LK-K:

Lemat13: Dowiedlne sekwenty:

W LK (LK-K) dowiedIne sa nastepujace sekwenty:

@ o= TP =@
e pANY=9 pAY=7Y
o= pAY
p=>eVY Y=pVy
VY =9

=P, =1
Y, = Y= g

= @, =Y
Y=>p—9
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Analityczny System RS

Reguty:

(AX) T,o=p,A

(=) 1=k =) a5

(=) GEEE N T

SR Es v e B n e

(=-) BEEL (os) BRe nlpd
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Analityczny System RS

Reguty:

(AX) T,o=p,A

(=) 1=k =) a5

(=) EpreE N Dt

SR Es v e B n e

(=-) BEEL (os) BRe nlpd

Uwagal: brak jest regut strukturalnych ale I'; A oznaczaja zbiory
lub multizbiory.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Analityczny System RS

Reguty:

(AX) T,o=p,A

(=) 1=k =) a5

(=) EpreE N Dt

SR Es v e B n e

(=-) BEEL (os) BRe nlpd

Uwagal: brak jest regut strukturalnych ale I'; A oznaczaja zbiory
lub multizbiory.
Uwaga?2: definicje dowodu, dedukgcji itp. bez zmian.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Analityczny System RS

Wybrane wtasnosci ARS:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Analityczny System RS

Wybrane wtasnosci ARS:

Twierdzenie 14 (Adekwatnosé): Fars ' = A wiw =T = A.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Analityczny System RS

Wybrane wtasnosci ARS:

Twierdzenie 14 (Adekwatnosé): Fars ' = A wiw =T = A.

Lemat 15 (Dopuszczalno$¢ ostabiania): Jezeli Fags ' = A/, to
Fars T = A, dlal" CT, A’ C A, ponadto dtugosé dowodu nie
jest wieksza.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Analityczny System RS

Wybrane wtasnosci ARS:

Twierdzenie 14 (Adekwatnosé): Fars ' = A wiw =T = A.

Lemat 15 (Dopuszczalno$¢ ostabiania): Jezeli Fags ' = A/, to
Fars T = A, dlal" CT, A’ C A, ponadto dtugosé dowodu nie
jest wieksza.

Lemat 16 (Odwracalnos¢ regut): Dla kazdej reguty, jezeli wniosek
ma dowdd (dtugosci n), to przestanki tez maja dowody (dtugosci
< n).
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Analityczny System RS

Wybrane wtasnosci ARS:
Twierdzenie 14 (Adekwatnosé): Fars ' = A wiw =T = A.

Lemat 15 (Dopuszczalno$¢ ostabiania): Jezeli Fags ' = A/, to
Fars T = A, dlal" CT, A’ C A, ponadto dtugosé dowodu nie
jest wieksza.

Lemat 16 (Odwracalnos¢ regut): Dla kazdej reguty, jezeli wniosek
ma dowdd (dtugosci n), to przestanki tez maja dowody (dtugosci
< n).

Lemat 17 (Dopuszczalno$¢ kontrakgji): Jezeli Fars ¢, 0, = A,
to Fars o, = A, oraz jezeli Fars [ = A, @, p, to
Fars I = A, ¢, ponadto dtugos¢ dowodu nie jest wieksza.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Analityczny System RS

Wybrane wtasnosci ARS:
Twierdzenie 14 (Adekwatnosé): Fars ' = A wiw =T = A.

Lemat 15 (Dopuszczalno$¢ ostabiania): Jezeli Fags ' = A/, to
Fars T = A, dlal" CT, A’ C A, ponadto dtugosé dowodu nie
jest wieksza.

Lemat 16 (Odwracalnos¢ regut): Dla kazdej reguty, jezeli wniosek
ma dowdd (dtugosci n), to przestanki tez maja dowody (dtugosci
< n).

Lemat 17 (Dopuszczalno$¢ kontrakgji): Jezeli Fars ¢, 0, = A,
to Fars o, = A, oraz jezeli Fars [ = A, @, p, to
Fars I = A, ¢, ponadto dtugos¢ dowodu nie jest wieksza.

Uwagal: Nie mozemy skorzystaé¢ z Lematu o odwracalnosci regut
dla LK-K, bo tamten byt dowiedziony przy uzyciu (Cut).
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

Analityczny System RS

Petnoéé ARS
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Analityczny System RS

Petnoéé ARS

Jezeli =T = Aiw Tl = A jest n wystapien statych logicznych, to
T = A iistnieje dowéd D dla I = A taki, ze ||D|| < 2".
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Analityczny System RS

Petnoéé ARS

Jezeli =T = Aiw Tl = A jest n wystapien statych logicznych, to
T = A iistnieje dowéd D dla I = A taki, ze ||D|| < 2".
DOWOD: Przez indukcje po n.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Analityczny System RS

Petnoéé ARS

Jezeli =T = Aiw Tl = A jest n wystapien statych logicznych, to
T = A iistnieje dowéd D dla I = A taki, ze ||D|| < 2".
DOWOD: Przez indukcje po n.

Baza: n = 0 oznacza, ze [ = A jest sekwentem atomowym a
skoro jest tautologia to jest aksjomatem z dowodem o wielkosci 0.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Analityczny System RS

Petnoéé ARS

Jezeli =T = Aiw Tl = A jest n wystapien statych logicznych, to
T = A iistnieje dowéd D dla I = A taki, ze ||D|| < 2".
DOWOD: Przez indukcje po n.

Baza: n = 0 oznacza, ze [ = A jest sekwentem atomowym a
skoro jest tautologia to jest aksjomatem z dowodem o wielkosci 0.
Zatozenie indukcyjne méwi, ze lemat zachodzi dla dowolnego

" = A’ o ilosci statych < n. Pokazujemy, ze zajdzie réwniez dla
sekwentu zawierajacego n statych.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Analityczny System RS

Petnoéé ARS

Jezeli =T = Aiw Tl = A jest n wystapien statych logicznych, to
T = A iistnieje dowéd D dla I = A taki, ze ||D|| < 2".
DOWOD: Przez indukcje po n.

Baza: n = 0 oznacza, ze [ = A jest sekwentem atomowym a
skoro jest tautologia to jest aksjomatem z dowodem o wielkosci 0.
Zatozenie indukcyjne méwi, ze lemat zachodzi dla dowolnego

" = A’ o ilosci statych < n. Pokazujemy, ze zajdzie réwniez dla
sekwentu zawierajacego n statych.

Musimy rozwazy¢ przypadki wszystkich formut ztozonych w

I = A. Rozwazymy przypadek koniunkgji.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

Analityczny System RS

Petnoéé ARS
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Analityczny System RS

Petnoéé ARS

© A1) w poprzedniku. Zatem I = A:=p A, "= A. Z
odwracalnosci mamy, ze = ¢,9, " = A a poniewaz sekwent ten
ma n — 1 statych wiec podpada pod zatozenie indukcyjne, zatem
o, "= Ai||D|| <2 . Dodajac do D, ¢ A, " = A jako
kolejny sekwent uzyskany przez (A =) otrzymujemy dowdéd D’
tegoz sekwentu taki, ze | D'|| < 2"t +1 < 2"
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Analityczny System RS

Petnoéé ARS

© A1) w poprzedniku. Zatem I = A:=p A, "= A. Z
odwracalnosci mamy, ze = ¢,9, " = A a poniewaz sekwent ten
ma n — 1 statych wiec podpada pod zatozenie indukcyjne, zatem
o, "= Ai||D|| <2 . Dodajac do D, ¢ A, " = A jako
kolejny sekwent uzyskany przez (A =) otrzymujemy dowdéd D’
tegoz sekwentu taki, ze | D'|| < 2"t +1 < 2"

@ A1 w nastepniku. Zatem T = A =T = Ao AY. Z
odwracalnosci mamy, ze zaréwno =T = A'p jak i =T = Ay, a
poniewaz kazdy z tych sekwentéw ma n — 1 statych wiec podpada
pod zatozenie indukcyjne i ma dowéd || D|| < 2"~1. Do obu
dowodéw dodajemy I' = A’ ¢ A ) uzyskany przez (= A) i
otrzymujemy dowdd D’ tegoz sekwentu taki, ze | D’|| < 2", gdyz
dla dowolnych i,j <271 j4+j+1 <2 O
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

Analityczny System RS

Dopuszczalnos¢ ostabiania w ARS:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Analityczny System RS

Dopuszczalnos¢ ostabiania w ARS:

Dowéd indukcyjny po dtugosci dowodu " = A'.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Analityczny System RS

Dopuszczalnos¢ ostabiania w ARS:

Dowéd indukcyjny po dtugosci dowodu " = A'.
Baza: Dowéd " = A’ ma dtugos¢ 0, zatem jest to aksjomat.
Wiec I = A tez jest aksjomatem o dowodzie dtugosci 0.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Analityczny System RS

Dopuszczalnos¢ ostabiania w ARS:

Dowéd indukcyjny po dtugosci dowodu " = A'.

Baza: Dowéd " = A’ ma dtugos¢ 0, zatem jest to aksjomat.
Wiec I = A tez jest aksjomatem o dowodzie dtugosci 0.
Zatozenie indukcyjne moéwi, ze lemat zachodzi dla dowolnego
dowodu I'" = A’ o dtugosci < n. Pokazujemy, ze zajdzie réwniez
gdy dowdd ma dtugosé n.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Analityczny System RS

Dopuszczalnos¢ ostabiania w ARS:

Dowéd indukcyjny po dtugosci dowodu " = A'.

Baza: Dowéd " = A’ ma dtugos¢ 0, zatem jest to aksjomat.
Wiec I = A tez jest aksjomatem o dowodzie dtugosci 0.
Zatozenie indukcyjne moéwi, ze lemat zachodzi dla dowolnego
dowodu I'" = A’ o dtugosci < n. Pokazujemy, ze zajdzie réwniez
gdy dowdd ma dtugosé n.

Musimy rozwazy¢ przypadki zastosowania wszystkich regut do
uzyskania [ = A’.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

Analityczny System RS

Dopuszczalnos¢ ostabiania w ARS:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Analityczny System RS

Dopuszczalnos¢ ostabiania w ARS:

Rozwazmy przypadek (A =).
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Analityczny System RS

Dopuszczalnos¢ ostabiania w ARS:

Rozwazmy przypadek (A =).

Mamy zatem dowdd D dtugosci n zakonczony sekwentem
AP = AN =T"= AN (I"=T"U{pA}).
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Analityczny System RS

Dopuszczalnos¢ ostabiania w ARS:

Rozwazmy przypadek (A =).

Mamy zatem dowdd D dtugosci n zakonczony sekwentem
AP = AN =T"= AN (I"=T"U{pA}).

Przestanka ¢, 1, " = A’ ma dowdd dtugosci n — 1 zatem
podpada pod zatozenie indukcyjne, czyli ¢, 1, ", 11 = A, gdzie
M=T—T’ ma dowdd tej samej dtugosci, tj. n — 1.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Analityczny System RS

Dopuszczalnos¢ ostabiania w ARS:

Rozwazmy przypadek (A =).

Mamy zatem dowdd D dtugosci n zakonczony sekwentem
AP = AN =T"= AN (I"=T"U{pA}).

Przestanka ¢, 1, " = A’ ma dowdd dtugosci n — 1 zatem
podpada pod zatozenie indukcyjne, czyli ¢, 1, ", 11 = A, gdzie
M=T—T’ ma dowdd tej samej dtugosci, tj. n — 1.

Przez (A =) otrzymujemy @ A, " 1= A =T = A; dowdd
ma dtugosc n.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Analityczny System RS

Dopuszczalnos¢ ostabiania w ARS:

Rozwazmy przypadek (A =).

Mamy zatem dowdd D dtugosci n zakonczony sekwentem
AP = AN =T"= AN (I"=T"U{pA}).

Przestanka ¢, 1, " = A’ ma dowdd dtugosci n — 1 zatem
podpada pod zatozenie indukcyjne, czyli ¢, 1, ", 11 = A, gdzie
M=T—T’ ma dowdd tej samej dtugosci, tj. n — 1.

Przez (A =) otrzymujemy @ A, " 1= A =T = A; dowdd
ma dtugosc n.

Zadanie: dowies¢ inne przypadki.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

Analityczny System RS

Odwracalno$é t w ARS:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Analityczny System RS

Odwracalnosé¢ regut w ARS:

Lemat22: Dla kazdej reguty, jezeli wniosek ma dowéd (dtugosci n),
to przestanki tez maja dowody (dtugosci < n).
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Analityczny System RS

Odwracalnosé¢ regut w ARS:

Lemat22: Dla kazdej reguty, jezeli wniosek ma dowéd (dtugosci n),
to przestanki tez maja dowody (dtugosci < n).

Przeprowadzimy dowdd indukcyjny po dtugosci dowodu
sekwentu-wniosku.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Analityczny System RS

Odwracalnosé¢ regut w ARS:

Lemat22: Dla kazdej reguty, jezeli wniosek ma dowéd (dtugosci n),
to przestanki tez maja dowody (dtugosci < n).

Przeprowadzimy dowdd indukcyjny po dtugosci dowodu
sekwentu-wniosku.

Baza: Dowdd ma dtugos¢ 0, zatem jest to aksjomat. Niech to
bedzie np. I, p = p, A, v A 1, wtedy obie przestanki maja postac
Mp=p,Apil,p= p, A iobie sa dowiedlne (jako
aksjomaty).
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Analityczny System RS

Odwracalnosé¢ regut w ARS:

Lemat22: Dla kazdej reguty, jezeli wniosek ma dowéd (dtugosci n),
to przestanki tez maja dowody (dtugosci < n).

Przeprowadzimy dowdd indukcyjny po dtugosci dowodu
sekwentu-wniosku.

Baza: Dowdd ma dtugos¢ 0, zatem jest to aksjomat. Niech to
bedzie np. I, p = p, A, v A 1, wtedy obie przestanki maja postac
Mp=p,Apil,p= p, A iobie sa dowiedlne (jako
aksjomaty).

Analogicznie dla innych przypadkdw.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Analityczny System RS

Odwracalnosé¢ regut w ARS:

Lemat22: Dla kazdej reguty, jezeli wniosek ma dowéd (dtugosci n),
to przestanki tez maja dowody (dtugosci < n).

Przeprowadzimy dowdd indukcyjny po dtugosci dowodu
sekwentu-wniosku.

Baza: Dowdd ma dtugos¢ 0, zatem jest to aksjomat. Niech to
bedzie np. I, p = p, A, v A 1, wtedy obie przestanki maja postac
Mp=p,Apil,p= p, A iobie sa dowiedlne (jako
aksjomaty).

Analogicznie dla innych przypadkdw.

Zatozenie indukcyjne moéwi, ze lemat zachodzi dla dowolnego
dowodu wniosku o dtugosci < n. Pokazujemy, ze zajdzie réwniez
gdy dowdd ma dtugosé n.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Analityczny System RS

Odwracalnos¢ regut w ARS:

Rozwazmy przypadek (A =).
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Analityczny System RS

Odwracalnos¢ regut w ARS:

Rozwazmy przypadek (A =).
Mamy zatem dowdd D dtugosci n zakonczony sekwentem
S=pAY, T = A.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Analityczny System RS

Odwracalnos¢ regut w ARS:

Rozwazmy przypadek (A =).

Mamy zatem dowdd D dtugosci n zakonczony sekwentem
S=pANY,T = A.

Nalezy rozwazy¢ 2 podprzypadki:

Andrzej Indrzejczak RACHUNKI SEKWENTOWE



RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Analityczny System RS

Odwracalnos¢ regut w ARS:

Rozwazmy przypadek (A =).

Mamy zatem dowdd D dtugosci n zakonczony sekwentem
S=pANY,T = A.

Nalezy rozwazy¢ 2 podprzypadki:

a. ¢ A1) jest formuta zasadnicza S
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Analityczny System RS

Odwracalnos¢ regut w ARS:

Rozwazmy przypadek (A =).
Mamy zatem dowdd D dtugosci n zakonczony sekwentem
S=pAY, T = A.
Nalezy rozwazy¢ 2 podprzypadki:
a. ¢ A1) jest formuta zasadnicza S

b. ¢ A 1 nie jest formuta zasadnicza S
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Analityczny System RS

Odwracalnos¢ regut w ARS:

Rozwazmy przypadek (A =).
Mamy zatem dowdd D dtugosci n zakonczony sekwentem
S=pAY, T = A.
Nalezy rozwazy¢ 2 podprzypadki:
a. ¢ A1) jest formuta zasadnicza S
b. ¢ A 1 nie jest formuta zasadnicza S
Jezeli ostatnia reguta to (A =) z ¢ A ¢ jako formuta zasadnicza,

to wtedy po obcieciu ostatniego sekwentu z D mamy dowdd
o, ¥, = A (dtugosci n — 1).
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

Analityczny System RS
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Analityczny System RS

Odwracalnos¢ regut w ARS:

Rozwazmy przypadek (A =), podprzypadek b.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Analityczny System RS

Odwracalnos¢ regut w ARS:

Rozwazmy przypadek (A =), podprzypadek b.

Jezeli ¢ A 1 nie jest formuta zasadnicza S, to jest formuta
parametryczna; przyktadowo, jezeli otatnio zastosowana reguta byta
2-przestankowa, to D konczy sie nastepujaco:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Analityczny System RS

Odwracalnos¢ regut w ARS:

Rozwazmy przypadek (A =), podprzypadek b.

Jezeli ¢ A 1 nie jest formuta zasadnicza S, to jest formuta
parametryczna; przyktadowo, jezeli otatnio zastosowana reguta byta
2-przestankowa, to D konczy sie nastepujaco:

o NP, "= A/ oA, T = A"
oA, = A
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Analityczny System RS

Odwracalnos¢ regut w ARS:

Rozwazmy przypadek (A =), podprzypadek b.

Jezeli ¢ A 1 nie jest formuta zasadnicza S, to jest formuta
parametryczna; przyktadowo, jezeli otatnio zastosowana reguta byta
2-przestankowa, to D konczy sie nastepujaco:

o NP, "= A/ oA, T = A"
oA, = A

Poniewaz dowody obu przestanek maja dtugos¢ < n, to podpadaja
pod zatozenie indukcyjne. Zatem mamy dowody sekwentéw

o, 0, "= Ai 9, "= A”. Ale wtedy za pomoca tej same]
reguty 2-przestankowej, ktéra konczyta D wydedukujemy z nich
sekwent @, 9, = A, czyli przestanke rozwazanego sekwentu.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

Analityczny System RS

Dopuszczalnos¢ kontrakgeji:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Analityczny System RS

Dopuszczalnos¢ kontrakgji:

Jezeli Fars ¢, 0, = A, to Fars ¢, [ = A, oraz jezeli
Fars I = A, @, @, to Fars [ = A, v, ponadto dtugo$¢ dowodu
nie jest wieksza.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Analityczny System RS

Dopuszczalnos¢ kontrakgji:

Jezeli Fars ¢, 0, = A, to Fars ¢, [ = A, oraz jezeli

Fars I = A, @, @, to Fars [ = A, v, ponadto dtugo$¢ dowodu
nie jest wieksza.

DowOD: Przeprowadzimy dowdd indukcyjny po dtugosci dowodu
o, 0, = A (dlaT = A, p, ¢ analogicznie)
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Analityczny System RS

Dopuszczalnos¢ kontrakgji:

Jezeli Fars ¢, 0, = A, to Fars ¢, [ = A, oraz jezeli

Fars I = A, @, @, to Fars [ = A, v, ponadto dtugo$¢ dowodu
nie jest wieksza.

DowOD: Przeprowadzimy dowdd indukcyjny po dtugosci dowodu
o, 0, = A (dlaT = A, p, ¢ analogicznie)

Baza: ¢, o, = A ma dowdd dtugosci 0, zatem jest aksjomatem i
bez wzgledu na to czy ¢» € T U A U {p} jest identyczne z ¢ czy
nie, to ¢, = A tez jest aksjomatem.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

Analityczny System RS

Dopuszczalnos¢ kontrakgji:

v
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Analityczny System RS

Dopuszczalnos$é kontrakgji:

Zatozenie indukcyjne méwi, ze lemat zachodzi dla dowolnego
dowodu wniosku o dtugosci < n. Pokazujemy, ze zajdzie réwniez
gdy dowdd ma dtugosé n. Nalezy rozwazyé 2 podprzypadki:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Analityczny System RS

Dopuszczalnos$é kontrakgji:

Zatozenie indukcyjne méwi, ze lemat zachodzi dla dowolnego
dowodu wniosku o dtugosci < n. Pokazujemy, ze zajdzie réwniez
gdy dowdd ma dtugosé n. Nalezy rozwazyé 2 podprzypadki:

a. @ nie jest formuta zasadnicza

b. ¢ jest formuta zasadnicza
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Analityczny System RS

Dopuszczalnos$é kontrakgji:

Zatozenie indukcyjne méwi, ze lemat zachodzi dla dowolnego
dowodu wniosku o dtugosci < n. Pokazujemy, ze zajdzie réwniez
gdy dowdd ma dtugosé n. Nalezy rozwazyé 2 podprzypadki:

a. @ nie jest formuta zasadnicza

b. ¢ jest formuta zasadnicza

Jezeli ¢ nie jest formuta zasadnicza w dowodzonym sekwencie, to
0, o, = A zostat wydedukowany z o, o, " = A’ przez regute
jednoprzestankowa lub dodatkowo z ¢, o, " = A’ przez regute
dwuprzestankowa. W kazdym przypadku przestanki podpadaja pod
zatozenia indukcyjne, zatem o, " = A’ (i ¢, " = A” maja
dowody dtugosci mniejszej od n skad przez zastosowanie tej samej
reguty jedno (lub dwu) przestankowej dostajemy dowdd ¢, I = A
o dtugosci co najwyzej n.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

Analityczny System RS

Dopuszczalnosé
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Analityczny System RS

Dopuszczalnosé¢ kontrakgeji:

Jezeli ¢ nie jest formuta zasadnicza w dowodzonym sekwencie, to
musimy rozwazy¢ wszystkie przypadki formy .
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Analityczny System RS

Dopuszczalnosé¢ kontrakgeji:

Jezeli ¢ nie jest formuta zasadnicza w dowodzonym sekwencie, to
musimy rozwazy¢ wszystkie przypadki formy .

Niech ¢ := 1 A x, wtedy rozwazany sekwent ma postac

YV AX, YA X, = A a przestanka postaé ¥, x, ¥ A x, I = A'i
dowdd dtugosci n — 1. Z lematu poprzedniego (o odwracalnosci)
UV, X, W, X, = A tez ma dowdd o diugosci nie wigkszej od n — 1.
Z zatozenia indukcyjnego zastosowanego dwukrotnie mamy dowdd
¥, x,I = A o dtugosci nie wiekszej od n — 1, zatem przez (A =)
otrzymujemy dowdd ¢ A x, [ = A o dlugosci nie wiekszej od n.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Analityczny System RS

Dopuszczalnosé¢ kontrakgeji:

Jezeli ¢ nie jest formuta zasadnicza w dowodzonym sekwencie, to
musimy rozwazy¢ wszystkie przypadki formy .

Niech ¢ := 1 A x, wtedy rozwazany sekwent ma postac

YV AX, YA X, = A a przestanka postaé ¥, x, ¥ A x, I = A'i
dowdd dtugosci n — 1. Z lematu poprzedniego (o odwracalnosci)
UV, X, W, X, = A tez ma dowdd o diugosci nie wigkszej od n — 1.
Z zatozenia indukcyjnego zastosowanego dwukrotnie mamy dowdd
¥, x,I = A o dtugosci nie wiekszej od n — 1, zatem przez (A =)
otrzymujemy dowdd ¢ A x, [ = A o dlugosci nie wiekszej od n.
Analogicznie dla ¢ postaci =, v V x, ¥ — X. [

v
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

Réwnowaznos¢ regut.

Podane nizej schematy sekwentéw i regut sekwentowych sa
wzajemnie wyprowadzalne:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Réwnowaznos¢ regut.

Podane nizej schematy sekwentéw i regut sekwentowych sa

wzajemnie wyprowadzalne:
Q=19
Q U, IT=A/p=A
QI=A7Ap/T=AY
Q=240 0T"=A /T, I"= AN
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

Réwnowaznos¢ regut.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Réwnowaznos¢ regut.

1. = 2.: Wystarczy zastosowa¢ (Cut) do 1. i przestanki 2. by
dostaé wniosek.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Réwnowaznos¢ regut.

Dowdd:

1. = 2.: Wystarczy zastosowa¢ (Cut) do 1. i przestanki 2. by
dostaé wniosek.

2. = 3.: Z aksjomatu ¥ = 1) przez 2. otrzymujemy ¢ = 1,
ktére przez (Cut) z przestanka 3. daje wniosek.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Réwnowaznos¢ regut.

Dowdd:

1. = 2.: Wystarczy zastosowa¢ (Cut) do 1. i przestanki 2. by
dostaé wniosek.

2. = 3.: Z aksjomatu ¥ = 1) przez 2. otrzymujemy ¢ = 1,
ktére przez (Cut) z przestanka 3. daje wniosek.

3. = 4.: wyprowadzalno$¢ demonstruje ponizszy schemat

dowodu:
(3 ) p =@
Y o= P, M= A/ (Cut)
Fr= Ao o, "= A
EYYN (Cut)
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Réwnowaznos¢ regut.

Dowdd:

1. = 2.: Wystarczy zastosowa¢ (Cut) do 1. i przestanki 2. by
dostaé wniosek.

2. = 3.: Z aksjomatu ¥ = 1) przez 2. otrzymujemy ¢ = 1,
ktére przez (Cut) z przestanka 3. daje wniosek.

3. = 4.: wyprowadzalno$¢ demonstruje ponizszy schemat

dowodu:
(3 ) p =@
Y o= P, M= A/ (Cut)
Fr= Ao o, "= A
EYYN (Cut)

4. = 1.: Z p= @iy = 1 przez 4. otrzymujemy 1.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

Réwnowaznos¢ regut.

Podane nizej schematy sekwentéw i regut sekwentowych sa
wzajemnie wyprowadzalne:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Réwnowaznos¢ regut.

Podane nizej schematy sekwentéw i regut sekwentowych sa
wzajemnie wyprowadzalne:

Q ¢, =X

Q x,T=A/p¢,=A

QI=A7A¢ /¢, =Ax

QI=A1vY/pl=Ax
QI=Ap;"=AN oy /T "=AAN x
Ql=A7A¢ x,'=A" /[ ["= AN
QI=AvY, x,l"=A"/p,[[["=ALN
QI=A7Ap;I"=AN ¢, x,N=X /T T"ND=AA T
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

Réwnowaznos¢ regut.

T — T — e —

Andrzej Indrzejczak RACHUNKI SEKWENTOWE



RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Réwnowaznos¢ regut.

1. = 2.: Wystarczy zastosowa¢ (Cut) do 1. i przestanki 2. by
dosta¢ wniosek.

e —
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Réwnowaznos¢ regut.

Dowdd:

1. = 2.: Wystarczy zastosowa¢ (Cut) do 1. i przestanki 2. by
dosta¢ wniosek.

2. = 3.: Z aksjomatu x = x przez 2. otrzymujemy ©, ) = X,
ktére przez (Cut) z przestanka 3. daje wniosek.

RS
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Réwnowaznos¢ regut.

Dowdd:

1. = 2.: Wystarczy zastosowa¢ (Cut) do 1. i przestanki 2. by
dosta¢ wniosek.

2. = 3.: Z aksjomatu x = x przez 2. otrzymujemy @, = ¥,
ktére przez (Cut) z przestanka 3. daje wniosek.

3. = 4.: analogicznie do poprzedniego, z 3. zastosowanym do

»=¢.

e ——
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Réwnowaznos¢ regut.

Dowdd:

1. = 2.: Wystarczy zastosowa¢ (Cut) do 1. i przestanki 2. by
dosta¢ wniosek.

2. = 3.: Z aksjomatu x = x przez 2. otrzymujemy @, = ¥,
ktére przez (Cut) z przestanka 3. daje wniosek.

3. = 4.: analogicznie do poprzedniego, z 3. zastosowanym do

P = P

4. —> 5.: analogicznie do poprzedniego, z tym, ze 4. zamiast do
aksjomatu stosujemy do przestanki 5. postaci ' = A’ 1) by przez
(Cut) na drugiej przestance dostaé¢ wniosek.

e ——
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Réwnowaznos¢ regut.

Dowdd:

1. = 2.: Wystarczy zastosowa¢ (Cut) do 1. i przestanki 2. by
dosta¢ wniosek.

2. = 3.: Z aksjomatu x = x przez 2. otrzymujemy @, = ¥,
ktére przez (Cut) z przestanka 3. daje wniosek.

3. = 4.: analogicznie do poprzedniego, z 3. zastosowanym do
P = P

4. —> 5.: analogicznie do poprzedniego, z tym, ze 4. zamiast do
aksjomatu stosujemy do przestanki 5. postaci ' = A’ 1) by przez
(Cut) na drugiej przestance dostaé¢ wniosek.

5. = 6.: wyprowadzalno$¢ demonstruje ponizszy schemat
dowodu:

(5.) = A p P =
’ v, T = A x x, [ = A
- - (Cut)

o, [T = A A




RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

Réwnowaznos¢ regut.

Andrzej Indrzejczak RACHUNKI SEKWENTOWE



RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Réwnowaznos¢ regut.

6. =— 7.: wyprowadzalno$¢ demonstruje ponizszy schemat
dowodu:

o=@ X, = A
= A ¢,¢,F':>A’
(p,r,r/:>A,A’

(6.)
(Cut)
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Réwnowaznos¢ regut.

6. =— 7.: wyprowadzalno$¢ demonstruje ponizszy schemat
dowodu:

o=@ X, = A
= A ¢,¢,r’:>A’
(p,r,r/:>A,A’

(6.)
(Cut)

7. — 8.: wyprowadzalno$¢ demonstruje ponizszy schemat
dowodu:

M= Ay x,N=x
= A p @,F',H:A’,Z
rLrn=AAY

(7.)
(Cut)
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Réwnowaznos¢ regut.

6. =— 7.: wyprowadzalno$¢ demonstruje ponizszy schemat
dowodu:

o=@ X, = A
= A ¢,¢,r’:>A’
(p,r,r/:>A,A’

(6.)
(Cut)

7. — 8.: wyprowadzalno$¢ demonstruje ponizszy schemat
dowodu:

M= Ay x,N=x
= A p @,F',H:A’,Z
rLrn=AAY

(7.)
(Cut)

8.=1..Zyp= v, = 1ix= x przez 8. otrzymujemy 1.




RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA

Réwnowaznos¢ regut.

Podane nizej schematy sekwentéw i regut sekwentowych sa
wzajemnie wyprowadzalne:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Réwnowaznos¢ regut.

Podane nizej schematy sekwentéw i regut sekwentowych sa

wzajemnie wyprowadzalne:
Q v=1,x
Ql=A7A¢ /=AY, x
Q UV, IT=A/p=Ax
Q \.T=A/p, =AY
Q U, I=A; x,"=A"/p "= AN
Ql=A7Ay x,I'=A" /T "= AN
QlI=A7A¢p x,"'=A /T T"=A AN x
QI=A7A¢ Y, I"=A; x,N=X /T T"N=AA T

Dowéd C dualnie do czesci B.
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Réwnowaznos¢ regut.

Przyktad V:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Réwnowaznos¢ regut.

Przyktad V:

Jedna z regut (= V) dla (addytywnej) alternatywy podpada pod
schemat A.3., zatem réwnowaznie mozna uzy¢:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Réwnowaznos¢ regut.

Przyktad V:

Jedna z regut (= V) dla (addytywnej) alternatywy podpada pod
schemat A.3., zatem réwnowaznie mozna uzy¢:

Al p= VY

Andrzej Indrzejczak RACHUNKI SEKWENTOWE



RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Réwnowaznos¢ regut.

Przyktad V:

Jedna z regut (= V) dla (addytywnej) alternatywy podpada pod
schemat A.3., zatem réwnowaznie mozna uzy¢:

Al p= VY

A2. oV, T = A/ o, = A
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Réwnowaznos¢ regut.

Przyktad V:

Jedna z regut (= V) dla (addytywnej) alternatywy podpada pod
schemat A.3., zatem réwnowaznie mozna uzy¢:

Al p= VY

A2. oV, T = A/ o, = A

lub

AL T= 00 oV, T = A /T, = AN
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Réwnowaznos¢ regut.

Dla odmiany (V =) podpada pod schemat C.5. (z ¢ := 1 V X),

generuje to nastepujace réwnowazniki:
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Réwnowaznos¢ regut.

Dla odmiany (V =) podpada pod schemat C.5. (z ¢ := 1 V X),

generuje to nastepujace réwnowazniki:
Cl yVx=1,x
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Réwnowaznos¢ regut.

Dla odmiany (V =) podpada pod schemat C.5. (z ¢ := 1 V X),

generuje to nastepujace réwnowazniki:

Cl yVx=1,x
C2.T=A9Vx/T=A¢x
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Réwnowaznos¢ regut.

Dla odmiany (V =) podpada pod schemat C.5. (z ¢ := 1 V X),

generuje to nastepujace réwnowazniki:
Cl yVx=1,x
C2T=AyYVyx/T=A9x
C3. ¢, T=>A/9pVyx,T=Ax
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Réwnowaznos¢ regut.

Dla odmiany (V =) podpada pod schemat C.5. (z ¢ := 1 V X),

generuje to nastepujace réwnowazniki:

Cl yVx=1,x

C2.T=A9Vx/T=A¢x
Ca o, T=A/yVvxTl=Ax
Ca x,T=A/yvVvx,T =AY
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Réwnowaznos¢ regut.

Dla odmiany (V =) podpada pod schemat C.5. (z ¢ := 1 V X),

generuje to nastepujace réwnowazniki:

Cl yVx=1,x
C2.T=A9Vx/T=A¢x

Ca o, T=A/yVvxTl=Ax

Ca x,T=A/yvVvx,T =AY

Co. T=A0A0Vx,x,"=A"/T,"=A7AN
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Réwnowaznos¢ regut.

Dla odmiany (V =) podpada pod schemat C.5. (z ¢ := 1 V X),

generuje to nastepujace réwnowazniki:

ClyVx=1,x
C2.T=A9Vx/T=A¢x

Ca o, T=A/yVvxTl=Ax

Ca x,T=A/yvVvx,T =AY
Co.IT=A9YVy; X,r/:>A//r,r’:>A,A/,¢
C7.T=A0A¢0Vyx,x,["=A4A"/T,"=>A AN x
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RACHUNEK SEKWENTOW GENTZENA
Réwnowaznos¢ regut.

Dla odmiany (V =) podpada pod schemat C.5. (z ¢ := 1 V X),

generuje to nastepujace réwnowazniki:

ClyVx=1,x

C2.T=A9Vx/T=A¢x

Ca o, T=A/yVvxTl=Ax

Ca x,T=A/yvVvx,T =AY

Co.IT=A9YVy; X,r/:>A//r,r’:>A,A/,¢
C7.T=A0A¢0Vyx,x,["=A4A"/T,"=>A AN x
C8IT=AyVvyy,I'=>A, x,NI=X /[ ["N=AAN YT

4
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