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RACHUNEK SEKWENTOW

Twierdzenie o eliminacji ciecia:

Eliminowalnos$¢ czy dopuszczalnosé?
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RACHUNEK SEKWENTOW

Twierdzenie o eliminacji ciecia:

Eliminowalnos$¢ czy dopuszczalnosé?

Twierdzenie o eliminacji ciecia wystepuje tez czesto jako
twierdzenie o dopuszczalnosci ciecia

Dopuszczalnos¢ jest konwersem eliminowalno$ci, w tym sensie, ze
jezeli S oznacza dowolny system RS z (cut) jako reguta pierwotna
a S’ ten sam system bez reguty ciecia, to (cut) jest eliminowalne w
S wtw (cut) jest dopuszczalne w S’. W obu przypadkach jednak
zazwyczaj inaczej formutuje sie samo twierdzenie:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Twierdzenie o eliminacji ciecia:

Eliminowalnos$¢ czy dopuszczalnosé?

Twierdzenie o eliminacji ciecia wystepuje tez czesto jako
twierdzenie o dopuszczalnosci ciecia

Dopuszczalnos¢ jest konwersem eliminowalno$ci, w tym sensie, ze
jezeli S oznacza dowolny system RS z (cut) jako reguta pierwotna
a S’ ten sam system bez reguty ciecia, to (cut) jest eliminowalne w
S wtw (cut) jest dopuszczalne w S’. W obu przypadkach jednak
zazwyczaj inaczej formutuje sie samo twierdzenie:

Twierdzenie o eliminacji: JezeliFs S, to g/ S

Andrzej Indrzejczak Rachunki Sekwentéw 2



RACHUNEK SEKWENTOW

Twierdzenie o eliminacji ciecia:

Eliminowalnos$¢ czy dopuszczalnosé?

Twierdzenie o eliminacji ciecia wystepuje tez czesto jako
twierdzenie o dopuszczalnosci ciecia

Dopuszczalnos¢ jest konwersem eliminowalno$ci, w tym sensie, ze
jezeli S oznacza dowolny system RS z (cut) jako reguta pierwotna
a S’ ten sam system bez reguty ciecia, to (cut) jest eliminowalne w
S wtw (cut) jest dopuszczalne w S’. W obu przypadkach jednak
zazwyczaj inaczej formutuje sie samo twierdzenie:

Twierdzenie o eliminacji: JezeliFs S, to g/ S

Twierdzenie o dopuszczalnosci: JezeliFg/ [ = A i

Fsr o= X tobs M= A%
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Twierdzenie o eliminacji ciecia:

Dowody eliminowalnosci (dopuszczalnosci):

o Gentzena
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RACHUNEK SEKWENTOW

Twierdzenie o eliminacji ciecia:

Dowody eliminowalnosci (dopuszczalnosci):

o Gentzena

@ Dragalina
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Dowody eliminowalnosci (dopuszczalnosci):

o Gentzena
@ Dragalina
o Curry'ego
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RACHUNEK SEKWENTOW

Twierdzenie o eliminacji ciecia:

Dowody eliminowalnosci (dopuszczalnosci):

o Gentzena
@ Dragalina
o Curry'ego
@ Schiitte'go-Taita

@ Smullyana

@ Bussa
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RACHUNEK SEKWENTOW

Twierdzenie o eliminacji ciecia:

Ogdlna idea (konstruktywnego) dowodu eliminowalnosci
(dopuszczalnosci):
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RACHUNEK SEKWENTOW

Twierdzenie o eliminacji ciecia:

Ogdlna idea (konstruktywnego) dowodu eliminowalnosci
(dopuszczalnosci):

Staramy sie zmodyfikowa¢ dany D tak by wszystkie zastosowania
(Cut) zostaty zastapione przez kombinacje innych regut.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Twierdzenie o eliminacji ciecia:

Ogdlna idea (konstruktywnego) dowodu eliminowalnosci
(dopuszczalnosci):

Staramy sie zmodyfikowa¢ dany D tak by wszystkie zastosowania
(Cut) zostaty zastapione przez kombinacje innych regut.
Robimy to poprzez:

(a) bezposrednia eliminacje danego zastosowania (Cut) lub
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RACHUNEK SEKWENTOW

Twierdzenie o eliminacji ciecia:

Ogdlna idea (konstruktywnego) dowodu eliminowalnosci
(dopuszczalnosci):

Staramy sie zmodyfikowa¢ dany D tak by wszystkie zastosowania
(Cut) zostaty zastapione przez kombinacje innych regut.
Robimy to poprzez:

(a) bezposrednia eliminacje danego zastosowania (Cut) lub

(b) przez wykonanie odpowiednich krokéw redukcyjnych, ktére
zamieniaja dane wystapienie (Cut) na inne, w zdefiniowanym
sensie " prostsze”.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Twierdzenie o eliminacji ciecia:

Ogdlna idea (konstruktywnego) dowodu eliminowalnosci
(dopuszczalnosci):

Staramy sie zmodyfikowa¢ dany D tak by wszystkie zastosowania
(Cut) zostaty zastapione przez kombinacje innych regut.
Robimy to poprzez:

(a) bezposrednia eliminacje danego zastosowania (Cut) lub

(b) przez wykonanie odpowiednich krokéw redukcyjnych, ktére
zamieniaja dane wystapienie (Cut) na inne, w zdefiniowanym
sensie " prostsze”.

Uwaga: Kroki redukcyjne wprawdzie nie eliminuja zastosowarn
(Cut) ale ich systematyczne wykonywanie w efekcie koricowym
pozwala catkiem pozby¢ sie (Cut) z dowodu, poprzez sprowadzenie
do tych przypadkéw, ktére podpadaja pod (a).
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RACHUNEK SEKWENTOW

Twierdzenie o eliminacji ciecia:

Zastosowania (Cut) eliminowalne catkowicie z dowodu:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Twierdzenie o eliminacji ciecia:

Zastosowania (Cut) eliminowalne catkowicie z dowodu:

a) jezeli przynajmiej jedna przestanka (cut) jest aksjomatyczna, to
eliminacja tego zastosowania jest trywialna gdyz fragment dowodu:

Y= p, = A
o, = A

(Cut)

Andrzej Indrzejczak Rachunki Sekwentéw 2



RACHUNEK SEKWENTOW

Twierdzenie o eliminacji ciecia:

Zastosowania (Cut) eliminowalne catkowicie z dowodu:

a) jezeli przynajmiej jedna przestanka (cut) jest aksjomatyczna, to
eliminacja tego zastosowania jest trywialna gdyz fragment dowodu:

Y= p, = A
o, = A

(Cut)

zamieniamy po prostu na dowdd ¢, [ = A.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Twierdzenie o eliminacji ciecia:

Zastosowania (Cut) eliminowalne catkowicie z dowodu:

a) jezeli przynajmiej jedna przestanka (cut) jest aksjomatyczna, to
eliminacja tego zastosowania jest trywialna gdyz fragment dowodu:

Y= p, = A
o, = A

(Cut)

zamieniamy po prostu na dowdd ¢, [ = A.
Analogicznie, gdy aksjomatem jest prawa przestanka (cut).
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RACHUNEK SEKWENTOW

Twierdzenie o eliminacji ciecia:

Zastosowania (Cut) eliminowalne catkowicie z dowodu:

a) jezeli przynajmiej jedna przestanka (cut) jest aksjomatyczna, to
eliminacja tego zastosowania jest trywialna gdyz fragment dowodu:

Y= p, = A
o, = A

(Cut)

zamieniamy po prostu na dowdd ¢, [ = A.

Analogicznie, gdy aksjomatem jest prawa przestanka (cut).
Uwaga: Powyzsza sytuacja da sie uogdlni¢ na dowolne
zastosowanie (Cut), w ktérym jedna z przestanek zawiera pewna
formute zaréwno w poprzedniku jak i w nastepniku (jest
aksjomatem uogdlnionym).
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Twierdzenie o eliminacji ciecia:

Zastosowania (Cut) eliminowalne catkowicie z dowodu:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Twierdzenie o eliminacji ciecia:

Zastosowania (Cut) eliminowalne catkowicie z dowodu:

Zastosowania (Cut), w ktérym jedna z przestanek zawiera pewna
formute zaréwno w poprzedniku jak i w nastepniku (jest
aksjomatem uogdlnionym).

Zachodza tu 2 mozliwosci:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Twierdzenie o eliminacji ciecia:

Zastosowania (Cut) eliminowalne catkowicie z dowodu:

Zastosowania (Cut), w ktérym jedna z przestanek zawiera pewna
formute zaréwno w poprzedniku jak i w nastepniku (jest
aksjomatem uogdlnionym).

Zachodza tu 2 mozliwosci:

(i) cut-formuta wystepuje po obu stronach (jest formuta
aksjomatyczna)
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RACHUNEK SEKWENTOW

Twierdzenie o eliminacji ciecia:

Zastosowania (Cut) eliminowalne catkowicie z dowodu:

Zastosowania (Cut), w ktérym jedna z przestanek zawiera pewna
formute zaréwno w poprzedniku jak i w nastepniku (jest
aksjomatem uogdlnionym).

Zachodza tu 2 mozliwosci:

(i) cut-formuta wystepuje po obu stronach (jest formuta
aksjomatyczna)

(ii) cut-formuta nie wystepuje po obu stronach (nie jest formuta
aksjomatyczna)
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RACHUNEK SEKWENTOW

Twierdzenie o eliminacji ciecia:

Zastosowania (Cut) eliminowalne catkowicie z dowodu:

Zastosowania (Cut), w ktérym jedna z przestanek zawiera pewna
formute zaréwno w poprzedniku jak i w nastepniku (jest
aksjomatem uogdlnionym).

Zachodza tu 2 mozliwosci:

(i) cut-formuta wystepuje po obu stronach (jest formuta
aksjomatyczna)

(ii) cut-formuta nie wystepuje po obu stronach (nie jest formuta
aksjomatyczna)

Pierwszy przypadek jest $cisle analogiczny do zilustrowanego
wyzej; do drugiej przestanki wystarczy dotaczy¢ brakujace formuty
przez ostabianie i zastosowaé permutacje do nastepnika.
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Zastosowania (Cut) eliminowalne catkowicie z dowodu:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Twierdzenie o eliminacji ciecia:

Zastosowania (Cut) eliminowalne catkowicie z dowodu:

W przypadku (ii) mamy:

G = Ay  oN=T
(Cut) T M= Au,5
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RACHUNEK SEKWENTOW

Twierdzenie o eliminacji ciecia:

Zastosowania (Cut) eliminowalne catkowicie z dowodu:

W przypadku (ii) mamy:

G = Ay  oN=T
(Cut) T M= Au,5

i zamieniamy po prostu na dowdd (aksjomatu) ¥, I, 11 = A ¢, ¥.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Twierdzenie o eliminacji ciecia:

Zastosowania (Cut) eliminowalne catkowicie z dowodu:

W przypadku (ii) mamy:

G = Ay  oN=T
(Cut) T M= Au,5

i zamieniamy po prostu na dowdd (aksjomatu) ¥, I, 11 = A ¢, ¥.
Analogicznie, gdy aksjomatem uogdlnionym jest prawa przestanka
(cut).
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RACHUNEK SEKWENTOW

Twierdzenie o eliminacji ciecia:

Zastosowania (Cut) eliminowalne catkowicie z dowodu:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Twierdzenie o eliminacji ciecia:

Zastosowania (Cut) eliminowalne catkowicie z dowodu:

b) Jezeli w przynajmniej jednej przestance cut-formuta jest
uzyskana przez ostabianie sytuacja jest podobna; fragment dowodu:

= A
= W) —"—=-
((Cutg M= A o, MM=X

MIEY%:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Twierdzenie o eliminacji ciecia:

Zastosowania (Cut) eliminowalne catkowicie z dowodu:

b) Jezeli w przynajmniej jednej przestance cut-formuta jest
uzyskana przez ostabianie sytuacja jest podobna; fragment dowodu:

= A
= W) —"—=-
((Cutg M= A o, MM=X

MIEY%:

zamieniamy na:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Twierdzenie o eliminacji ciecia:

Zastosowania (Cut) eliminowalne catkowicie z dowodu:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Twierdzenie o eliminacji ciecia:

Zastosowania (Cut) eliminowalne catkowicie z dowodu:

Faktl: (Cut), ktérego jedna z przestanek jest aksjomatem
(uogdlnionym) lub zawiera cut-formute uzyskana przez
zastosowanie ostabiania jest catkowicie eliminowalny.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Twierdzenie o eliminacji ciecia:

Kroki redukcyjne:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Twierdzenie o eliminacji ciecia:

Kroki redukcyjne:

Niestety w pozostatych wypadkach (cut) nie daje sie wyeliminowa¢
tak prosto i zazwyczaj wymaga zastepowania jednych zastosowan
(Cut) przez inne, w pewnym sensie prostsze. Generalnie sprowadza
sie do wykonywania w systematyczny sposéb dwdch typéw krokéw
redukcyjnych:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Twierdzenie o eliminacji ciecia:

Kroki redukcyjne:

Niestety w pozostatych wypadkach (cut) nie daje sie wyeliminowa¢
tak prosto i zazwyczaj wymaga zastepowania jednych zastosowan
(Cut) przez inne, w pewnym sensie prostsze. Generalnie sprowadza
sie do wykonywania w systematyczny sposéb dwdch typéw krokéw
redukcyjnych:

Q zastepujemy ztozone cut-formuty przez prostsze (ich
podformuty)
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RACHUNEK SEKWENTOW

Twierdzenie o eliminacji ciecia:

Kroki redukcyjne:

Niestety w pozostatych wypadkach (cut) nie daje sie wyeliminowa¢
tak prosto i zazwyczaj wymaga zastepowania jednych zastosowan
(Cut) przez inne, w pewnym sensie prostsze. Generalnie sprowadza
sie do wykonywania w systematyczny sposéb dwdch typéw krokéw
redukcyjnych:

Q zastepujemy ztozone cut-formuty przez prostsze (ich
podformuty)
@ przesuwamy "do gdry" zastosowania (cut) w dowodzie
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RACHUNEK SEKWENTOW

Twierdzenie o eliminacji ciecia:

Kroki redukcyjne:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Twierdzenie o eliminacji ciecia:

Kroki redukcyjne:

1. Rozwazmy nastepujace zastosowanie (cut) z cut-formuta ¢ V 9,
fragment dowodu o postaci:

(=) M= A p,M=X P, M=%
F=ApVy eV, N=% (Cut)
MLMN=AX

(V=)
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RACHUNEK SEKWENTOW

Twierdzenie o eliminacji ciecia:

Kroki redukcyjne:

1. Rozwazmy nastepujace zastosowanie (cut) z cut-formuta ¢ V 9,
fragment dowodu o postaci:

(:>\/) M= A p,M=X P, M=%
F= AoV oV, N=x (cut)
rM=Ay Y

(V=)

zostaje zastapiony przez nastepujacy, w ktérym (cut) jest
zastosowane na podformule ¢ poprzedniej cut-formuty, co wiecej
jedna z gatezi dowodu staje sie zbedna:

M= Ap p, M=%
MLMN=AX

(Cut)
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RACHUNEK SEKWENTOW

Twierdzenie o eliminacji ciecia:

Kroki redukcyjne:

1. Rozwazmy nastepujace zastosowanie (cut) z cut-formuta ¢ V 9,
fragment dowodu o postaci:

M= A p,M=X P, M=%
CVITSReve PVOT=T t)(V:‘)
rM=Ay Y

zostaje zastapiony przez nastepujacy, w ktérym (cut) jest
zastosowane na podformule ¢ poprzedniej cut-formuty, co wiecej
jedna z gatezi dowodu staje sie zbedna:

M= Ap p, M=%
MLMN=AX

(Cut)

Zauwazmy, ze w analizowanym wyzej fragmencie dowodu
cut-formuta ¢ V ¢ w obu przestankach (cut) pojawita sie po raz
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RACHUNEK SEKWENTOW

Twierdzenie o eliminacji ciecia:

Kroki redukcyjne:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Twierdzenie o eliminacji ciecia:

Kroki redukcyjne:

2. Rozwazmy nastepujace zastosowanie (cut) na ¢, fragment
dowodu o postaci:

o, M=%,
V
(i T2 B0 o= T 9V =)
EYS R
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RACHUNEK SEKWENTOW

Twierdzenie o eliminacji ciecia:

Kroki redukcyjne:

2. Rozwazmy nastepujace zastosowanie (cut) na ¢, fragment
dowodu o postaci:

p,MN=139

=V
(Cut) M= A p,MN=X ¢¥Vyx )
L= AY yVyx
zostaje zastapiony przez:
M= Ap p,M=X ¢ (Cut)

M= Ay

GV rAsarovy
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RACHUNEK SEKWENTOW

Twierdzenie o eliminacji ciecia:

Kroki redukcyjne:

2. Rozwazmy nastepujace zastosowanie (cut) na ¢, fragment
dowodu o postaci:

pN=%9
V
() T2 B0 oN=Tgvx = V)
L= AY yVyx
zostaje zastapiony przez:
r=A Mn=Xx
:> 7%0 907 :> 71/} (Cut_)

M= Ay
M==AY ¢YVy

(=V)

Tym razem cut-formuta nie ulegta zmianie ale zmniejszyt sie
rozmiar tego fragmentu dowodu ktéry konczyt sie zastosowaniem
ciecia. Rozwazane zastosowanie (cut) zostato " podciagniete” do
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Uwagi ogdlne:

Andrzej Indrzejczak Rachunki Sekwentéw 2



RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Uwagi ogdlne:

Gentzen wprowadzitdwie zmiany w stosunku do ogdlnej idei
dowodu zarysowanej w wstepie.
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Uwagi ogdlne:

Gentzen wprowadzitdwie zmiany w stosunku do ogdlnej idei
dowodu zarysowanej w wstepie.

Q Ze wzgledu na obecnos¢ kontrakgji w systemie zastapit (Cut)
przez jego uogdlniona wersje — regute (Mix), okreslana takze
jako (multicut).
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Uwagi ogdlne:
Gentzen wprowadzitdwie zmiany w stosunku do ogdlnej idei
dowodu zarysowanej w wstepie.

Q Ze wzgledu na obecnos¢ kontrakgji w systemie zastapit (Cut)
przez jego uogdlniona wersje — regute (Mix), okreslana takze
jako (multicut).

@ Zamiana (Cut) na (Mix) zmusza do wprowadzenia innej miary
wielkos¢i dowoddw przestanek niz ich wysokos$¢, jest nia
gtebokosc.
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Reguta Mix
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Reguta Mix
v = Alp] Npl= X

(Mix) =TT =A,.5

gdzie ['[y] oznacza, ze ¢ przynajmniej raz wystepuje w I, a I,
oznacza, ze z [ usunieto wszystkie wystapienia .

Andrzej Indrzejczak Rachunki Sekwentéw 2



RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Reguta Mix
v = Alp] Npl= X

(Mix) =TT =A,.5

gdzie ['[y] oznacza, ze ¢ przynajmniej raz wystepuje w I, a I,
oznacza, ze z [ usunieto wszystkie wystapienia .

Przyktad zastosowania (Mix):
Mi rANt,gq= p,qVr,ms,t —s q—r,—s —s= —q,t
(Mix) rAt,q,q—r=p,qVr,t,q,t
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Dlaczego (Cut) zostaje wymienione na (Mix)?
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Dlaczego (Cut) zostaje wymienione na (Mix)?

Gdyz z powodu kontrakcji nie pracuje redukcja po rozmiarze
dowodu przestanki. Rozwazmy natepujace zastosowanie (Cut):
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Dlaczego (Cut) zostaje wymienione na (Mix)?

Gdyz z powodu kontrakcji nie pracuje redukcja po rozmiarze
dowodu przestanki. Rozwazmy natepujace zastosowanie (Cut):

w0, M=%
(Cu) T2 o0 sf=g &)
Y rM=A Y
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Dlaczego (Cut) zostaje wymienione na (Mix)?

Gdyz z powodu kontrakcji nie pracuje redukcja po rozmiarze
dowodu przestanki. Rozwazmy natepujace zastosowanie (Cut):

w0, M=%
(Cu) T2 o0 sf=g &)
Y rM=A Y

Po zastosowaniu redukcji po dtugosci przestanki otrzymujemy:

M= A p, o, M=%
F=Ap o= AT
L= AAY (Cut)
(C)(P)
MLn=Ax

(Cut)

gdzie pierwsze od géry zastosowanie (Cut) ma mniejsza wysokos$é
ale drugie ma taka sama jak (cut) w dowodzie wyjsciowym (= nie
udato nam sie dokona¢ redukgcji).
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

System z (Mix) (roboczo nazwijmy go LK') jest réwnowazny
systemowi z (Cut), tzn. b x S wtw k7 S.
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

System z (Mix) (roboczo nazwijmy go LK') jest réwnowazny
systemowi z (Cut), tzn. b x S wtw k7 S.

Dowéd: Wystarczy pokazad, ze (Cut) jest wyprowadzalne w LK a
(Mix) w LK. Dowolne zastosowanie (Cut) postaci:

= Ap o, MN=X
MN=AX

(Cut)

zastepujemy przez:
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

System z (Mix) (roboczo nazwijmy go LK') jest réwnowazny
systemowi z (Cut), tzn. b x S wtw k7 S.

Dowéd: Wystarczy pokazad, ze (Cut) jest wyprowadzalne w LK a
(Mix) w LK. Dowolne zastosowanie (Cut) postaci:

= Ap o, MN=X
MN=AX

(Cut)
zastepujemy przez:

M= Ap o, MN=x
LM, = A, %
LM==AY

(Mix)
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

System z (Mix) (roboczo nazwijmy go LK') jest réwnowazny
systemowi z (Cut), tzn. by x S wtw k7 S.
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

System z (Mix) (roboczo nazwijmy go LK') jest réwnowazny
systemowi z (Cut), tzn. by x S wtw k7 S.

Odwrotnie, dowolne zastosowanie (Mix) postaci:

= Aly] Nlg] = X
LM, = A, %

(Mix)
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

System z (Mix) (roboczo nazwijmy go LK') jest réwnowazny
systemowi z (Cut), tzn. by x S wtw k7 S.

Odwrotnie, dowolne zastosowanie (Mix) postaci:

= Aly] Nlg] = X
LM, = A, %

(Mix)
zastepujemy przez:

= Aly] MNie] = X
(€),(P) M= A, e, My, =% EEL)SP)

LM, = A, %
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Dlaczego gtebokos¢ zamiast wysokosci?
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Dlaczego gtebokos¢ zamiast wysokosci?

przeanalizujmy nastepujace zastosowanie (Mix):
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Dlaczego gtebokos¢ zamiast wysokosci?

przeanalizujmy nastepujace zastosowanie (Mix):

o, =X
——— (A=)
PAY, =X
F= oA T orpsys P

(Mix)

=%
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Dlaczego gtebokos¢ zamiast wysokosci?

przeanalizujmy nastepujace zastosowanie (Mix):

o, =X
——— (A=)
PAY, =X
F= oA T orpsys P

(Mix)

=%

Po przeprowadzeniu standardowej transformacji otrzymujemy:

gdzie wysokos¢ dowodu prawej przestanki drugiego zastosowania
(Mix) nawet wzrosta, zatem nie otrzymalismy oczekiwanej redukgji.
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Definicja gtebokosci (Mix)
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Definicja gtebokosci (Mix)

Niech ¢ bedzie cut-formuta, a B dowolna gatezia zawierajaca lewa
przestanke (Mix).
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Definicja gtebokosci (Mix)

Niech ¢ bedzie cut-formuta, a B dowolna gatezia zawierajaca lewa
przestanke (Mix).

Rank(B) to ilo$¢ weztéw w tej gatezi, w ktdrych wystepuje ¢ i
ktore sa nad wnioskiem (Mix).
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Definicja gtebokosci (Mix)

Niech ¢ bedzie cut-formuta, a B dowolna gatezia zawierajaca lewa
przestanke (Mix).

Rank(B) to ilo$¢ weztéw w tej gatezi, w ktdrych wystepuje ¢ i
ktore sa nad wnioskiem (Mix).

L-rank() to maksymalna warto$¢ rank(B), gdzie B to dowolna z
gatezi zawierajacych lewa przestanka (Mix).
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Definicja gtebokosci (Mix)

Niech ¢ bedzie cut-formuta, a B dowolna gatezia zawierajaca lewa
przestanke (Mix).

Rank(B) to ilo$¢ weztéw w tej gatezi, w ktdrych wystepuje ¢ i
ktore sa nad wnioskiem (Mix).

L-rank() to maksymalna warto$¢ rank(B), gdzie B to dowolna z
gatezi zawierajacych lewa przestanka (Mix).

R-rank(y) definiujemy analogicznie ale dla prawej przestanki.
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Definicja gtebokosci (Mix)

Niech ¢ bedzie cut-formuta, a B dowolna gatezia zawierajaca lewa
przestanke (Mix).

Rank(B) to ilo$¢ weztéw w tej gatezi, w ktdrych wystepuje ¢ i
ktore sa nad wnioskiem (Mix).

L-rank() to maksymalna warto$¢ rank(B), gdzie B to dowolna z
gatezi zawierajacych lewa przestanka (Mix).

R-rank(y) definiujemy analogicznie ale dla prawej przestanki.
Rank(y)=L-rank(y¢)+R-rank(¢).
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Definicja gtebokosci (Mix)

Niech ¢ bedzie cut-formuta, a B dowolna gatezia zawierajaca lewa
przestanke (Mix).

Rank(B) to ilo$¢ weztéw w tej gatezi, w ktdrych wystepuje ¢ i
ktore sa nad wnioskiem (Mix).

L-rank() to maksymalna warto$¢ rank(B), gdzie B to dowolna z
gatezi zawierajacych lewa przestanka (Mix).

R-rank(y) definiujemy analogicznie ale dla prawej przestanki.
Rank(y)=L-rank(y¢)+R-rank(¢).

Gtebokos$¢ danego zastosowania (Mix) to rank jego cut-formuty.
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Dowéd Gentzena

Klasyczna wersja dowodu, przedstawiona przez Gentzena, zawiera
potréjna indukcje:
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Dowéd Gentzena

Klasyczna wersja dowodu, przedstawiona przez Gentzena, zawiera
potréjna indukcje:

@ po ilosci wystapien ciecia w dowodzie;
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Dowéd Gentzena

Klasyczna wersja dowodu, przedstawiona przez Gentzena, zawiera
potréjna indukcje:

@ po ilosci wystapien ciecia w dowodzie;
@ po dtugosci cut-formuty (parametr ten okreslany jest przez
Gentzena jako grade);
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Dowéd Gentzena

Klasyczna wersja dowodu, przedstawiona przez Gentzena, zawiera
potréjna indukcje:
@ po ilosci wystapien ciecia w dowodzie;
@ po dtugosci cut-formuty (parametr ten okreslany jest przez
Gentzena jako grade);
@ po gtebokosci (Mix) tj. ilosci sekwentéw zawierajacych
cut-formute i wystepujacych nad sekwentem wnioskiem tego

zastosowania (Mix) (parametr ten okreslany jest przez
Gentzena jako rank).
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Dowéd Gentzena — schemat ogdlny:
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Dowéd Gentzena — schemat ogdlny:

I. Indukcja po ilosci (Mix)
1.1. Baza: W dowodzie z jednym (Mix), jest on eliminowalny
[l. Indukcja po gtebokosci cut-formuty
I1l. Indukcja po dtugosci cut-formuty
Whiosek z Ill: (Mix) o gtebokosci 2 na cut-formule o
dowolnej dtugosci jest eliminowalny
Whiosek z II: (Mix) o dowolnej gtebokosci jest eliminowalny
1.2. Krok indukeyjny: Jezeli (Mix) jest eliminowalny w dowodzie,
w ktérym wystepuje k < n razy, to jest eliminowalny w dowodzie,
w ktérym wystepuje n razy
Whiosek z 1.1., 1.2: (Mix) jest eliminowalne w kazdym dowodzie
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Dowéd Gentzena — schemat troche mniej ogdlny:
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Dowéd Gentzena — schemat troche mniej ogdlny:
I. Indukcja po ilosci (Mix)
1.1. Baza: W dowodzie z jednym (Mix), jest on eliminowalny
[l. Indukcja po gtebokosci cut-formuty
2.1. Baza: (Mix) o gtebokosci 2 jest eliminowalny
I1l. Indukcja po dtugosci cut-formuty
3.1. Baza: (Mix) na cut-formule o dtugosci 0 jest eliminowalny
3.2. Krok indukcyjny: Jezeli (Mix) na cut-formule o dtugosci
k < n jest eliminowalny, to jest tez eliminowalny
na cut-formule o dtugosci n
Whiosek z 3.1., 3.2: (Mix) o gtebokosci 2 na cut-formule o
dowolnej dtugosci jest eliminowalny
2.2. Krok indukcyjny: Jezeli (Mix) gtebokosci k < n jest
eliminowalny, to (Mix) o gtebokosci n jest eliminowalny
Whiosek z 2.1., 2.2: (Mix) o dowolnej gtebokosci jest
eliminowalny
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Dowéd Gentzena — krok indukcyjny 1.2.:
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Dowéd Gentzena — krok indukcyjny 1.2.:

Aby pokaza¢, ze dla dowodu twierdzenia o eliminacji, wystarczy
dowiedzenie bazy indukgji | (czyli krok 1.1. w powyzszym
schemacie). Zazwyczaj podaje sie go jako osobny lemat:
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Dowéd Gentzena — krok indukcyjny 1.2.:

Aby pokaza¢, ze dla dowodu twierdzenia o eliminacji, wystarczy
dowiedzenie bazy indukgji | (czyli krok 1.1. w powyzszym
schemacie). Zazwyczaj podaje sie go jako osobny lemat:
Lemat: Dowdd, w ktérym (Mix) wystepuje tylko raz jako jego
ostatnia reguta mozna przeksztatci¢ w dowdd nie zawierajacy
zadnego zastosowania (Mix).
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Dowéd Gentzena — krok indukcyjny 1.2.:

Aby pokaza¢, ze dla dowodu twierdzenia o eliminacji, wystarczy
dowiedzenie bazy indukgji | (czyli krok 1.1. w powyzszym
schemacie). Zazwyczaj podaje sie go jako osobny lemat:

Lemat: Dowdd, w ktérym (Mix) wystepuje tylko raz jako jego
ostatnia reguta mozna przeksztatci¢ w dowdd nie zawierajacy
zadnego zastosowania (Mix).

Wykazanie, ze podany wyzej lemat implikuje ogdlne twierdzenie o
eliminacji jest trywialne. W dowolnym dowodzie z wieloma
zastosowaniami (Mix) (n > 2) wybieramy takie, nad ktérym nie
wystepuje inne zastosowanie tej reguty (moze by¢ ich kilka).
Poddowéd, ktéry koriczy sie tym zastosowaniem (Mix) spetnia
warunki lematu, zatem mozna go w rozwazanym dowodzie
wymieni¢ na taki poddowdd, ktéry juz zadnego zastosowania (Mix)
nie posiada. llo$¢ zastosowan (Mix) w nowym dowodzie wynosi

n — 1 zatem podpada pod zatozenia indukcyjne kroku 1.2.
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Baza indukgji Il (rank=2), Indukcja IlI:

W bazie indukgji Il (P. 3.1. dtugosé¢ = 0) eliminacja (Cut) jest
catkowita przez Faktl.

o Wykazujemy, ze (Mix) na formule o dtugosci n jest
eliminowalny lub zastepowalny przez zastosowania (Mix) na
formutach krétszych.
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Baza indukgji Il (rank=2), Indukcja IlI:

W bazie indukgji Il (P. 3.1. dtugosé¢ = 0) eliminacja (Cut) jest
catkowita przez Faktl.

o Wykazujemy, ze (Mix) na formule o dtugosci n jest
eliminowalny lub zastepowalny przez zastosowania (Mix) na
formutach krétszych.

@ W przypadku gdy jedna z przestanek jest aksjomatem lub
otrzymana przez (W) jest eliminowalny catkowicie przez
Faktl, analogicznie jak w P. 3.1.
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

Baza indukgji Il (rank=2), Indukcja Il

W bazie indukgji Il (P. 3.1. dtugosé¢ = 0) eliminacja (Cut) jest
catkowita przez Faktl.

o Wykazujemy, ze (Mix) na formule o dtugosci n jest
eliminowalny lub zastepowalny przez zastosowania (Mix) na
formutach krétszych.

@ W przypadku gdy jedna z przestanek jest aksjomatem lub
otrzymana przez (W) jest eliminowalny catkowicie przez
Faktl, analogicznie jak w P. 3.1.

@ Zostaja przypadki gdzie cut-formuta jest otrzymana przez
regute logiczna w obu przestankach.
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.1. rank=2, P. 3.2. Zat. ind.: (Mix) na formule o dtugosci < n
jest eliminowalny.

a) Przypadek gdy cut-formuta := ¢ A #: frg. dowodu postaci:
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.1. rank=2, P. 3.2. Zat. ind.: (Mix) na formule o dtugosci < n
jest eliminowalny.

a) Przypadek gdy cut-formuta := ¢ A #: frg. dowodu postaci:

M= A p M= A ¢ o, M=%
(:’A)(M.) = ApAD erd =y )
> LN=AY

zostaje zastapiony przez:
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.1. rank=2, P. 3.2. Zat. ind.: (Mix) na formule o dtugosci < n
jest eliminowalny.

a) Przypadek gdy cut-formuta := ¢ A #: frg. dowodu postaci:

M= A p M= A ¢ o, M=%
F=ApAY o AY, =%
LN=AX

(A=)

zostaje zastapiony przez:

M= Ap o, MN=x
ML, = A, %
LMN= A

(Mix)
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.1. rank=2, P. 3.2. Zat. ind.: (Mix) na formule o dtugosci < n
jest eliminowalny.

a) Przypadek gdy cut-formuta := ¢ A #: frg. dowodu postaci:

M= A p M= A ¢ o, M=%
F=ApAY o AY, =%
LN=AX

(A=)

zostaje zastapiony przez:

M= Ap o, MN=x
ML, = A, %
LMN= A

(Mix)

analogicznie dla (A =) na ¢ oraz dla V i —
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.1. rank=2, P. 3.2. Zat. ind.: jw.
b) Przypadek gdy cut-formuta := ¢ — 1. frg. dowodu postaci:
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.1. rank=2, P. 3.2. Zat. ind.: jw.
b) Przypadek gdy cut-formuta := ¢ — 1. frg. dowodu postaci:

o, T = A1) N=Y,o A==
[=A,0— 9 o >N A>T, =
TMA=AY,=

=-) (—==)

(Mix)

zostaje zastapiony przez:

Andrzej Indrzejczak Rachunki Sekwentéw 2



RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.1. rank=2, P. 3.2. Zat. ind.: jw.

b) Przypadek gdy cut-formuta := ¢ — 1. frg. dowodu postaci:
o, =AY MN=%¢ v,N= =
Sl ey — o MA>ET = (/\(;);&)

LMA=AY,= =
zostaje zastapiony przez:

pT= 0% GA=E 4

FI:>Z,<,0 QO,F,A¢:>A¢,: .
= (Mix)
|_|, FSD, /\1!1790 = Z‘P? A¢, =
— (W)(P)
IMA=AY =

gdzie Ay, , oznacza A\ bez wystapien 9 i .
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

Dowodzimy, ze kazdy (Mix) o gtebokosci = n mozna zastapic¢
zastosowaniami (Mix) o mniejszej gtebokosci.
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

Dowodzimy, ze kazdy (Mix) o gtebokosci = n mozna zastapic¢
zastosowaniami (Mix) o mniejszej gtebokosci.

Dowéd ma dwie czesci:
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

Dowodzimy, ze kazdy (Mix) o gtebokosci = n mozna zastapic¢
zastosowaniami (Mix) o mniejszej gtebokosci.

Dowéd ma dwie czesci:

A. Zaktadamy, ze R-rank> 1 i rozwazamy rézne przypadki, ktére
doprowadzity do dedukgji prawej przestanki (Mix)
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

Dowodzimy, ze kazdy (Mix) o gtebokosci = n mozna zastapic¢
zastosowaniami (Mix) o mniejszej gtebokosci.

Dowéd ma dwie czesci:

A. Zaktadamy, ze R-rank> 1 i rozwazamy rézne przypadki, ktére
doprowadzity do dedukgji prawej przestanki (Mix)

B. Zaktadamy, ze L-rank> 1 i rozwazamy rézne przypadki, ktére
doprowadzity do dedukcji lewej przestanki (Mix)
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

Dowodzimy, ze kazdy (Mix) o gtebokosci = n mozna zastapic¢
zastosowaniami (Mix) o mniejszej gtebokosci.

Dowéd ma dwie czesci:

A. Zaktadamy, ze R-rank> 1 i rozwazamy rézne przypadki, ktére
doprowadzity do dedukgji prawej przestanki (Mix)

B. Zaktadamy, ze L-rank> 1 i rozwazamy rézne przypadki, ktére
doprowadzity do dedukcji lewej przestanki (Mix)

W kazdej czesci nalezy rozwazy¢ sytuacje, gdy cut-formuta jest:
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

Dowodzimy, ze kazdy (Mix) o gtebokosci = n mozna zastapic¢
zastosowaniami (Mix) o mniejszej gtebokosci.

Dowéd ma dwie czesci:

A. Zaktadamy, ze R-rank> 1 i rozwazamy rézne przypadki, ktére
doprowadzity do dedukgji prawej przestanki (Mix)

B. Zaktadamy, ze L-rank> 1 i rozwazamy rézne przypadki, ktére
doprowadzity do dedukcji lewej przestanki (Mix)

W kazdej czesci nalezy rozwazy¢ sytuacje, gdy cut-formuta jest:
— parametryczna
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

Dowodzimy, ze kazdy (Mix) o gtebokosci = n mozna zastapic¢
zastosowaniami (Mix) o mniejszej gtebokosci.

Dowéd ma dwie czesci:

A. Zaktadamy, ze R-rank> 1 i rozwazamy rézne przypadki, ktére
doprowadzity do dedukgji prawej przestanki (Mix)

B. Zaktadamy, ze L-rank> 1 i rozwazamy rézne przypadki, ktére
doprowadzity do dedukcji lewej przestanki (Mix)

W kazdej czesci nalezy rozwazy¢ sytuacje, gdy cut-formuta jest:
— parametryczna

— przestankowa (zastosowanej reguty)
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

Dowodzimy, ze kazdy (Mix) o gtebokosci = n mozna zastapic¢
zastosowaniami (Mix) o mniejszej gtebokosci.

Dowéd ma dwie czesci:

A. Zaktadamy, ze R-rank> 1 i rozwazamy rézne przypadki, ktére
doprowadzity do dedukgji prawej przestanki (Mix)

B. Zaktadamy, ze L-rank> 1 i rozwazamy rézne przypadki, ktére
doprowadzity do dedukcji lewej przestanki (Mix)

W kazdej czesci nalezy rozwazy¢ sytuacje, gdy cut-formuta jest:
— parametryczna

— przestankowa (zastosowanej reguty)

— zasadnicza
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

Dowodzimy, ze kazdy (Mix) o gtebokosci = n mozna zastapic¢
zastosowaniami (Mix) o mniejszej gtebokosci.

Dowéd ma dwie czesci:

A. Zaktadamy, ze R-rank> 1 i rozwazamy rézne przypadki, ktére
doprowadzity do dedukgji prawej przestanki (Mix)

B. Zaktadamy, ze L-rank> 1 i rozwazamy rézne przypadki, ktére
doprowadzity do dedukcji lewej przestanki (Mix)

W kazdej czesci nalezy rozwazy¢ sytuacje, gdy cut-formuta jest:
— parametryczna

— przestankowa (zastosowanej reguty)

— zasadnicza

i wzia¢ pod uwage wszystkie mozliwe reguty.
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

A. Zaktadamy, ze R-rank> 1
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

A. Zaktadamy, ze R-rank> 1
a) przypadki gdy cut-formuta jest parametrem a prawa przestanka

jest otrzymana przez regute dziatajaca tylko na nastepniku:
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

A. Zaktadamy, ze R-rank> 1

a) przypadki gdy cut-formuta jest parametrem a prawa przestanka
jest otrzymana przez regute dziatajaca tylko na nastepniku:
1-przestankowe reguty, np. przypadek (= V)
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

A. Zaktadamy, ze R-rank> 1

a) przypadki gdy cut-formuta jest parametrem a prawa przestanka
jest otrzymana przez regute dziatajaca tylko na nastepniku:
1-przestankowe reguty, np. przypadek (= V)

fragment dowodu o postaci:

Mle] = %, 9

Y LT ES XTI
(Mix)
MM, = Ap, X, 0V X
zostaje zastapiony przez:
= Aly] Nie] = %, ¢ (Mix)

MMy = Ap, 2,9
MM, = Ay, X, 9V x
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

2-przestankowe reguty — tylko (= A):
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

2-przestankowe reguty — tylko (= A):
fragment dowodu o postaci:

el =%, Nyl =X, x
M= Al Mgl = X, Ax
MM, = Ay, 2,9 A X

(=A)

(Mix)
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

2-przestankowe reguty — tylko (= A):
fragment dowodu o postaci:
Me] = X Mlyo] = X,
MMy, = Ap, X, Ax
zostaje zastapiony przez:
(Mix) = Ayl Mgl = X, ¢ r= Ay Mgl = X, x (Mix)
MMy = Ay, %, MM, = Ay, %, x
(=7
MMy = Ay, 5,0 A
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

b) przypadki gdy cut-formuta jest parametrem a prawa przestanka
jest otrzymana przez regute dziatajaca tylko na poprzedniku:
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

b) przypadki gdy cut-formuta jest parametrem a prawa przestanka
jest otrzymana przez regute dziatajaca tylko na poprzedniku:
przypadek (A =) — frg. dowodu postaci:

b, Nfp] = &

r= Aly] P Ax,MNp] = X
LyAx, N, = Ay, S

A=)

(Mix)
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

b) przypadki gdy cut-formuta jest parametrem a prawa przestanka
jest otrzymana przez regute dziatajaca tylko na poprzedniku:
przypadek (A =) — frg. dowodu postaci:

¥, Mgl = *
— A=)
oy =AM YA Nl = X
(Mix)
MY Ax, My = Ay, T
zostaje zastapiony przez:
M= Aly] ¥, Nle] = X (Mix)

r»w»n%’ :>A4P72
Yy Ax, My = Ap, X

(= V)(P =)
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

b) przypadki gdy cut-formuta jest parametrem a prawa przestanka
jest otrzymana przez regute dziatajaca tylko na poprzedniku:
przypadek (A =) — frg. dowodu postaci:

¥, Mgl = *
— A=)
oy =AM YA Nl = X
(Mix)
MY Ax, My = Ay, T
zostaje zastapiony przez:
M= Aly] ¥, Nle] = X (Mix)

r»w»n%’ :>A4P72
Yy Ax, My = Ap, X

(= V)(P =)

analogicznie dla (W =), (C =), (P =) a dla 2-przestankowej (V =) analogicznie do
= /A\) wa).

Andrzej Indrzejczak Rachunki Sekwentéw 2



RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

c) przypadki gdy cut-formuta jest parametrem a prawa przestanka
jest otrzymana przez regute dziatajaca na obu stronach sekwentu:

v
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

c) przypadki gdy cut-formuta jest parametrem a prawa przestanka
jest otrzymana przez regute dziatajaca na obu stronach sekwentu:
przypadek (=—) — frg. dowodu postaci:

¥, Mlp] = X, x
= Al Ne] = =, 9 — x
ryn&P:}Atpvz’w*}X

==)
(Mix)
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

c) przypadki gdy cut-formuta jest parametrem a prawa przestanka
jest otrzymana przez regute dziatajaca na obu stronach sekwentu:
przypadek (=—) — frg. dowodu postaci:

¥, Nle] = X, x
(=-)
 T=Al] Nie] = %, 9 — x
(Mix)
rynkp = Atp7z’w *)X
zostaje zastapiony przez:

r= ?[z] s :>¢7A”[<i:] =X, x (Mix)

(:>—>)(P :>) bl bl "2 {25 9X

r?”AP:>A¢'7Z71/)_)X
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

c) przypadki gdy cut-formuta jest parametrem a prawa przestanka
jest otrzymana przez regute dziatajaca na obu stronach sekwentu:
przypadek (=—) — frg. dowodu postaci:

¥, Nle] = X, x
(=-)
 T=Al] Nie] = %, 9 — x
(Mix)
rynkp = Atp7z’w *)X
zostaje zastapiony przez:

r= ?[z] s :>¢7A”[<i:] =X, x (Mix)

(:>—>)(P :>) bl bl "2 {25 9X

r?”AP:>A¢'7Z71/)_)X

analogicznie dla (- =), (= )

Andrzej Indrzejczak Rachunki Sekwentéw 2




RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

2-przestankowe reguty — tylko (—=-): frg. dowodu postaci:
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

2-przestankowe reguty — tylko (—=-): frg. dowodu postaci:

Mle] = X,9 X, Nlp] = =
r= Aly] ¥ — x, N[el, Alp] = X, =
T — x, Mg, Ap = A, 5, =

(==)
(Mix)
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

2-przestankowe reguty — tylko (—=-): frg. dowodu postaci:

Mle] = X,9 X, Nlp] = =
r= Aly] ¥ — x, N[el, Alp] = X, =
T — x, Mg, Ap = A, 5, =

(==)
(Mix)

zostaje zastapiony przez:

r= Alyg] x; Alp] = =
r= Ayl Mgl = =,v X Ao = Bg, =
MMy = Ay, X9 XM A = Ap, =
1/) = X7 r: rl(,O9 ryAtp = A(PazzAtp’E
= (P), (C)
MY — x,MNp,Ap = Ap, X, =

(Mix)
(P =)
(—=)

(Mix)
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

d) przypadki gdy cut-formuta jest formuta przestankowa reguty
zastosowanej do prawego sekwentu-przestanki:
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

d) przypadki gdy cut-formuta jest formuta przestankowa reguty
zastosowanej do prawego sekwentu-przestanki:

przypadek (=—) — fragment dowodu o postaci:

@, Nlp] = %,7
= Aly] Mol = X, 0 — ¢
r7r|50 =>A¢7):,<PH1/’

(=-)
(Mix)
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

d) przypadki gdy cut-formuta jest formuta przestankowa reguty
zastosowanej do prawego sekwentu-przestanki:
przypadek (=—) — fragment dowodu o postaci:

@, Nlp] = %,7
= Aly] Mol = X, 0 — ¢
r7r|50 =>A¢7):,<PH1/’

(=-)
(Mix)

zostaje zastapiony przez:

M= Al] e, Myl = %, ¢
MMy = Ap, 2,9
') rantﬂ = As@vsz
I—7r|¢' = A(Pvz7¢_>’¢}

(Mix)
(W =)
(=-)
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

d) przypadki gdy cut-formuta jest formuta przestankowa reguty
zastosowanej do prawego sekwentu-przestanki:
przypadek (=—) — fragment dowodu o postaci:

@, Nlp] = %,7
= Aly] Mol = X, 0 — ¢
r7r|50 =>A¢7):,<PH1/’

(=-)
(Mix)

zostaje zastapiony przez:

= Al @, Nlp] = X, 7
MM, = Ap, X, 9
®, rantﬂ = As@vsz

(Mix)
(W =)
(=-)

I—7r|¢' §A<P727SD_”¢}

=1 0] < [ KO

n Y dNK
Rachunki Sekwentéw 2

Andrzej Indrzejczak




RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

2-przestankowe reguty: przypadek (—=-) — frg. dowodu o postaci:
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

2-przestankowe reguty: przypadek (—=-) — frg. dowodu o postaci:

Nn= % p,N==
= Afy] v — o, A= X =
L — @ Mg, Ap = Ay, X, =

(—=)
(Mix)
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.
2-przestankowe reguty: przypadek (—=-) — frg. dowodu o postaci:

N= X,y p,N== (_>:>)
I':>A[<p] v — o, A= X = (M)
M — oMo A, = A, 5, = >

jezeli ¢ nie jest w 1 (M, = M), to zostaje zastapiony przez:

= Aly] Ap] = =

M A, = Ay, = W(M’X)
M=%, ¢ o T Ay = Dy = E_;;)

w—>gp,l'l,r,/\<p:>Z,A¢,E p
r7¢—>90,r|go,/\go=>A<p7275 ( )
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

jezeli ¢ jest w T, to zostaje zastapiony przez:
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

jezeli ¢ jest w T, to zostaje zastapiony przez:

= Alyg] o, A== )
M= Ayl Mle] = =, F Ao, = Ay, = (Mix)
(MIX) SO ‘p bl y Yy <,07—_ (W:>)
MMy = Ay, 2,9 ANV
(==)

Y — @, [Ny, T, N = Ay, X, A0, =
My — o, Np,Ap = Ay, X, =

(P)(C)
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

jezeli ¢ jest w T, to zostaje zastapiony przez:

= Alyg] o, A== )
M= Ayl Mle] = =, F Ao, = Ay, = (Mix)
(MIX) SO ‘p bl y Yy <P7—_ (W:>)
MMy = Ay, 2,9 ANV
(==)

Y — @, [Ny, T, N = Ay, X, A0, =
My — o, Np,Ap = Ay, X, =

(P)(C)

przypadek (V =) analogicznie.
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

e) przypadki gdy cut-formuta jest formuta gtéwna reguty
zastosowanej do prawego sekwentu-przestanki:
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.

e) przypadki gdy cut-formuta jest formuta gtéwna reguty
zastosowanej do prawego sekwentu-przestanki: przypadek (A =) -
fragment dowodu o postaci:

o, MpAp] =%
r= Alp AY] oA, NpAY] =T
F,I‘I(p/\w :>A(p/\¢,z

(A=)

(Mix)
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.
e) przypadki gdy cut-formuta jest formuta gtéwna reguty

zastosowanej do prawego sekwentu-przestanki: przypadek (A =) -
fragment dowodu o postaci:

o, MpAp] =%

(A=)
(Mix) = AlpAY] e Ay MlpAy] =X
F, n(p/\w = A<P/\1/N >
zostaje zastapiony przez:
= Alp AY] e MlpAy] =% .
(Mix)
I, e, n«p/\w = A«p/\wv Z
r,n A > (F=)
b b ﬁ b
P PAp PAY (A=)

rjA[WAlp] @A¢7F7H¢A¢:>A¢vaz

(Mix)
0 Nony = Aoy, Bpay, =

(P),(C)
F, rly,/\w = Aw\d,,i
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: (Mix) o
gtebokosci < n jest eliminowalny.
e) przypadki gdy cut-formuta jest formuta gtéwna reguty

zastosowanej do prawego sekwentu-przestanki: przypadek (A =) -
fragment dowodu o postaci:

o, MpAp] =%

(A=)
(Mix) = AlpAY] e Ay MlpAy] =X
F, n(p/\w = A<P/\1/N >
zostaje zastapiony przez:
= Alp AY] e MlpAy] =% .
(Mix)
I, e, n«p/\w = A«p/\wv Z
r,n A > (F=)
b b ﬁ b
P PAp PAY (A=)

rjA[WAlp] @A¢7F7H¢A¢:>A¢vaz

(Mix)
0 Nony = Aoy, Bpay, =

(P),(C)
F, rly,/\w = Aw\d,,i
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: j.w.
reguty 2-przestankowe — przypadek (—=): frg. postaci:
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: j.w.
reguty 2-przestankowe — przypadek (—=): frg. postaci:

M=% v, N==
M= Alp — 9] o —Y,MA= Y =
Ty Mty Mipip = B 7 =

(==)
(Mix)

Andrzej Indrzejczak Rachunki Sekwentéw 2



RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: j.w.

reguty 2-przestankowe — przypadek (—=): frg. postaci:

M=% v, N==
M= Alp — 9] o —Y,MA= Y =
Ty Mty Mipip = B 7 =

(==)
(Mix)

Zauwazmy, ze nie wiemy czy jakie$ wystapienia ¢ — 1 sa w obu
zbiorach parametréw 1 i A zatem musimy rozwazy¢ 3 przypadki:
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: j.w.

1. ¢ — ¥ jest zaréwno w I1 jak i w A.
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

1. ¢ — ¥ jest zaréwno w I1 jak i w A.
dowdd wyjsciowy zostaje zastapiony przez:

I = Alp — 9] P N[ —
(Mg = Ale = 9] Ny » ¥ =, ¢ Dot — - kil
X p
MMy = Dy, T Y, M gy = Ay, =
= Alp — 9] =P, TNy, Ty Ay = By T By, = i)
TN, TNy = DBy By, T By, =
(P)(C)

MMy Ny = Dpyyp, T, =
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: j.w.
2. ¢ — 1 jest w 1 ale nie w A.
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po glebokosci (Mix). Zat. ind.: j

2. ¢ — 1 jest w 1 ale nie w A.
dowdd wyjsciowy zostaje zastapiony przez:

o T=A4le - 9] Np — 9] =%,
(Mix) _
Ny = Bpy, T ¥, A==
= (—=)
r= Alp — 9] PO 2 By BE L
X
MMy, A= Dy, By, Dy, T, =
= (P)(C)
o Moo B = By 2, =
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: j.w.
3. ¢ — 9 jest w A ale nie w 1.

v
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.

3. ¢ — 9 jest w A ale nie w 1.
dowdd wyjsciowy zostaje zastapiony przez:

= Alp — ] Y, Alp — Y] = = (Mix)
Ty, Ay = Dpspy = _
N=13,¢ BT Ay = Dy, = (o)
r= Alp — 1] 0= U, M, T Apy = T, 8, 4, = —

r7 n7 r: /\Ap*w(p = A¢~>1{)7 Zy Agz—»d): =

(P)(C)

T A,y = Ay oy, 5, =
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.

3. ¢ — 9 jest w A ale nie w 1.
dowdd wyjsciowy zostaje zastapiony przez:

= Alp — ] Y, Alp — Y] = = (Mix)
Ty, Ay = Dpspy = _
N=13,¢ BT Ay = Dy, = (o)
r= Alp — 1] 0= U, M, T Apy = T, 8, 4, = —

r7 n7 r: /\Ap*w(p = A¢~>1{)7 Zy Agz—»d): =

(P)(C)

T A,y = Ay oy, 5, =

analogiczny dowéd dla (V =) cho¢ bez rozwazania
podprzypadkdw.
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RACHUNEK SEKWENTOW

System LK — eliminacja ciecia:

P. 2.2. krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zat. ind.: j.w.

3. ¢ — 9 jest w A ale nie w 1.
dowdd wyjsciowy zostaje zastapiony przez:

= Al — vl Y, A\lp — ¢ = = (Mix)
F, Ny = DBy, =
(P=)
n= 2730 ’l/), I—7 A(pﬂzp = A@—»’({):E ( )
—=
M= Alp — 9] =P, N,y =2, A, 4y, =

— (Mix)
r7 n7 r: /\Apﬂ'(p = A¢~>z{)7 Z: Agz—»d): =

(P)(C)

T A,y = Ay oy, 5, =

analogiczny dowéd dla (V =) cho¢ bez rozwazania
podprzypadkdw.

B. Analogicznie jak w czesci A. dowodzimy redukcji gtebokosci
(Mix) przy zatozeniu, ze L-rank> 1.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w m-ARS

Dowéd Dragalina:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w m-ARS

Dowéd Dragalina:

réznice z dowodem Gentzena sa nastepujace:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w m-ARS

Dowdd Dragalina:

réznice z dowodem Gentzena sa nastepujace:

@ pokazuje nie jak eliminowa¢ (Cut) z dowodu ale, ze jego
dotaczenie nie wzmacnia systemu
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w m-ARS

Dowdd Dragalina:

réznice z dowodem Gentzena sa nastepujace:

@ pokazuje nie jak eliminowa¢ (Cut) z dowodu ale, ze jego
dotaczenie nie wzmacnia systemu

@ bezposrednio dla (Cut) a nie dla (Mix)
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w m-ARS

Dowdd Dragalina:

réznice z dowodem Gentzena sa nastepujace:

@ pokazuje nie jak eliminowa¢ (Cut) z dowodu ale, ze jego
dotaczenie nie wzmacnia systemu

@ bezposrednio dla (Cut) a nie dla (Mix)
© dla m-ARS z aksjomatami elementarnymi
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w m-ARS

Dowéd Dragalina:

réznice z dowodem Gentzena sa nastepujace:
@ pokazuje nie jak eliminowa¢ (Cut) z dowodu ale, ze jego
dotaczenie nie wzmacnia systemu
@ bezposrednio dla (Cut) a nie dla (Mix)
© dla m-ARS z aksjomatami elementarnymi

Q indukcja na 2 parametrach (nie na 3)
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w m-ARS

Dowéd Dragalina:

réznice z dowodem Gentzena sa nastepujace:

@ pokazuje nie jak eliminowa¢ (Cut) z dowodu ale, ze jego
dotaczenie nie wzmacnia systemu

bezposrednio dla (Cut) a nie dla (Mix)
dla m-ARS z aksjomatami elementarnymi

indukcja na 2 parametrach (nie na 3)

©©0 00

indukcja nie po gtebokosci ale po dtugosci dowodu przestanki

(Cut)

Andrzej Indrzejczak Rachunki Sekwentéw 2



RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w m-ARS

Dowdd Dragalina:

réznice z dowodem Gentzena sa nastepujace:

@ pokazuje nie jak eliminowa¢ (Cut) z dowodu ale, ze jego
dotaczenie nie wzmacnia systemu

bezposrednio dla (Cut) a nie dla (Mix)
dla m-ARS z aksjomatami elementarnymi

indukcja na 2 parametrach (nie na 3)

©©0 00

indukcja nie po gtebokosci ale po dtugosci dowodu przestanki

(Cut)

Uwaga: dtugos¢ zastosowania (Cut) okreslamy jako sume dtugosci
dowodow obu przestanek.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w m-ARS

Dowéd Dragalina:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w m-ARS

Dowéd Dragalina:

Dowdéd rozbity jest na 4 czesci:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w m-ARS

Dowéd Dragalina:

Dowdéd rozbity jest na 4 czesci:

© co najmniej jedna przestanka aksjomatyczna
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w m-ARS

Dowéd Dragalina:

Dowdéd rozbity jest na 4 czesci:

© co najmniej jedna przestanka aksjomatyczna

@ cut-formuta nie jest zasadnicza w lewej (ew. prawej)
przestance
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w m-ARS

Dowéd Dragalina:

Dowdéd rozbity jest na 4 czesci:

© co najmniej jedna przestanka aksjomatyczna

@ cut-formuta nie jest zasadnicza w lewej (ew. prawej)
przestance

@ cut-formuta jest zasadnicza tylko w lewej (ew. prawej)
przestance
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w m-ARS

Dowéd Dragalina:

Dowdéd rozbity jest na 4 czesci:

© co najmniej jedna przestanka aksjomatyczna

@ cut-formuta nie jest zasadnicza w lewej (ew. prawej)
przestance

@ cut-formuta jest zasadnicza tylko w lewej (ew. prawej)
przestance

@ cut-formuta jest zasadnicza w obu przestankach

Andrzej Indrzejczak Rachunki Sekwentéw 2



RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w m-ARS

Dowéd Dragalina:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w m-ARS

Dowéd Dragalina:

W 1 czesci pokazujemy, ze (Cut) jest catkowicie eliminowalne —
wynika to z Faktu 1.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w m-ARS

Dowéd Dragalina:
W 1 czesci pokazujemy, ze (Cut) jest catkowicie eliminowalne —

wynika to z Faktu 1.
W 2. i 3. wykazujemy, ze mozna zredukowa¢ dtugos¢ dowodu

jednej przestanki (Cut).
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w m-ARS

Dowéd Dragalina:

W 1 czesci pokazujemy, ze (Cut) jest catkowicie eliminowalne —
wynika to z Faktu 1.

W 2. i 3. wykazujemy, ze mozna zredukowa¢ dtugos¢ dowodu
jednej przestanki (Cut).

W punkcie 2. przyjmujemy, ze cut-formuta nie jest zasadnicza w
lewej przestance (Cut) zatem przy niezmienionej przestance prawe;j
pokazujemy, ze dtugos¢ dowodu lewe]j przestanki mozna zmniejszy¢.
Rozwazamy wszystkie 8 przypadkéw zastosowania regut logicznych
do uzyskania lewej przestanki. Odpowiadaja one transformacjom z
punktu B1 w dowodzie Gentzena.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w m-ARS

Dowéd Dragalina:

W 1 czesci pokazujemy, ze (Cut) jest catkowicie eliminowalne —
wynika to z Faktu 1.

W 2. i 3. wykazujemy, ze mozna zredukowa¢ dtugos¢ dowodu
jednej przestanki (Cut).

W punkcie 2. przyjmujemy, ze cut-formuta nie jest zasadnicza w
lewej przestance (Cut) zatem przy niezmienionej przestance prawe;j
pokazujemy, ze dtugos¢ dowodu lewe]j przestanki mozna zmniejszy¢.
Rozwazamy wszystkie 8 przypadkéw zastosowania regut logicznych
do uzyskania lewej przestanki. Odpowiadaja one transformacjom z
punktu B1 w dowodzie Gentzena.

W punkcie 3 zaktadamy, ze cut-formuta jest zasadnicza tylko w
lewej przestance i wykonujemy transformacje skracajace dtugosé
prawej przestanki. Znéw rozwazamy 8 przypadkdéw zastosowania
regut logicznych tym razem do prawej przestanki. Pokrywaja sie
one z punktem Al w dowodzie Gentzena.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w m-ARS

Dowéd Dragalina:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w m-ARS

Dowéd Dragalina:

Dla przyktadu rozwazmy (—=-):
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w m-ARS

Dowéd Dragalina:

Dla przyktadu rozwazmy (—=-):

= A, p,x P, = A, x
o=, = A x X, M =X
o=, L N=AY

(==)

(Cut)
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w m-ARS

Dowéd Dragalina:

Dla przyktadu rozwazmy (—=-):

= A, p,x P, = A, x
o=, = A x X, M =X
o—, [ N=AYX

(==)

(Cut)

zostaje zastapiony przez:

M= A p,x X, =X P, = A, x X, =X (Cut
N=AY p w,F,I'I:>A,Z( =)
N
-, M==AY

(Cut)

gdzie oba zastosowania (Cut) maja mniejsza dtugos¢ sa zatem
eliminowalne z zatozenia indukcyjnego.
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w m-ARS

Uwaga: Catkowicie odpada rozwazanie przypadkéw zgrupowanych

w punkcie A2 i A3 (oraz B2 i B3), gdyz zachodza one dla systemu
z (pierwotna) kontrakcja i z (Mix) zamiast (Cut).
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w m-ARS

Uwaga: Catkowicie odpada rozwazanie przypadkéw zgrupowanych
w punkcie A2 i A3 (oraz B2 i B3), gdyz zachodza one dla systemu

z (pierwotna) kontrakcja i z (Mix) zamiast (Cut).

1. Przypadki rozwazane przez nas w dowodzie Gentzena w punkcie
A2 i B2 (cut-formuta jako formuta przestankowa) podpadaja (jako
szczegdlne przypadki) pod transformacje przeprowadzane w
dowodzie Dragalina w punkcie 3 i 2 gdyz z dwdch wystapien
cut-formuty w prawej przestance (Cut) tylko jedna jest eliminowana
po przesunieciu danego zastosowania (Cut) do géry; druga nadal
moze by¢ wykorzystana ponizej jako formuta poboczna
zastosowania odpowiedniej reguty.

Andrzej Indrzejczak Rachunki Sekwentéw 2



RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w m-ARS

Uwaga: Catkowicie odpada rozwazanie przypadkéw zgrupowanych

w punkcie A2 i A3 (oraz B2 i B3), gdyz zachodza one dla systemu
z (pierwotna) kontrakcja i z (Mix) zamiast (Cut).

1. Przypadki rozwazane przez nas w dowodzie Gentzena w punkcie
A2 i B2 (cut-formuta jako formuta przestankowa) podpadaja (jako
szczegdlne przypadki) pod transformacje przeprowadzane w
dowodzie Dragalina w punkcie 3 i 2 gdyz z dwdch wystapien
cut-formuty w prawej przestance (Cut) tylko jedna jest eliminowana
po przesunieciu danego zastosowania (Cut) do géry; druga nadal
moze by¢ wykorzystana ponizej jako formuta poboczna
zastosowania odpowiedniej reguty.

2. Przypadki podpadajace w dowodzie Gentzena pod punkt A3 i
B3 (cut-formuta jako formuta zasadnicza); nie znajduja
zastosowania gdyz (Cut) wycina tylko jedno wystapienie
cut-formuty a nie wszystkie jak (Mix).
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w m-ARS

Dowéd Dragalina:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w m-ARS

Dowdd Dragalina:

W punkcie 4. dowodzimy, ze mozna zredukowa¢ dtugosc
cut-formuty. Poniewaz zmienne nie moga by¢ formutami
zasadniczymi wiec w konsekwencji prowadzi to do catkowitej
eliminacji (Cut).
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w m-ARS

Dowéd Dragalina:

W punkcie 4. dowodzimy, ze mozna zredukowa¢ dtugosc
cut-formuty. Poniewaz zmienne nie moga by¢ formutami
zasadniczymi wiec w konsekwencji prowadzi to do catkowitej
eliminacji (Cut).

Dowéd w tym punkcie nie rézni sie od dowodu punktu 3.2. w
dowodzie Gentzena cho¢ tu dla odmiany transformacje dla
cut-formut o postaci koniunkgcji i alternatywy sa bardziej
skomplikowane dla wariantéw Ketonena.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w m-ARS

Dowéd Dragalina:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w m-ARS

Dowéd Dragalina:

Dla przyktadu podamy przypadek koniunkgji:

M= A M= A9 o, 0, M=X (A =)
M= ApANY e AY,MT=X
MMN=AX

=)
(Mix)
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w m-ARS

Dowéd Dragalina:

Dla przyktadu podamy przypadek koniunkgji:

M= A M= A9 o, 0, M=X (A =)
M= ApANY e AY,MT=X
MMN=AX

=)
(Mix)

zostaje zastapiony przez:

M= Ap p, 0, M=%
M= A4 T N
FN=A,Ax (Cut)
(€)
MEY%s

(Cut)
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w m-ARS

Dowéd Dragalina:

Dla przyktadu podamy przypadek koniunkgji:

M= A M= A9 o, 0, M=X (A =)
M= ApANY e AY,MT=X
MMN=AX

=)
(Mix)

zostaje zastapiony przez:

M= Ap p, 0, M=%
M= A4 T N
FN=A,Ax (Cut)
(€)
MEY%s

(Cut)

Jak wida¢ w poréwnaniu do stosownej transformacji dla regut
Gentzena zmuszeni jesteSmy zastosowaé (Cut) dwukrotnie. Co
wiecej wysoko$¢ drugiego zastosowania (Cut) moze by¢ wieksza ale
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w LK

Dowéd Curry'ego:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w LK

Dowéd Curry'ego:

Dowdd Curry’ego przeprowadzony jest dla dwéch wersji LK.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w LK

Dowéd Curry'ego:

Dowdd Curry’ego przeprowadzony jest dla dwéch wersji LK.
Réznice z dowodem Gentzena sa nastepujace:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w LK

Dowéd Curry'ego:

Dowdd Curry’ego przeprowadzony jest dla dwéch wersji LK.
Réznice z dowodem Gentzena sa nastepujace:

@ pokazuje nie jak eliminowaé (Cut) z dowodu ale, ze jego
dotaczenie nie wzmacnia systemu

Andrzej Indrzejczak Rachunki Sekwentéw 2



RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w LK

Dowéd Curry'ego:

Dowdd Curry’ego przeprowadzony jest dla dwéch wersji LK.
Réznice z dowodem Gentzena sa nastepujace:

@ pokazuje nie jak eliminowaé (Cut) z dowodu ale, ze jego
dotaczenie nie wzmacnia systemu

@ bezposrednio dla (Cut) a nie dla (Mix)
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w LK

Dowéd Curry'ego:

Dowdd Curry’ego przeprowadzony jest dla dwéch wersji LK.
Réznice z dowodem Gentzena sa nastepujace:

@ pokazuje nie jak eliminowaé (Cut) z dowodu ale, ze jego
dotaczenie nie wzmacnia systemu

@ bezposrednio dla (Cut) a nie dla (Mix)
@ indukcja na 2 parametrach (nie na 3)
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w LK

Dowéd Curry'ego:

Dowdd Curry’ego przeprowadzony jest dla dwéch wersji LK.
Réznice z dowodem Gentzena sa nastepujace:

@ pokazuje nie jak eliminowaé (Cut) z dowodu ale, ze jego
dotaczenie nie wzmacnia systemu

@ bezposrednio dla (Cut) a nie dla (Mix)
@ indukcja na 2 parametrach (nie na 3)

© indukcja nie po gtebokosci ale po dtugosci dowodu przestanki

(Cut)
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w LK

Dowéd Curry'ego:

Dowdd Curry’ego przeprowadzony jest dla dwéch wersji LK.
Réznice z dowodem Gentzena sa nastepujace:

@ pokazuje nie jak eliminowaé (Cut) z dowodu ale, ze jego
dotaczenie nie wzmacnia systemu

@ bezposrednio dla (Cut) a nie dla (Mix)

@ indukcja na 2 parametrach (nie na 3)

© indukcja nie po gtebokosci ale po dtugosci dowodu przestanki
(Cut)

© dowdd rozbity na 3 niezalezne etapy
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w LK

Dowéd Curry'ego:

Dowdd Curry’ego przeprowadzony jest dla dwéch wersji LK.
Réznice z dowodem Gentzena sa nastepujace:

@ pokazuje nie jak eliminowaé (Cut) z dowodu ale, ze jego
dotaczenie nie wzmacnia systemu

@ bezposrednio dla (Cut) a nie dla (Mix)

@ indukcja na 2 parametrach (nie na 3)

© indukcja nie po gtebokosci ale po dtugosci dowodu przestanki
(Cut)

© dowdd rozbity na 3 niezalezne etapy

© dowdd 2 etapdw oparty jest na globalnych przeksztatceniach
dowodu
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w LK

Dowéd Curry'ego:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w LK

Dowéd Curry'ego:

Dowéd Curry'ego jest podzielony na 3 etapy:

Andrzej Indrzejczak Rachunki Sekwentéw 2



RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w LK

Dowéd Curry'ego:

Dowéd Curry'ego jest podzielony na 3 etapy:
Etap 1:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w LK

Dowéd Curry'ego:

Dowéd Curry'ego jest podzielony na 3 etapy:

Etap 1:

Zatozenia:

Ell FT = A, p

E12 jezeliF oM M=% toF M, M= A%

gdzie (1) oznacza, ze cut-formuta ¢ wystepuje po raz pierwszy w
sekwencie.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w LK

Dowéd Curry'ego:

Dowéd Curry'ego jest podzielony na 3 etapy:
Etap 1:
Zatozenia:

Ell FT = A, p

E12 jezeliF oM M=% toF M, M= A%

gdzie (1) oznacza, ze cut-formuta ¢ wystepuje po raz pierwszy w
sekwencie.

Dowodzimy, ze jezeli -, 11 = %, to =T, 11 = A, X przez indukcje
po dtugosci dowodu prawej przestanki (Cut).

v
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w LK

Dowéd Curry'ego:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w LK

Dowéd Curry'ego:
Etap 2:
Zatozenia:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w LK

Dowéd Curry'ego:

Etap 2:

Zatozenia:

E21 o, =X

E22 jezeli F M= A, oM to - T,M= A, X
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w LK

Dowéd Curry'ego:

Etap 2:

Zatozenia:

E21 Fp, M=%

E22 jezeli F M= A, oM to - T,M= A, X

Dowodzimy, ze jezeli - = A, p, to =T, [1 = A, ¥ przez indukcje
po dtugosci dowodu lewej przestanki (Cut).
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w LK

Dowéd Curry'ego:

Etap 2:

Zatozenia:

E21 Fp, M=%

E22 jezeli F M= A, oM to - T,M= A, X

Dowodzimy, ze jezeli - = A, p, to =T, [1 = A, ¥ przez indukcje
po dtugosci dowodu lewej przestanki (Cut).

Etap 3:
Zatozenia:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w LK

Dowéd Curry'ego:

Etap 2:

Zatozenia:

E21 Fp, M=%

E22 jezeli F M= A, oM to - T,M= A, X
Dowodzimy, ze jezeli - = A, p, to =T, [1 = A, ¥ przez indukcje
po dtugosci dowodu lewej przestanki (Cut).

Etap 3:

Zatozenia:

E31 (Cut) jest dopuszczalne dla kazdej podformuty ¢
E32 T = A,

E33 M) N= %
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w LK

Dowéd Curry'ego:

Etap 2:

Zatozenia:

E21 Fp, M=%

E22 jezeli F M= A, oM to - T,M= A, X
Dowodzimy, ze jezeli - = A, p, to =T, [1 = A, ¥ przez indukcje
po dtugosci dowodu lewej przestanki (Cut).

Etap 3:

Zatozenia:

E31 (Cut) jest dopuszczalne dla kazdej podformuty ¢
E32 T = A,

E33 M) N= %

Dowodzimy F I, 1 = A, ¥ przez indukcje po dtugosci cut-formuty.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w LK

Dowéd Curry'ego:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w LK

Dowéd Curry'ego:

1. (Cut) na podformutach cut-formuly ¢ jest dopuszczalny (E31)
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w LK

Dowéd Curry'ego:

1. (Cut) na podformutach cut-formuly ¢ jest dopuszczalny (E31)
2. FT = A, (E11)
3. F,M= T (E21)
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w LK

Dowéd Curry'ego:

1. (Cut) na podformutach cut-formuly ¢ jest dopuszczalny (E31)
2. FT = A, (E11)
3. F M=% (E21)

3.1. F o N = X (E33)
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w LK

Dowéd Curry'ego:

1. (Cut) na podformutach cut-formuly ¢ jest dopuszczalny (E31)
2. FT = A, (E11)
3. F M=% (E21)
3.1. F o N = X (E33)
31.1. FT = A, oM (E32)
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w LK

Dowéd Curry'ego:

1. (Cut) na podformutach cut-formuly ¢ jest dopuszczalny (E31)
2. FT = A, (E11)
3. F M=% (E21)
3.1. F o N = X (E33)
31.1. FT = A, oM (E32)
312 FM,M=A,Y 1,31, 311, Etap3
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w LK

Dowéd Curry'ego:

1. (Cut) na podformutach cut-formuly ¢ jest dopuszczalny (E31)
2. FT = A, (E11)
3. F o, M= ¥ (E21)
3.1. F o N = X (E33)
31.1. FT = A, oM (E32)
312 FMMN=AY 1,31, 311, Etap3
32 jezelib T = A, oM to T, M= A, ¥ 3.1.1.-3.1.2.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w LK

Dowéd Curry'ego:

1. (Cut) na podformutach cut-formuly ¢ jest dopuszczalny (E31)
2. FT = A, p (EL1)
3. F e, M= X (E21)
3.1. F o N = X (E33)
31.1. FT = A, oM (E32)
31.2. FIMN=AX 1,31,311, Etap3
32 jezelib T = A, oM to T, M= A, ¥ 3.1.1.-3.1.2.
33. jezeli FT = Ao, to T, MM= A% 3., 3.2, Etap 2
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w LK

Dowéd Curry'ego:

1. (Cut) na podformutach cut-formuly ¢ jest dopuszczalny (E31)
2. FT = A, p (EL1)
3. F e, M= X (E21)
3.1. F o N = X (E33)
31.1. FT = A, oM (E32)
31.2. FIMN=AX 1,31,311, Etap3
32 jezelib T = A, oM to T, M= A, ¥ 3.1.1.-3.1.2.
33. jezeli FT = Ao, to T, MM= A% 3., 3.2, Etap 2
34 FT,N=AX 2,33
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w LK

Dowéd Curry'ego:

1. (Cut) na podformutach cut-formuly ¢ jest dopuszczalny (E31)
2. FT = A, (E11)
3. Fp,M= X (E21)
3.1. F o N = X (E33)
31.1. FT = A, oM (E32)
312.-MN=A,Y 1,31,311, Etap3
32 jezelib T = A, oM to T, M= A, ¥ 3.1.1.-3.1.2.
33. jezeli FT = Ao, to T, MM= A% 3., 3.2, Etap 2
34.FT,N=AX 2,33
4. jezeliF oM N=¥ toF T, MN=AY 31 -34
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w LK

Dowéd Curry'ego:

1. (Cut) na podformutach cut-formuly ¢ jest dopuszczalny (E31)
2. FT = A, p (EL1)
3. F e, M= X (E21)
3.1. F o N = X (E33)
31.1. FT = A, oM (E32)
312. FIN=A>X 1,31,311, Etap3
32 jezelib T = A, oM to T, M= A, ¥ 3.1.1.-3.1.2.
33. jezeli FT = Ao, to T, MM= A% 3., 3.2, Etap 2
34. FN=AY 2,33
4. jezeliF oM N=¥ toF T, MN=AY 31 -34
5. jezeliFp, M=% to-T, M==AY 2,4, Etap1
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w LK

Dowéd Curry'ego:

1. (Cut) na podformutach cut-formuly ¢ jest dopuszczalny (E31)
2. FT = A, p (EL1)
3. F e, M= X (E21)
3.1. F o N = X (E33)
31.1. FT = A, oM (E32)
312. FIN=A>X 1,31,311, Etap3
32 jezelib T = A, oM to T, M= A, ¥ 3.1.1.-3.1.2.
33. jezeli FT = Ao, to T, MM= A% 3., 3.2, Etap 2
34. FN=AY 2,33
4. jezeliF oM N=¥ toF T, MN=AY 31 -34
5. jezeliFp, M=% to-T, M==AY 2,4, Etap1
6. FILMN=AY 3.,5.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w LK

Dowody poszczegdlnych etapdw:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w LK

Dowody poszczegdlnych etapdw:

Dowdd etapu 3 wyglada doktadnie tak samo jak dowdd kroku
indukcyjnego po dtugosci formuty przy zatozonym rank=2 w
dowodzie Gentzena (punkt 3.2 i punkt 4 u Dragalina).
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w LK

Dowody poszczegdlnych etapdw:

Dowdd etapu 3 wyglada doktadnie tak samo jak dowdd kroku
indukcyjnego po dtugosci formuty przy zatozonym rank=2 w
dowodzie Gentzena (punkt 3.2 i punkt 4 u Dragalina).

Punkty 1 i 2 sa dowodzone niezaleznie i kazdy z nich moze by¢
udowodniony na rézne sposoby:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w LK

Dowody poszczegdlnych etapdw:

Dowdd etapu 3 wyglada doktadnie tak samo jak dowdd kroku
indukcyjnego po dtugosci formuty przy zatozonym rank=2 w
dowodzie Gentzena (punkt 3.2 i punkt 4 u Dragalina).

Punkty 1 i 2 sa dowodzone niezaleznie i kazdy z nich moze by¢
udowodniony na rézne sposoby:

o tak jak u Gentzena (punkty A i B), za pomoca lokalnych
transformacji redukujacych dtugos¢ dowodu jednej z
przestanek
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w LK

Dowody poszczegdlnych etapdw:

Dowdd etapu 3 wyglada doktadnie tak samo jak dowdd kroku
indukcyjnego po dtugosci formuty przy zatozonym rank=2 w
dowodzie Gentzena (punkt 3.2 i punkt 4 u Dragalina).

Punkty 1 i 2 sa dowodzone niezaleznie i kazdy z nich moze by¢
udowodniony na rézne sposoby:

o tak jak u Gentzena (punkty A i B), za pomoca lokalnych
transformacji redukujacych dtugos¢ dowodu jednej z
przestanek

@ u Curry’ego — oparty na globalnych przeksztatceniach dowodu

odpowiedniej przestanki (odwotuje sie do ustalonych wyzej
wiasnosci regut LK)
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w LK

Dowody poszczegdlnych etapdw:

Dowdd etapu 3 wyglada doktadnie tak samo jak dowdd kroku
indukcyjnego po dtugosci formuty przy zatozonym rank=2 w
dowodzie Gentzena (punkt 3.2 i punkt 4 u Dragalina).

Punkty 1 i 2 sa dowodzone niezaleznie i kazdy z nich moze by¢
udowodniony na rézne sposoby:

o tak jak u Gentzena (punkty A i B), za pomoca lokalnych
transformacji redukujacych dtugos¢ dowodu jednej z
przestanek

@ u Curry’ego — oparty na globalnych przeksztatceniach dowodu
odpowiedniej przestanki (odwotuje sie do ustalonych wyzej
wiasnosci regut LK)

@ mozna tez przeprowadzi¢ dowdd przez odwotanie sie do
inwersji regut.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego

Réznice z dowodem Gentzena:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego

Réznice z dowodem Gentzena:

@ pokazuje nie jak eliminowa¢ (Cut) z dowodu ale, ze jego
dotaczenie nie wzmacnie systemu
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego
Réznice z dowodem Gentzena:
@ pokazuje nie jak eliminowa¢ (Cut) z dowodu ale, ze jego
dotaczenie nie wzmacnie systemu
@ bezposrednio dla (Cut) a nie dla (Mix)
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego
Réznice z dowodem Gentzena:
@ pokazuje nie jak eliminowa¢ (Cut) z dowodu ale, ze jego
dotaczenie nie wzmacnie systemu
@ bezposrednio dla (Cut) a nie dla (Mix)

@ dla RS na sekwentach zbudowanych ze zbioréw (oryginalna
wersja na alternatywach)
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego

Réznice z dowodem Gentzena:
@ pokazuje nie jak eliminowa¢ (Cut) z dowodu ale, ze jego
dotaczenie nie wzmacnie systemu
@ bezposrednio dla (Cut) a nie dla (Mix)

@ dla RS na sekwentach zbudowanych ze zbioréw (oryginalna
wersja na alternatywach)

@ indukcja na 2 parametrach (nie na 3)
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego

Réznice z dowodem Gentzena:
@ pokazuje nie jak eliminowa¢ (Cut) z dowodu ale, ze jego
dotaczenie nie wzmacnie systemu
@ bezposrednio dla (Cut) a nie dla (Mix)

@ dla RS na sekwentach zbudowanych ze zbioréw (oryginalna
wersja na alternatywach)

@ indukcja na 2 parametrach (nie na 3)

@ indukcja nie po gtebokosci ale po dtugosci dowodu przestanki

(Cut)
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego
Réznice z dowodem Gentzena:
@ pokazuje nie jak eliminowa¢ (Cut) z dowodu ale, ze jego
dotaczenie nie wzmacnie systemu
@ bezposrednio dla (Cut) a nie dla (Mix)

@ dla RS na sekwentach zbudowanych ze zbioréw (oryginalna
wersja na alternatywach)

@ indukcja na 2 parametrach (nie na 3)

@ indukcja nie po gtebokosci ale po dtugosci dowodu przestanki

(Cut)

@ bazuje na lemacie o inwersji regut i dopuszczalnosci (W)
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego.

Dowodzimy, ze jezeli T = A, p i F ¢,[1 = X, to réwniez
FILMN=AX.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego.

Dowodzimy, ze jezeli T = A, p i F ¢,[1 = X, to réwniez
FILMN=AX.

Dowdd przeprowadzamy przez indukcje po dtugosci ¢ a w jego
obrebie dodatkowo przez indukcje po dtugosci dowodu jednej z
przestanek (Cut).
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego.

Dowodzimy, ze jezeli T = A, p i F ¢,[1 = X, to réwniez
FILM= A Y.

Dowdd przeprowadzamy przez indukcje po dtugosci ¢ a w jego
obrebie dodatkowo przez indukcje po dtugosci dowodu jednej z
przestanek (Cut).

Dodatkowo zaktadamy, ze aksjomaty maja posta¢ ¢, = A, ¢,
gdzie ¢ € ZZ. Oczywiscie nie ostabia to systemu, bo Twierdzenie
7 zachodzi tez dla ARS, a przez dopuszczalnos¢ (W) T = A dla
dowolnego ' N A # &. Zatozenie to jedynie upraszcza dowdd.
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Schemat dowodu dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

v
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Schemat dowodu dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

I. Indukcja po dtugosci cut-formuty
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Schemat dowodu dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

I. Indukcja po dtugosci cut-formuty
1.1. Baza: (Cut) na cut-formule o dtugosci 0 jest dopuszczalny
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Schemat dowodu dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

I. Indukcja po dtugosci cut-formuty
1.1. Baza: (Cut) na cut-formule o dtugosci 0 jest dopuszczalny
II. Indukcja po dtugosci dowodu (lewej) przestanki (Cut)
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Schemat dowodu dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

I. Indukcja po dtugosci cut-formuty
1.1. Baza: (Cut) na cut-formule o dtugosci 0 jest dopuszczalny
II. Indukcja po dtugosci dowodu (lewej) przestanki (Cut)
2.1. Baza: (Cut) z lewa przestanka o dowodzie dtugosci 0 jest
dopuszczalny
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Schemat dowodu dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

I. Indukcja po dtugosci cut-formuty
1.1. Baza: (Cut) na cut-formule o dtugosci 0 jest dopuszczalny
II. Indukcja po dtugosci dowodu (lewej) przestanki (Cut)
2.1. Baza: (Cut) z lewa przestanka o dowodzie dtugosci 0 jest
dopuszczalny
2.2. Krok indukcyjny: Jezeli (Cut) z lewa przestanka o dowodzie
dtugosci < n jest dopuszczalny, to o dowodzie dtugosci n
tez jest dopuszczalny
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Schemat dowodu dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

I. Indukcja po dtugosci cut-formuty
1.1. Baza: (Cut) na cut-formule o dtugosci 0 jest dopuszczalny
II. Indukcja po dtugosci dowodu (lewej) przestanki (Cut)
2.1. Baza: (Cut) z lewa przestanka o dowodzie dtugosci 0 jest
dopuszczalny
2.2. Krok indukcyjny: Jezeli (Cut) z lewa przestanka o dowodzie
dtugosci < n jest dopuszczalny, to o dowodzie dtugosci n
tez jest dopuszczalny
Whiosek z 2.1., 2.2: (Cut) o na cut-formule o dtugosci 0 jest
dopuszczalny bez wzgledu na dtugos¢ dowodu lewej przestanki
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Schemat dowodu dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

I. Indukcja po dtugosci cut-formuty
1.1. Baza: (Cut) na cut-formule o dtugosci 0 jest dopuszczalny
II. Indukcja po dtugosci dowodu (lewej) przestanki (Cut)
2.1. Baza: (Cut) z lewa przestanka o dowodzie dtugosci 0 jest
dopuszczalny
2.2. Krok indukcyjny: Jezeli (Cut) z lewa przestanka o dowodzie
dtugosci < n jest dopuszczalny, to o dowodzie dtugosci n
tez jest dopuszczalny
Whiosek z 2.1., 2.2: (Cut) o na cut-formule o dtugosci 0 jest
dopuszczalny bez wzgledu na dtugos¢ dowodu lewej przestanki
1.2. Krok indukeyjny: Jezeli (Cut) na cut-formule o dtugosci < n
jest dopuszczalny, to dla cut-formuty o dtugosci n tez jest
dopuszczalny
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Schemat dowodu dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

I. Indukcja po dtugosci cut-formuty
1.1. Baza: (Cut) na cut-formule o dtugosci 0 jest dopuszczalny
II. Indukcja po dtugosci dowodu (lewej) przestanki (Cut)
2.1. Baza: (Cut) z lewa przestanka o dowodzie dtugosci 0 jest
dopuszczalny
2.2. Krok indukcyjny: Jezeli (Cut) z lewa przestanka o dowodzie
dtugosci < n jest dopuszczalny, to o dowodzie dtugosci n
tez jest dopuszczalny
Whiosek z 2.1., 2.2: (Cut) o na cut-formule o dtugosci 0 jest
dopuszczalny bez wzgledu na dtugos¢ dowodu lewej przestanki
1.2. Krok indukeyjny: Jezeli (Cut) na cut-formule o dtugosci < n
jest dopuszczalny, to dla cut-formuty o dtugosci n tez jest
dopuszczalny
Whiosek z 1.1., 1.2: (Cut) na dowolnej formule jest dopuszczalny
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.1. Zaktadamy, ze ¢ jest zmienna
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.1. Zaktadamy, ze ¢ jest zmienna
P. 2.1. Zaktadamy, ze dowdd lewej przestanki (Cut) ' = A, ¢ jest
dtugosci 0, tzn. jest aksjomatem.
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.1. Zaktadamy, ze ¢ jest zmienna

P. 2.1. Zaktadamy, ze dowdd lewej przestanki (Cut) ' = A, ¢ jest
dtugosci 0, tzn. jest aksjomatem.

2 przypadki:
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.1. Zaktadamy, ze ¢ jest zmienna

P. 2.1. Zaktadamy, ze dowdd lewej przestanki (Cut) ' = A, ¢ jest
dtugosci 0, tzn. jest aksjomatem.

2 przypadki:

A)TNA#D (p¢T)
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.1. Zaktadamy, ze ¢ jest zmienna

P. 2.1. Zaktadamy, ze dowdd lewej przestanki (Cut) ' = A, ¢ jest
dtugosci 0, tzn. jest aksjomatem.

2 przypadki:

A)TNA#D (p¢T)

wtedy I, 1 = A, ¥ tez jest aksjomatem.
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.1. Zaktadamy, ze ¢ jest zmienna

P. 2.1. Zaktadamy, ze dowdd lewej przestanki (Cut) ' = A, ¢ jest
dtugosci 0, tzn. jest aksjomatem.

2 przypadki:

A)TNA#D (p¢T)

wtedy I, 1 = A, ¥ tez jest aksjomatem.

b) TN A =& (tzn. ¢ jest formuta zasadnicza i [ =T, p)
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.1. Zaktadamy, ze ¢ jest zmienna

P. 2.1. Zaktadamy, ze dowdd lewej przestanki (Cut) ' = A, ¢ jest
dtugosci 0, tzn. jest aksjomatem.

2 przypadki:

A)TNA#D (p¢T)

wtedy I, 1 = A, ¥ tez jest aksjomatem.

b) TN A =& (tzn. ¢ jest formuta zasadnicza i [ =T, p)
poniewaz prawa przestanka ¢, [1 = ¥ ma dowdd, wiec, przez
dopuszczalnos¢ (W), I, p, M = A% tez ma dowdd.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.1., 2.2. zatozenie indukcyjne: (Cut) na zmiennej ¢ z lewa
przestanka o dowodzie dtugosci < n jest dopuszczalny.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.1., 2.2. zatozenie indukcyjne: (Cut) na zmiennej ¢ z lewa
przestanka o dowodzie dtugosci < n jest dopuszczalny.
Dowodzimy, ze (Cut) na zmiennej ¢ z lewa przestanka o dowodzie
dtugosci n tez jest dopuszczalny.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.1., 2.2. zatozenie indukcyjne: (Cut) na zmiennej ¢ z lewa
przestanka o dowodzie dtugosci < n jest dopuszczalny.
Dowodzimy, ze (Cut) na zmiennej ¢ z lewa przestanka o dowodzie
dtugosci n tez jest dopuszczalny.

Dowéd przez rozwazenie wszystkich przypadkéw, ktére
doprowadzity do dedukcji I' = A, ¢.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.1., 2.2. zatozenie indukcyjne: (Cut) na zmiennej ¢ z lewa
przestanka o dowodzie dtugosci < n jest dopuszczalny.
Dowodzimy, ze (Cut) na zmiennej ¢ z lewa przestanka o dowodzie
dtugosci n tez jest dopuszczalny.

Dowéd przez rozwazenie wszystkich przypadkéw, ktére
doprowadzity do dedukcji I' = A, ¢.

Uwaga: poniewaz ¢ jest zmienna wiec w gre wchodza tylko takie
przeksztatcenia gdzie byta formuta parametryczna.
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:
P. 1.1., P. 2.2. Przypadek (= —)
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.1., P. 2.2. Przypadek (= —)
M= A,¢o:=T= A’ —,piwydedukowana z ¢, = A’ .
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.1., P. 2.2. Przypadek (= —)

M= A,¢o:=T= A’ —,piwydedukowana z ¢, = A’ .
Sekwent-przestanka ma dowéd dtugosci n — 1 zatem podpada pod
zat. ind., tzn. jezeli -, = A’ p it ¢, M= X (t. prawa
przestanka), to réwniez dowiedlne jest ¢, [,[1 = A’ ¥, skad przez
(= -)mamy LN = A" -, ¥ :=T,M= A Y.
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:
P. 1.1., P. 2.2. Przypadek (= )
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.1., P. 2.2. Przypadek (= A)
M= A, ¢o:=T= A" Ax,piwydedukowana z I = A’ 9, ¢
oraz I = A/, x, p.
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.1., P. 2.2. Przypadek (= A)

M= A, ¢o:=T= A" Ax,piwydedukowana z I = A’ 9, ¢
oraz I = A/, x, p.

Oba sekwenty-przestanki maja dowody dtugosci < n zatem
podpadaja pod zat. ind., tzn., ze (w potaczeniu z prawa przestanka)
dowiedlne jest zaréwno I, 11 = A’ Y, ¢, jak i [, = A", ¥, x,
skad przez (= A) mamy [T = A" Yo Ax, =T MN=A Y.
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.1., P. 2.2. Przypadek (= A)

M= A, ¢o:=T= A" Ax,piwydedukowana z I = A’ 9, ¢
oraz I = A/, x, p.

Oba sekwenty-przestanki maja dowody dtugosci < n zatem
podpadaja pod zat. ind., tzn., ze (w potaczeniu z prawa przestanka)
dowiedlne jest zaréwno I, 11 = A’ Y, ¢, jak i [, = A", ¥, x,
skad przez (= A) mamy [T = A" Yo Ax, =T MN=A Y.
Zadanie: dowiedz pozostate przypadki
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.1., P. 2.2. Przypadek (= A)

M= A, ¢o:=T= A" Ax,piwydedukowana z I = A’ 9, ¢
oraz I = A/, x, p.

Oba sekwenty-przestanki maja dowody dtugosci < n zatem
podpadaja pod zat. ind., tzn., ze (w potaczeniu z prawa przestanka)
dowiedlne jest zaréwno I, 11 = A’ Y, ¢, jak i [, = A", ¥, x,
skad przez (= A) mamy [T = A" Yo Ax, =T MN=A Y.
Zadanie: dowiedz pozostate przypadki

Dowiedlismy (przez indukcje po dtugosci dowodu lewej przestanki),
ze dla dowolnej zmiennej @ jezeli T = Ao ik ¢, 1 = X, to
réwniez =T, 1M = A, X.
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.2. zatozenie indukcyjne: (Cut) na ¢ o dtugosci < n jest
dopuszczalny.
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.2. zatozenie indukcyjne: (Cut) na ¢ o dtugosci < n jest
dopuszczalny.
Dowodzimy, ze (Cut) na ¢ o dtugosci n tez jest dopuszczalny.
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.2. zatozenie indukcyjne: (Cut) na ¢ o dtugosci < n jest
dopuszczalny.

Dowodzimy, ze (Cut) na ¢ o dtugosci n tez jest dopuszczalny.
Dowéd przez rozwazenie wszystkich przypadkéw .
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.2. zatozenie indukcyjne: (Cut) na ¢ o dtugosci < n jest
dopuszczalny.

Dowodzimy, ze (Cut) na ¢ o dtugosci n tez jest dopuszczalny.
Dowéd przez rozwazenie wszystkich przypadkéw .
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.2. przypadek ¢ := =)
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.2. przypadek ¢ := =)
Obie przestanki (Cut) maja posta¢ I = A, —) i =9, 1 = ¥.
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.2. przypadek ¢ := =)

Obie przestanki (Cut) maja posta¢ I = A, —) i =9, 1 = ¥.

Z lematu o inwersji dowdd maja tez ich przestanki, tj. =¥, = A
i =M= %, 1, zatem z zat. ind. (bo ¥ ma dtugo$¢ n— 1)
dowiedlne jest I, 1 = A, .
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:
P. 1.2. przypadek ¢ := 1 A x
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.2. przypadek ¢ := 1 A x
Obie przestanki (Cut) maja posta¢ ' = A p A x i ¥ Ax,M= L.
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.2. przypadek ¢ := ¢ A x

Obie przestanki (Cut) maja posta¢ ' = A p A x i ¥ Ax,M= L.
Z lematu o inwersji dowdd maja tez ich przestanki, tj. (i)

FT= A, (i) FT = A, xi(iii) Fy,x, M= X, zatem z zat.
ind. (bo v i x maja dtugos¢ < n), (i) i (iii) dowiedlne jest

X, I, M= A Y, skad, przez (ii) i zat. ind. mamy dowdd

ML= A
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

P. 1.2. przypadek ¢ := ¢ A x

Obie przestanki (Cut) maja posta¢ ' = A p A x i ¥ Ax,M= L.
Z lematu o inwersji dowdd maja tez ich przestanki, tj. (i)

FT= A, (i) FT = A, xi(iii) Fy,x, M= X, zatem z zat.
ind. (bo v i x maja dtugos¢ < n), (i) i (iii) dowiedlne jest

X, I, M= A Y, skad, przez (ii) i zat. ind. mamy dowdd

ML= A

Zadanie: dowiedz pozostate przypadki
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

Dowiedlismy (przez indukcje po dtugosci cut-formuty), ze dla
dowolnej  jezeli FT = A i ¢, 1 = X, to réwniez
FOLM= A Y.
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Schiittego:

Dowiedlismy (przez indukcje po dtugosci cut-formuty), ze dla
dowolnej  jezeli FT = A i ¢, 1 = X, to réwniez

FOLM= A Y.

Zadanie: przeprowadz dowdd dopuszczalnosci (Cut) symetrycznie,
tzn. dokonujac w P. 2.1., 2.2. indukcji po dtugosci prawej
przestanki (Cut).
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:

Réznice z dowodem Gentzena:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:

Réznice z dowodem Gentzena:

@ pokazuje nie jak eliminowaé (Cut) z dowodu ale, ze jego
dotaczenie nie wzmacnie systemu
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:

Réznice z dowodem Gentzena:

@ pokazuje nie jak eliminowaé (Cut) z dowodu ale, ze jego
dotaczenie nie wzmacnie systemu

@ bezposrednio dla (Cut) w wersji k-jednolite;
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:

Réznice z dowodem Gentzena:
@ pokazuje nie jak eliminowaé (Cut) z dowodu ale, ze jego
dotaczenie nie wzmacnie systemu
@ bezposrednio dla (Cut) w wersji k-jednolite;

e dla RS na sekwentach zbudowanych ze zbioréw (oryginalna
wersja na systemie tablicowym)
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:

Réznice z dowodem Gentzena:
@ pokazuje nie jak eliminowaé (Cut) z dowodu ale, ze jego
dotaczenie nie wzmacnie systemu
@ bezposrednio dla (Cut) w wersji k-jednolite;

e dla RS na sekwentach zbudowanych ze zbioréw (oryginalna
wersja na systemie tablicowym)

@ indukcja na 2 parametrach (nie na 3)
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:
Réznice z dowodem Gentzena:
@ pokazuje nie jak eliminowaé (Cut) z dowodu ale, ze jego
dotaczenie nie wzmacnie systemu
@ bezposrednio dla (Cut) w wersji k-jednolite;

e dla RS na sekwentach zbudowanych ze zbioréw (oryginalna
wersja na systemie tablicowym)

@ indukcja na 2 parametrach (nie na 3)

@ indukcja po tacznej dtugosci dowodu przestanek (Cut)
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:
Réznice z dowodem Gentzena:
@ pokazuje nie jak eliminowaé (Cut) z dowodu ale, ze jego
dotaczenie nie wzmacnie systemu
@ bezposrednio dla (Cut) w wersji k-jednolite;

e dla RS na sekwentach zbudowanych ze zbioréw (oryginalna
wersja na systemie tablicowym)

@ indukcja na 2 parametrach (nie na 3)
@ indukcja po tacznej dtugosci dowodu przestanek (Cut)

@ bazuje na lemacie o dopuszczalnosci (W)
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:

Wprowadzimy nastepujace oznaczenia:
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:

Wprowadzimy nastepujace oznaczenia:

o T :>“,i7 A oznacza, ze [ = A ma dowdd o dtugosci k, w
ktérym ostatnia zastosowana reguta byta na formute
pelTUA, tzn. ¢ jest formuta zasadnicza w [ = A.
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:

Wprowadzimy nastepujace oznaczenia:

o T :>“,i7 A oznacza, ze [ = A ma dowdd o dtugosci k, w
ktérym ostatnia zastosowana reguta byta na formute
pelTUA, tzn. ¢ jest formuta zasadnicza w [ = A.

o FT =4 A wtw k =0 (aksjomat) lub k > 0 i i takie, ze
T =7 A. Oczywiscie - I = A oznacza, ze 3k takie, ze
FIM=x A
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:

Wprowadzimy nastepujace oznaczenia:

o T :>“,i7 A oznacza, ze [ = A ma dowdd o dtugosci k, w
ktérym ostatnia zastosowana reguta byta na formute
pelTUA, tzn. ¢ jest formuta zasadnicza w [ = A.

o FT =4 A wtw k =0 (aksjomat) lub k > 0 i i takie, ze
T =% A. Oczywiscie - I = A oznacza, ze 3k takie, ze
FT=x A

@  jest k-eliminowalne wtw jest cut-formuta takiego
zastosowania (Cut), w ktérym suma dtugosci dowodéw obu
przestanek wynosi k.
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:

Wprowadzimy nastepujace oznaczenia:

o T :>“,i7 A oznacza, ze [ = A ma dowdd o dtugosci k, w
ktérym ostatnia zastosowana reguta byta na formute
pelTUA, tzn. ¢ jest formuta zasadnicza w [ = A.

o FT =4 A wtw k =0 (aksjomat) lub k > 0 i i takie, ze
T =% A. Oczywiscie - I = A oznacza, ze 3k takie, ze
FT =, A

@  jest k-eliminowalne wtw jest cut-formuta takiego
zastosowania (Cut), w ktérym suma dtugosci dowodéw obu
przestanek wynosi k.

@  jest eliminowalne wtw ¢ jest k-eliminowalne dla dowolnego
k.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:

T —

Andrzej Indrzejczak Rachunki Sekwentéw 2



RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:

Lemat S: Dla dowolnego /,j < k,
Q jezeli T =P A, —p, toF T, p =i A, —p
Q jezeliFT,—mp =Y A tobT =i A, p, g

Q jezeli FT ="V A o A9, to FT = A, 9, A1 oraz
FT = A, 0 AW

Q jezeli F oA =2V A to T, 0,9, 0 A = A
Q jezeli F T =YY A oV, to FT = A, 0,9, 0V

Q jezeli F MoV =YY A, to T, 0,0 V) =; A oraz
FT,0V =) A

Q jezeli FT =Y Ao — ¢, to T, p =i Agh,p— 9

Q jezeli F o — 9 =7 A to T4, 0 — 1 =; A oraz
FTo —19=; A




RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:

Dowdd jest trywialny i opiera sie na dopuszczalnosci (W).
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:

Dowdd jest trywialny i opiera sie na dopuszczalnosci (W).
Rozwazmy przypadek 3:
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:

Dowdd jest trywialny i opiera sie na dopuszczalnosci (W).
Rozwazmy przypadek 3:

jezeli F T ="V A o Ay, to F T =; A, 0,0 A1 oraz
FT = A, oA
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:

Dowdd jest trywialny i opiera sie na dopuszczalnosci (W).
Rozwazmy przypadek 3:

jezeli F T ="V A o Ay, to F T =; A, 0,0 A1 oraz

FT = A, oA

Dowdéd:

Jezeli =T :>wa A, p A, to w dowodzie bezposrednio poprzedaja
go sekwenty ' = A, p oraz I = A, 1, ktérych dowody sa krétsze
od k.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:

Dowdd jest trywialny i opiera sie na dopuszczalnosci (W).
Rozwazmy przypadek 3:

jezeli F T ="V A o Ay, to F T =; A, 0,0 A1 oraz

FT = A, oA

Dowdd:

Jezeli =T :>wa A, p A, to w dowodzie bezposrednio poprzedaja
go sekwenty ' = A, p oraz I = A, 1, ktérych dowody sa krétsze
od k.

Przez dopuszczalno$¢ (W) otrzymujemy dowody ' = A, p, o A9
oraz [ = A1, p A z ta sama dlugoscia.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:

Dowdd jest trywialny i opiera sie na dopuszczalnosci (W).
Rozwazmy przypadek 3:

jezeli F T ="V A o Ay, to F T =; A, 0,0 A1 oraz

FT = A, oA

Dowdéd:

Jezeli =T :>wa A, p A, to w dowodzie bezposrednio poprzedaja
go sekwenty ' = A, p oraz I = A, 1, ktérych dowody sa krétsze
od k.

Przez dopuszczalno$¢ (W) otrzymujemy dowody ' = A, p, o A9
oraz [ = A1, p A z ta sama dlugoscia.

Dla innych przypadkéw analogicznie.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:

Dowdd jest trywialny i opiera sie na dopuszczalnosci (W).
Rozwazmy przypadek 3:

jezeli F T ="V A o Ay, to F T =; A, 0,0 A1 oraz

FT = A, oA

Dowdéd:

Jezeli =T :>wa A, p A, to w dowodzie bezposrednio poprzedaja
go sekwenty ' = A, p oraz I = A, 1, ktérych dowody sa krétsze
od k.

Przez dopuszczalno$¢ (W) otrzymujemy dowody ' = A, p, o A9
oraz [ = A1, p A z ta sama dlugoscia.

Dla innych przypadkéw analogicznie.

Uwaga: Jest to ostabiona wersja lematu o inwersji regut.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:

Aby dowies¢ twierdzenia, ktére méwi, ze kazde ¢ jest eliminowalne
Smullyan dowodzi twierdzenia pomocniczego:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:

Aby dowies¢ twierdzenia, ktére méwi, ze kazde ¢ jest eliminowalne
Smullyan dowodzi twierdzenia pomocniczego:

Dla dowolnych n, k, dowolne ¢ dtugosci n jest k-eliminowalne,
jezeli spetnione sa warunki:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:

Aby dowies¢ twierdzenia, ktére méwi, ze kazde ¢ jest eliminowalne
Smullyan dowodzi twierdzenia pomocniczego:

Dla dowolnych n, k, dowolne ¢ dtugosci n jest k-eliminowalne,
jezeli spetnione sa warunki:

cl dowolne 1) dtugosci mniejszej od n jest eliminowalne
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:

Aby dowies¢ twierdzenia, ktére méwi, ze kazde ¢ jest eliminowalne
Smullyan dowodzi twierdzenia pomocniczego:

Dla dowolnych n, k, dowolne ¢ dtugosci n jest k-eliminowalne,
jezeli spetnione sa warunki:

cl dowolne 1) dtugosci mniejszej od n jest eliminowalne
c2 dowolne v dtugosci n jest k’-eliminowalne, dla k' < k
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:
Aby dowies¢ twierdzenia, ktére méwi, ze kazde ¢ jest eliminowalne
Smullyan dowodzi twierdzenia pomocniczego:
Dla dowolnych n, k, dowolne ¢ dtugosci n jest k-eliminowalne,
jezeli spetnione sa warunki:

cl dowolne 1) dtugosci mniejszej od n jest eliminowalne

c2 dowolne v dtugosci n jest k’-eliminowalne, dla k' < k

Zatézmy, ze spetnione sa podane wyzej warunki.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:

Aby dowies¢ twierdzenia, ktére méwi, ze kazde ¢ jest eliminowalne
Smullyan dowodzi twierdzenia pomocniczego:

Dla dowolnych n, k, dowolne ¢ dtugosci n jest k-eliminowalne,
jezeli spetnione sa warunki:

cl dowolne 1) dtugosci mniejszej od n jest eliminowalne

c2 dowolne v dtugosci n jest k’-eliminowalne, dla k' < k
Zatézmy, ze spetnione sa podane wyzej warunki.
Dowodzimy, ze ¢ dtugosci n jest k-eliminowalne, tzn. przy
zatozeniu, ze (1) F T =41 A, 0 i (2) Fp, T =42 A, gdzie
k = k1 + k2 dowodzimy, ze ' = A
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:

Zauwazmy, ze zachodzi alternatywa: Al k1 =0 lub k2 = 0, albo
A2 k>1ik2>1.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:

Zauwazmy, ze zachodzi alternatywa: Al k1 =0 lub k2 = 0, albo
A2 k>1ik2>1.

Rozwazmy Al i przyjmijmy, ze k1 = 0, zatem [ = A, ¢ jest
aksjomatem i 3¢ takie, ze p € T N (A U{¢}). ¥ = ¢ lub nie,
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:

Zauwazmy, ze zachodzi alternatywa: Al k1 =0 lub k2 = 0, albo
A2 k>1ik2>1.

Rozwazmy Al i przyjmijmy, ze k1 = 0, zatem [ = A, ¢ jest
aksjomatem i 3¢ takie, ze p € T N (A U{¢}). ¥ = ¢ lub nie,
jezeli to drugie, toy e TNA I FT = A.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:

Zauwazmy, ze zachodzi alternatywa: Al k1 =0 lub k2 = 0, albo
A2 k>1ik2>1.

Rozwazmy Al i przyjmijmy, ze k1 = 0, zatem [ = A, ¢ jest
aksjomatem i 3¢ takie, ze p € T N (A U{¢}). ¥ = ¢ lub nie,
jezeli to drugie, toy e TNA I FT = A.

Jezelip = ¢, to T = A = p,[" = A ale z zatozenia (2) taki
sekwent jest dowiedlny bo

o, M= A=¢p "= A=p = A
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:

Zauwazmy, ze zachodzi alternatywa: Al k1 =0 lub k2 = 0, albo
A2 k>1ik2>1.

Rozwazmy Al i przyjmijmy, ze k1 = 0, zatem [ = A, ¢ jest
aksjomatem i 3¢ takie, ze p € T N (A U{¢}). ¥ = ¢ lub nie,
jezeli to drugie, toy e TNA I FT = A.

Jezelip = ¢, to T = A = p,[" = A ale z zatozenia (2) taki
sekwent jest dowiedlny bo

o, M= A=¢p "= A=p = A

Dla k2 = 0 dowdd analogiczny.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:

Zauwazmy, ze zachodzi alternatywa: Al k1 =0 lub k2 = 0, albo
A2 k>1ik2>1.

Rozwazmy Al i przyjmijmy, ze k1 = 0, zatem [ = A, ¢ jest
aksjomatem i 3¢ takie, ze p € T N (A U{¢}). ¥ = ¢ lub nie,
jezeli to drugie, toy e TNA I FT = A.

Jezelip = ¢, to T = A = p,[" = A ale z zatozenia (2) taki
sekwent jest dowiedlny bo

o, M= A=¢p "= A=p = A

Dla k2 = 0 dowdd analogiczny.

A2: Zatézmy, ze k > 11 k2 > 1, wredy (1) FT = A, i (2)
F o, I =%, A dla pewnych ), x.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:

Zauwazmy, ze zachodzi alternatywa: Al k1 =0 lub k2 = 0, albo
A2 k>1ik2>1.

Rozwazmy Al i przyjmijmy, ze k1 = 0, zatem [ = A, ¢ jest
aksjomatem i 3¢ takie, ze p € T N (A U{¢}). ¥ = ¢ lub nie,
jezeli to drugie, toy e TNA I FT = A.

Jezelip = ¢, to T = A = p,[" = A ale z zatozenia (2) taki
sekwent jest dowiedlny bo

o, M= A=¢p "= A=p = A

Dla k2 = 0 dowdd analogiczny.

A2: Zatézmy, ze k > 11 k2 > 1, wredy (1) FT = A, i (2)
F o, I =%, A dla pewnych ), x.

Zauwazmy, ze zachodzi alternatywa: Bl ¢ # 1 lub ¢ # x, albo B2
p=vip=x
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:

Rozwazmy B1 i zatézmy ¢ # .
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:

Rozwazmy B1 i zatézmy ¢ # .
Musimy rozwazy¢ przypadki .

Andrzej Indrzejczak Rachunki Sekwentéw 2



RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:

Rozwazmy B1 i zatézmy ¢ # .

Musimy rozwazy¢ przypadki .

B11. ¢p = x V¢ i nalezy do A czyli (1') wyglada nastepujaco
- =X AL x V6.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:

Rozwazmy B1 i zatézmy ¢ # .

Musimy rozwazy¢ przypadki .

B11. ¢p = x V¢ i nalezy do A czyli (1') wyglada nastepujaco
1)

FT =X A x V6.

Przez lemat SET =; A’ x,0,x V&, dla i < k1.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:

Rozwazmy B1 i zatézmy ¢ # .

Musimy rozwazy¢ przypadki .

B11. ¢p = x V¢ i nalezy do A czyli (1') wyglada nastepujaco

- =X AL x V6.

Przez lemat SET =; A’ x,0,x V&, dla i < k1.

Z zatozenia (2') b ¢, =4o A, x V 8, zatem przez dopuszczalnosé
(W) Fo, T = A x, 6, x V.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:

Rozwazmy B1 i zatézmy ¢ # .

Musimy rozwazy¢ przypadki .

B11. ¢p = x V¢ i nalezy do A czyli (1') wyglada nastepujaco
=X A V6.

Przez lemat SET =; A’ x,0,x V&, dla i < k1.

Z zatozenia (2') b ¢, =4o A, x V 8, zatem przez dopuszczalnosé
(W) Fo, T = A x, 6, x V.

Zatem mamy T =; A, x, 0,0 i F o, [ =k A, x, 9, gdzie

i+ k2 < k, wiec przez warunek c2 ¢ jest i + k2-eliminowalne, czyli
FT = A, x,0d, skad przez (= V) mamy - = A.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:

B12. ¢p = x A d i nalezy do A czyli (1') wyglada nastepujaco

FT :>if{\5 A’ x N6, p. Przez lemat S mamy (i)

FT =i Al x,x Nd,poraz (i) T =; A", §,x Nd,p dlai,j<kl.
Z zatozenia (2') b ¢, =42 A', x A §, zatem przez dopuszczalnosé
(W) mamy (i) F o, T =42 A, x, x A d oraz (iv)

Fo, T =k A0, x Nd. Zatem z (i) i (iii) mamy F T =; A x, ¢ i
Fo, I =k A, x, gdzie i + k2 < k, wiec przez warunek c2 ¢ jest
i + k2-eliminowalne, czyli mamy (v) =T = A, x. Podobnie z (ii) i
(iv) przez c2 otrzymujemy, ze ¢ jest i + k2-eliminowalne gdyz

J+ k2 <k, czyli (vi) T = A, x. Z (v)i(vi) przez (= A) i fakt,
ze x N6 € A mamy T = A.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:

B12. ¢p = x A d i nalezy do A czyli (1') wyglada nastepujaco

FT :>if{\5 A’ x N6, p. Przez lemat S mamy (i)

FT =i Al x,x Nd,poraz (i) T =; A", §,x Nd,p dlai,j<kl.
Z zatozenia (2') b ¢, =42 A', x A §, zatem przez dopuszczalnosé
(W) mamy (i) F o, =42 A, x, x A d oraz (iv)

Fo, T =k A0, x Nd. Zatem z (i) i (iii) mamy F T =; A x, ¢ i
F o, I =k A, x, gdzie i + k2 < k, wiec przez warunek c2 ¢ jest
i + k2-eliminowalne, czyli mamy (v) =T = A, x. Podobnie z (ii) i
(iv) przez c2 otrzymujemy, ze ¢ jest i + k2-eliminowalne gdyz

J+ k2 <k, czyli (vi) T = A, x. Z (v)i(vi) przez (= A) i fakt,
ze x N6 € A mamy T = A.

Dowdd dla pozostatych przypadkdéw oraz przy zatozeniu, ze @ # x
analogiczny.
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:

Zatézmy teraz B2: o = i ¢ = ¥,
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:

Zatézmy teraz B2: o = i ¢ = ¥,
zatem:
(1YET :>f1 A pi
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:

Zatézmy teraz B2: o = i ¢ = ¥,
zatem:

(1YET :>f1 5,@ i

(2) F o, =5, A
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:

Zatézmy teraz B2: o = i ¢ = ¥,

zatem:

(1YET :>f1 A i

(2')F o, T :>f2 A.

Ponownie musimy rozwazy¢ rézne przypadki dla ¢.
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowéd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:

Zatézmy teraz B2: o = i ¢ = ¥,

zatem:

1)V FT =Y A pi

(2) F o, T =%, A

Ponownie musimy rozwazy¢ rézne przypadki dla ¢.
Rozwazmy B21. ¢ = x A d. Pozostate przypadki dowodzimy
analogicznie.
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:

B21. p = x A wtedy przez lemat S mamy (i) T =; A’ x,x A d
oraz (i) I =; A’,0,x ANd dlai,j < k1. Z zatozenia (2') przez
dopuszczalno$¢ (W) mamy (iii) F ¢, =42 A, x oraz (iv)

Fo, I =k AS. Z (i) i (iii) przez 2 mamy (v) FT =160 A, x a
z (i) i (iv) przez c2 mamy (vi) F T =40 A, gdyz i + k2 < k i
J + k2 < k, wiec @ jest odpowiednio i + k2-eliminowalne i

J + k2-eliminowalne. Ponadto z (2') i lematu S mamy (vii)
Fo,x,0,T =%, | Aaz(1') przez dopuszczalnos¢ (W) mamy
(viii) F T, x, 8, =%, A, ¢ co znéw przez c2 daje (ix)

FT,x,0 =k11k2—1 A. Teraz korzystamy z warunku c2, najpierw z
(v) i (ix) dostajemy (x) FT,0 = A gdyz x jest eliminowalne jako
krétsze od ¢. Nastepnie z (vi) i (x) w analogiczny sposéb
otrzymujemy [ = A.
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RACHUNEK SEKWENTOW
Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:

Z twierdzenia pomocniczego wynika twierdzenie o eliminacji (Cut),
ktére w wersji Smullyana brzmi:
Kazde ¢ jest eliminowalne.
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RACHUNEK SEKWENTOW

Dopuszczalno$¢ Cut w ARS

Dowdd dopuszczalnosci (Cut) metoda Smullyana:

Z twierdzenia pomocniczego wynika twierdzenie o eliminacji (Cut),
ktére w wersji Smullyana brzmi:

Kazde ¢ jest eliminowalne.

Aby uzasadnié, ze twierdzenie o eliminacji wynika z twierdzenia
pomocniczego, zatézmy niewprost, ze pewne ¢ nie jest
eliminowalne. Wybierzmy najmniejsze takie nieeliminowalne ¢ i
niech dtugo$¢ ¢ = n, oznacza to, ze wszystkie formuty o mniejsze;j
od n dtugosci sa eliminowalne (warunek cl). Skoro ¢ nie jest
eliminowalne, to istnieje najmniejsze k takie, ze ¢ nie jest
k-eliminowalne, czyli jest k’-eliminowalne dla kazdego k' < k
(warunek c2). Ale oba warunki implikuja, ze ¢ jest k-eliminowalne;
sprzecznosg.
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