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RACHUNEK SEKWENTÓW

Twierdzenie o eliminacji ciȩcia:

Eliminowalność czy dopuszczalność?

Twierdzenie o eliminacji ciȩcia wystȩpuje też czȩsto jako
twierdzenie o dopuszczalności ciȩcia
Dopuszczalność jest konwersem eliminowalności, w tym sensie, że
jeżeli S oznacza dowolny system RS z (cut) jako regu la̧ pierwotna̧
a S’ ten sam system bez regu ly ciȩcia, to (cut) jest eliminowalne w
S wtw (cut) jest dopuszczalne w S’. W obu przypadkach jednak
zazwyczaj inaczej formu luje siȩ samo twierdzenie:
Twierdzenie o eliminacji: Jeżeli `S S , to `S ′ S
Twierdzenie o dopuszczalności: Jeżeli `S ′ Γ⇒ ∆, ϕ i
`S ′ ϕ,Π⇒ Σ, to `S ′ Γ,Π⇒ ∆,Σ

Andrzej Indrzejczak Rachunki Sekwentów 2



RACHUNEK SEKWENTÓW
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Twierdzenie o dopuszczalności: Jeżeli `S ′ Γ⇒ ∆, ϕ i
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Twierdzenie o eliminacji ciȩcia:

Dowody eliminowalności (dopuszczalności):

Gentzena

Dragalina

Curry’ego

Schütte’go-Taita

Smullyana

Bussa
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Schütte’go-Taita

Smullyana

Bussa

Andrzej Indrzejczak Rachunki Sekwentów 2



RACHUNEK SEKWENTÓW
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Twierdzenie o eliminacji ciȩcia:

Ogólna idea (konstruktywnego) dowodu eliminowalności
(dopuszczalności):

Staramy siȩ zmodyfikować dany D tak by wszystkie zastosowania
(Cut) zosta ly zasta̧pione przez kombinacje innych regu l.
Robimy to poprzez:

(a) bezpośrednia̧ eliminacjȩ danego zastosowania (Cut) lub

(b) przez wykonanie odpowiednich kroków redukcyjnych, które
zamieniaja̧ dane wysta̧pienie (Cut) na inne, w zdefiniowanym
sensie ”prostsze”.

Uwaga: Kroki redukcyjne wprawdzie nie eliminuja̧ zastosowań
(Cut) ale ich systematyczne wykonywanie w efekcie końcowym
pozwala ca lkiem pozbyć siȩ (Cut) z dowodu, poprzez sprowadzenie
do tych przypadków, które podpadaja̧ pod (a).
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Ogólna idea (konstruktywnego) dowodu eliminowalności
(dopuszczalności):
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do tych przypadków, które podpadaja̧ pod (a).

Andrzej Indrzejczak Rachunki Sekwentów 2



RACHUNEK SEKWENTÓW
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Twierdzenie o eliminacji ciȩcia:

Zastosowania (Cut) eliminowalne ca lkowicie z dowodu:

a) jeżeli przynajmiej jedna przes lanka (cut) jest aksjomatyczna, to
eliminacja tego zastosowania jest trywialna gdyż fragment dowodu:

ϕ⇒ ϕ ϕ, Γ⇒ ∆
(Cut)

ϕ, Γ⇒ ∆

zamieniamy po prostu na dowód ϕ, Γ⇒ ∆.
Analogicznie, gdy aksjomatem jest prawa przes lanka (cut).
Uwaga: Powyższa sytuacja da siȩ uogólnić na dowolne
zastosowanie (Cut), w którym jedna z przes lanek zawiera pewna̧
formu lȩ zarówno w poprzedniku jak i w nastȩpniku (jest
aksjomatem uogólnionym).
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Zastosowania (Cut) eliminowalne ca lkowicie z dowodu:

Zastosowania (Cut), w którym jedna z przes lanek zawiera pewna̧
formu lȩ zarówno w poprzedniku jak i w nastȩpniku (jest
aksjomatem uogólnionym).
Zachodza̧ tu 2 możliwości:

(i) cut-formu la wystȩpuje po obu stronach (jest formu la̧
aksjomatyczna̧)

(ii) cut-formu la nie wystȩpuje po obu stronach (nie jest formu la̧
aksjomatyczna̧)

Pierwszy przypadek jest ścísle analogiczny do zilustrowanego
wyżej; do drugiej przes lanki wystarczy do la̧czyć brakuja̧ce formu ly
przez os labianie i zastosować permutacjȩ do nastȩpnika.
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aksjomatem uogólnionym).
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przez os labianie i zastosować permutacjȩ do nastȩpnika.
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Twierdzenie o eliminacji ciȩcia:

Zastosowania (Cut) eliminowalne ca lkowicie z dowodu:

W przypadku (ii) mamy:

ψ, Γ⇒ ∆, ψ, ϕ ϕ,Π⇒ Σ
(Cut)

ψ, Γ,Π⇒ ∆, ψ,Σ

i zamieniamy po prostu na dowód (aksjomatu) ψ, Γ,Π⇒ ∆, ψ,Σ.
Analogicznie, gdy aksjomatem uogólnionym jest prawa przes lanka
(cut).
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Twierdzenie o eliminacji ciȩcia:
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i zamieniamy po prostu na dowód (aksjomatu) ψ, Γ,Π⇒ ∆, ψ,Σ.

Analogicznie, gdy aksjomatem uogólnionym jest prawa przes lanka
(cut).
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Twierdzenie o eliminacji ciȩcia:

Zastosowania (Cut) eliminowalne ca lkowicie z dowodu:

b) Jeżeli w przynajmniej jednej przes lance cut-formu la jest
uzyskana przez os labianie sytuacja jest podobna; fragment dowodu:

Γ⇒ ∆(⇒W )
Γ⇒ ∆, ϕ ϕ,Π⇒ Σ

(Cut)
Γ,Π⇒ ∆,Σ

zamieniamy na:

Γ⇒ ∆
(W )(P)

Γ,Π⇒ ∆,Σ
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Twierdzenie o eliminacji ciȩcia:

Zastosowania (Cut) eliminowalne ca lkowicie z dowodu:

Fakt1: (Cut), którego jedna z przes lanek jest aksjomatem
(uogólnionym) lub zawiera cut-formu lȩ uzyskana̧ przez
zastosowanie os labiania jest ca lkowicie eliminowalny.
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Twierdzenie o eliminacji ciȩcia:

Kroki redukcyjne:

Niestety w pozosta lych wypadkach (cut) nie daje siȩ wyeliminować
tak prosto i zazwyczaj wymaga zastȩpowania jednych zastosowań
(Cut) przez inne, w pewnym sensie prostsze. Generalnie sprowadza
siȩ do wykonywania w systematyczny sposób dwóch typów kroków
redukcyjnych:

1 zastȩpujemy z lożone cut-formu ly przez prostsze (ich
podformu ly)

2 przesuwamy ”do góry” zastosowania (cut) w dowodzie
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siȩ do wykonywania w systematyczny sposób dwóch typów kroków
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Twierdzenie o eliminacji ciȩcia:

Kroki redukcyjne:

1. Rozważmy nastȩpuja̧ce zastosowanie (cut) z cut-formu la̧ ϕ ∨ ψ,
fragment dowodu o postaci:

Γ⇒ ∆, ϕ
(⇒ ∨)

Γ⇒ ∆, ϕ ∨ ψ
ϕ,Π⇒ Σ ψ,Π⇒ Σ

(∨ ⇒)
ϕ ∨ ψ,Π⇒ Σ

(Cut)
Γ,Π⇒ ∆,Σ

zostaje zasta̧piony przez nastȩpuja̧cy, w którym (cut) jest
zastosowane na podformule ϕ poprzedniej cut-formu ly, co wiȩcej
jedna z ga lȩzi dowodu staje siȩ zbȩdna:

Γ⇒ ∆, ϕ ϕ,Π⇒ Σ
(Cut)

Γ,Π⇒ ∆,Σ

Zauważmy, że w analizowanym wyżej fragmencie dowodu
cut-formu la ϕ ∨ ψ w obu przes lankach (cut) pojawi la siȩ po raz
pierwszy w wyniku zastosowania odpowiednich regu l dla ∨.
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Γ⇒ ∆, ϕ ϕ,Π⇒ Σ
(Cut)

Γ,Π⇒ ∆,Σ
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Twierdzenie o eliminacji ciȩcia:

Kroki redukcyjne:

2. Rozważmy nastȩpuja̧ce zastosowanie (cut) na ϕ, fragment
dowodu o postaci:

Γ⇒ ∆, ϕ

ϕ,Π⇒ Σ, ψ ⇒ ∨)
ϕ,Π⇒ Σ, ψ ∨ χ

(Cut)
Γ,Π⇒ ∆,Σ, ψ ∨ χ

zostaje zasta̧piony przez:

Γ⇒ ∆, ϕ ϕ,Π⇒ Σ, ψ
(Cut)

Γ,Π⇒ ∆,Σ, ψ
(⇒ ∨)

Γ,Π⇒ ∆,Σ, ψ ∨ χ

Tym razem cut-formu la nie uleg la zmianie ale zmniejszy l siȩ
rozmiar tego fragmentu dowodu który kończy l siȩ zastosowaniem
ciȩcia. Rozważane zastosowanie (cut) zosta lo ”podcia̧gniȩte” do
góry poprzez permutacjȩ (cut) i (⇒ ∨).
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Andrzej Indrzejczak Rachunki Sekwentów 2



RACHUNEK SEKWENTÓW
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góry poprzez permutacjȩ (cut) i (⇒ ∨).
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RACHUNEK SEKWENTÓW

System LK – eliminacja ciȩcia:

Uwagi ogólne:

Gentzen wprowadzi ldwie zmiany w stosunku do ogólnej idei
dowodu zarysowanej w wstȩpie.

1 Ze wzglȩdu na obecność kontrakcji w systemie zasta̧pi l (Cut)
przez jego uogólniona̧ wersjȩ – regu lȩ (Mix), określana̧ także
jako (multicut).

2 Zamiana (Cut) na (Mix) zmusza do wprowadzenia innej miary
wielkośći dowodów przes lanek niż ich wysokość, jest nia̧
g lȩbokość.
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System LK – eliminacja ciȩcia:
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Uwagi ogólne:

Gentzen wprowadzi ldwie zmiany w stosunku do ogólnej idei
dowodu zarysowanej w wstȩpie.

1 Ze wzglȩdu na obecność kontrakcji w systemie zasta̧pi l (Cut)
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RACHUNEK SEKWENTÓW

System LK – eliminacja ciȩcia:

Regu la Mix

(Mix)
Γ⇒ ∆[ϕ] Π[ϕ]⇒ Σ

Γ,Πϕ⇒ ∆ϕ,Σ
gdzie Γ[ϕ] oznacza, że ϕ przynajmniej raz wystȩpuje w Γ, a Γϕ
oznacza, że z Γ usuniȩto wszystkie wysta̧pienia ϕ.
Przyk lad zastosowania (Mix):

(Mix) r ∧ t, q ⇒ p, q ∨ r ,¬s, t ¬s, q → r ,¬s,¬s ⇒ ¬q, t
r ∧ t, q, q → r ⇒ p, q ∨ r , t,¬q, t
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RACHUNEK SEKWENTÓW

System LK – eliminacja ciȩcia:

Dlaczego (Cut) zostaje wymienione na (Mix)?

Gdyż z powodu kontrakcji nie pracuje redukcja po rozmiarze
dowodu przes lanki. Rozważmy natȩpuja̧ce zastosowanie (Cut):

Γ⇒ ∆, ϕ

ϕ, ϕ,Π⇒ Σ
C ⇒)

ϕ,Π⇒ Σ
(Cut)

Γ,Π⇒ ∆,Σ

Po zastosowaniu redukcji po d lugości przes lanki otrzymujemy:

Γ⇒ ∆, ϕ

Γ⇒ ∆, ϕ ϕ, ϕ,Π⇒ Σ
(Cut)

ϕ, Γ,Π⇒ ∆,Σ
(Cut)

Γ, Γ,Π⇒ ∆,∆,Σ
(C )(P)

Γ,Π,⇒ ∆,Σ

gdzie pierwsze od góry zastosowanie (Cut) ma mniejsza̧ wysokość
ale drugie ma taka̧ sama̧ jak (cut) w dowodzie wyj́sciowym (= nie
uda lo nam siȩ dokonać redukcji).
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Dlaczego (Cut) zostaje wymienione na (Mix)?
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RACHUNEK SEKWENTÓW

System LK – eliminacja ciȩcia:

System z (Mix) (roboczo nazwijmy go LK’) jest równoważny
systemowi z (Cut), tzn. `LK S wtw `LK ′ S .

Dowód: Wystarczy pokazać, że (Cut) jest wyprowadzalne w LK’ a
(Mix) w LK. Dowolne zastosowanie (Cut) postaci:

Γ⇒ ∆, ϕ ϕ,Π⇒ Σ
(Cut)

Γ,Π⇒ ∆,Σ

zastȩpujemy przez:

Γ⇒ ∆, ϕ ϕ,Π⇒ Σ
(Mix)

Γ,Πϕ ⇒ ∆ϕ,Σ
(W )(P)

Γ,Π⇒ ∆,Σ
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System z (Mix) (roboczo nazwijmy go LK’) jest równoważny
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systemowi z (Cut), tzn. `LK S wtw `LK ′ S .

Odwrotnie, dowolne zastosowanie (Mix) postaci:

Γ⇒ ∆[ϕ] Π[ϕ]⇒ Σ
(Mix)

Γ,Πϕ ⇒ ∆ϕ,Σ
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RACHUNEK SEKWENTÓW

System LK – eliminacja ciȩcia:

Dlaczego g lȩbokość zamiast wysokości?

przeanalizujmy nastȩpuja̧ce zastosowanie (Mix):

Γ⇒ ϕ ∧ ψ

ϕ,ψ ⇒ Σ
(∧ ⇒)

ϕ ∧ ψ,ψ ⇒ Σ
(P ⇒)(∧ ⇒)

ϕ ∧ ψ,ϕ ∧ ψ ⇒ Σ
(Mix)

Γ⇒ Σ

Po przeprowadzeniu standardowej transformacji otrzymujemy:

Γ⇒ ϕ ∧ ψ

Γ⇒ ϕ ∧ ψ
ϕ,ψ ⇒ Σ

(∧ ⇒)
ϕ ∧ ψ,ψ ⇒ Σ

(Mix)
ψ, Γ⇒ Σ

(∧ ⇒)
ϕ ∧ ψ, Γ⇒ Σ

(Mix)
Γ, Γϕ ⇒ Σ

(C)(P)
Γ⇒ Σ

gdzie wysokość dowodu prawej przes lanki drugiego zastosowania
(Mix) nawet wzros la, zatem nie otrzymalísmy oczekiwanej redukcji.
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Dlaczego g lȩbokość zamiast wysokości?
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RACHUNEK SEKWENTÓW

System LK – eliminacja ciȩcia:

Definicja g lȩbokości (Mix)

Niech ϕ bȩdzie cut-formu la̧, a B dowolna̧ ga lȩzia̧ zawieraja̧ca̧ lewa̧
przes lankȩ (Mix).
Rank(B) to ilość wȩz lów w tej ga lȩzi, w których wystȩpuje ϕ i
które sa̧ nad wnioskiem (Mix).
L-rank(ϕ) to maksymalna wartość rank(B), gdzie B to dowolna z
ga lȩzi zawieraja̧cych lewa̧ przes lanka̧ (Mix).
R-rank(ϕ) definiujemy analogicznie ale dla prawej przes lanki.
Rank(ϕ)=L-rank(ϕ)+R-rank(ϕ).
G lȩbokość danego zastosowania (Mix) to rank jego cut-formu ly.
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Definicja g lȩbokości (Mix)
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G lȩbokość danego zastosowania (Mix) to rank jego cut-formu ly.

Andrzej Indrzejczak Rachunki Sekwentów 2



RACHUNEK SEKWENTÓW
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RACHUNEK SEKWENTÓW

System LK – eliminacja ciȩcia:

Dowód Gentzena

Klasyczna wersja dowodu, przedstawiona przez Gentzena, zawiera
potrójna̧ indukcjȩ:

1 po ilości wysta̧pień ciȩcia w dowodzie;

2 po d lugości cut-formu ly (parametr ten określany jest przez
Gentzena jako grade);

3 po g lȩbokości (Mix) tj. ilości sekwentów zawieraja̧cych
cut-formu lȩ i wystȩpuja̧cych nad sekwentem wnioskiem tego
zastosowania (Mix) (parametr ten określany jest przez
Gentzena jako rank).
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Dowód Gentzena

Klasyczna wersja dowodu, przedstawiona przez Gentzena, zawiera
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1 po ilości wysta̧pień ciȩcia w dowodzie;
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3 po g lȩbokości (Mix) tj. ilości sekwentów zawieraja̧cych
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Gentzena jako grade);
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RACHUNEK SEKWENTÓW

System LK – eliminacja ciȩcia:

Dowód Gentzena
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RACHUNEK SEKWENTÓW

System LK – eliminacja ciȩcia:

Dowód Gentzena – schemat ogólny:

I. Indukcja po ilości (Mix)
1.1. Baza: W dowodzie z jednym (Mix), jest on eliminowalny

II. Indukcja po g lȩbokości cut-formu ly
III. Indukcja po d lugości cut-formu ly
Wniosek z III: (Mix) o g lȩbokości 2 na cut-formule o
dowolnej d lugości jest eliminowalny

Wniosek z II: (Mix) o dowolnej g lȩbokości jest eliminowalny
1.2. Krok indukcyjny: Jeżeli (Mix) jest eliminowalny w dowodzie,
w którym wystȩpuje k < n razy, to jest eliminowalny w dowodzie,
w którym wystȩpuje n razy
Wniosek z 1.1., 1.2: (Mix) jest eliminowalne w każdym dowodzie
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RACHUNEK SEKWENTÓW

System LK – eliminacja ciȩcia:

Dowód Gentzena – schemat trochȩ mniej ogólny:

I. Indukcja po ilości (Mix)
1.1. Baza: W dowodzie z jednym (Mix), jest on eliminowalny

II. Indukcja po g lȩbokości cut-formu ly
2.1. Baza: (Mix) o g lȩbokości 2 jest eliminowalny

III. Indukcja po d lugości cut-formu ly
3.1. Baza: (Mix) na cut-formule o d lugości 0 jest eliminowalny
3.2. Krok indukcyjny: Jeżeli (Mix) na cut-formule o d lugości

k < n jest eliminowalny, to jest też eliminowalny
na cut-formule o d lugości n

Wniosek z 3.1., 3.2: (Mix) o g lȩbokości 2 na cut-formule o
dowolnej d lugości jest eliminowalny

2.2. Krok indukcyjny: Jeżeli (Mix) g lȩbokości k < n jest
eliminowalny, to (Mix) o g lȩbokości n jest eliminowalny

Wniosek z 2.1., 2.2: (Mix) o dowolnej g lȩbokości jest
eliminowalny
1.2. Krok indukcyjny: Jeżeli (Mix) jest eliminowalny w dowodzie,
w którym wystȩpuje k < n razy, to jest eliminowalny w dowodzie,
w którym wystȩpuje n razy
Wniosek z 1.1., 1.2: (Mix) jest eliminowalne w każdym dowodzie
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RACHUNEK SEKWENTÓW

System LK – eliminacja ciȩcia:

Dowód Gentzena – krok indukcyjny 1.2.:

Aby pokazać, że dla dowodu twierdzenia o eliminacji, wystarczy
dowiedzenie bazy indukcji I (czyli krok 1.1. w powyższym
schemacie). Zazwyczaj podaje siȩ go jako osobny lemat:
Lemat: Dowód, w którym (Mix) wystȩpuje tylko raz jako jego
ostatnia regu la można przekszta lcić w dowód nie zawieraja̧cy
żadnego zastosowania (Mix).
Wykazanie, że podany wyżej lemat implikuje ogólne twierdzenie o
eliminacji jest trywialne. W dowolnym dowodzie z wieloma
zastosowaniami (Mix) (n ≥ 2) wybieramy takie, nad którym nie
wystȩpuje inne zastosowanie tej regu ly (może być ich kilka).
Poddowód, który kończy siȩ tym zastosowaniem (Mix) spe lnia
warunki lematu, zatem można go w rozważanym dowodzie
wymienić na taki poddowód, który już żadnego zastosowania (Mix)
nie posiada. Ilość zastosowań (Mix) w nowym dowodzie wynosi
n − 1 zatem podpada pod za lożenia indukcyjne kroku 1.2.
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wystȩpuje inne zastosowanie tej regu ly (może być ich kilka).
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RACHUNEK SEKWENTÓW

System LK – eliminacja ciȩcia:

Baza indukcji II (rank=2), Indukcja III:

W bazie indukcji III (P. 3.1. d lugość = 0) eliminacja (Cut) jest
ca lkowita przez Fakt1.

Wykazujemy, że (Mix) na formule o d lugości n jest
eliminowalny lub zastȩpowalny przez zastosowania (Mix) na
formu lach krótszych.

W przypadku gdy jedna z przes lanek jest aksjomatem lub
otrzymana przez (W ) jest eliminowalny ca lkowicie przez
Fakt1, analogicznie jak w P. 3.1.

Zostaja̧ przypadki gdzie cut-formu la jest otrzymana przez
regu lȩ logiczna̧ w obu przes lankach.
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System LK – eliminacja ciȩcia:
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W przypadku gdy jedna z przes lanek jest aksjomatem lub
otrzymana przez (W ) jest eliminowalny ca lkowicie przez
Fakt1, analogicznie jak w P. 3.1.

Zostaja̧ przypadki gdzie cut-formu la jest otrzymana przez
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RACHUNEK SEKWENTÓW

System LK – eliminacja ciȩcia:

P. 2.1. rank=2, P. 3.2. Za l. ind.: (Mix) na formule o d lugości < n
jest eliminowalny.

a) Przypadek gdy cut-formu la := ϕ ∧ ψ: frg. dowodu postaci:

Γ⇒ ∆, ϕ Γ⇒ ∆, ψ
(⇒ ∧)

Γ⇒ ∆, ϕ ∧ ψ
ϕ,Π⇒ Σ

(∧ ⇒)
ϕ ∧ ψ,Π⇒ Σ

(Mix)
Γ,Π⇒ ∆,Σ

zostaje zasta̧piony przez:

Γ⇒ ∆, ϕ ϕ,Π⇒ Σ
(Mix)

Γ,Πϕ ⇒ ∆ϕ,Σ
(W )(P)

Γ,Π⇒ ∆,Σ

analogicznie dla (∧ ⇒) na ψ oraz dla ∨ i ¬
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P. 2.1. rank=2, P. 3.2. Za l. ind.: (Mix) na formule o d lugości < n
jest eliminowalny.

a) Przypadek gdy cut-formu la := ϕ ∧ ψ: frg. dowodu postaci:

Γ⇒ ∆, ϕ Γ⇒ ∆, ψ
(⇒ ∧)

Γ⇒ ∆, ϕ ∧ ψ
ϕ,Π⇒ Σ

(∧ ⇒)
ϕ ∧ ψ,Π⇒ Σ

(Mix)
Γ,Π⇒ ∆,Σ

zostaje zasta̧piony przez:

Γ⇒ ∆, ϕ ϕ,Π⇒ Σ
(Mix)

Γ,Πϕ ⇒ ∆ϕ,Σ
(W )(P)

Γ,Π⇒ ∆,Σ

analogicznie dla (∧ ⇒) na ψ oraz dla ∨ i ¬

Andrzej Indrzejczak Rachunki Sekwentów 2



RACHUNEK SEKWENTÓW
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RACHUNEK SEKWENTÓW

System LK – eliminacja ciȩcia:

P. 2.1. rank=2, P. 3.2. Za l. ind.: jw.

b) Przypadek gdy cut-formu la := ϕ→ ψ: frg. dowodu postaci:

ϕ, Γ⇒ ∆, ψ
(⇒→)

Γ⇒ ∆, ϕ→ ψ

Π⇒ Σ, ϕ ψ,Λ⇒ Ξ
(→⇒)

ϕ→ ψ,Π,Λ⇒ Σ,Ξ
(Mix)

Γ,Π,Λ⇒ ∆,Σ,Ξ

zostaje zasta̧piony przez:

Π⇒ Σ, ϕ

ϕ, Γ⇒ ∆, ψ ψ,Λ⇒ Ξ
(Mix)

ϕ, Γ,Λψ ⇒ ∆ψ,Ξ
(Mix)

Π, Γϕ,Λψ,ϕ ⇒ Σϕ,∆ψ,Ξ
(W )(P)

Γ,Π,Λ⇒ ∆,Σ,Ξ

gdzie Λψ,ϕ oznacza Λ bez wysta̧pień ψ i ϕ.
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Andrzej Indrzejczak Rachunki Sekwentów 2



RACHUNEK SEKWENTÓW

System LK – eliminacja ciȩcia:

P. 2.2. krok indukcyjny po g lȩbokości (Mix). Za l. ind.: (Mix) o
g lȩbokości < n jest eliminowalny.

Dowodzimy, że każdy (Mix) o g lȩbokości = n można zasta̧pić
zastosowaniami (Mix) o mniejszej g lȩbokości.

Dowód ma dwie czȩści:
A. Zak ladamy, że R-rank> 1 i rozważamy różne przypadki, które
doprowadzi ly do dedukcji prawej przes lanki (Mix)
B. Zak ladamy, że L-rank> 1 i rozważamy różne przypadki, które
doprowadzi ly do dedukcji lewej przes lanki (Mix)
W każdej czȩści należy rozważyć sytuacje, gdy cut-formu la jest:
– parametryczna
– przes lankowa (zastosowanej regu ly)
– zasadnicza
i wzia̧ć pod uwagȩ wszystkie możliwe regu ly.
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zastosowaniami (Mix) o mniejszej g lȩbokości.
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B. Zak ladamy, że L-rank> 1 i rozważamy różne przypadki, które
doprowadzi ly do dedukcji lewej przes lanki (Mix)
W każdej czȩści należy rozważyć sytuacje, gdy cut-formu la jest:
– parametryczna

– przes lankowa (zastosowanej regu ly)
– zasadnicza
i wzia̧ć pod uwagȩ wszystkie możliwe regu ly.

Andrzej Indrzejczak Rachunki Sekwentów 2



RACHUNEK SEKWENTÓW

System LK – eliminacja ciȩcia:
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g lȩbokości < n jest eliminowalny.
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RACHUNEK SEKWENTÓW

System LK – eliminacja ciȩcia:

P. 2.2. krok indukcyjny po g lȩbokości (Mix). Za l. ind.: (Mix) o
g lȩbokości < n jest eliminowalny.

A. Zak ladamy, że R-rank> 1

a) przypadki gdy cut-formu la jest parametrem a prawa przes lanka
jest otrzymana przez regu lȩ dzia laja̧ca̧ tylko na nastȩpniku:
1-przes lankowe regu ly, np. przypadek (⇒ ∨)
fragment dowodu o postaci:

Γ⇒ ∆[ϕ]

Π[ϕ]⇒ Σ, ψ
⇒ ∨)

Π[ϕ]⇒ Σ, ψ ∨ χ
(Mix)

Γ,Πϕ ⇒ ∆ϕ,Σ, ψ ∨ χ

zostaje zasta̧piony przez:

Γ⇒ ∆[ϕ] Π[ϕ]⇒ Σ, ψ
(Mix)

Γ,Πϕ ⇒ ∆ϕ,Σ, ψ
(⇒ ∨)

Γ,Πϕ ⇒ ∆ϕ,Σ, ψ ∨ χ

analogicznie dla (⇒W ), (⇒ C ), (⇒ P)
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System LK – eliminacja ciȩcia:
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1-przes lankowe regu ly, np. przypadek (⇒ ∨)

fragment dowodu o postaci:

Γ⇒ ∆[ϕ]

Π[ϕ]⇒ Σ, ψ
⇒ ∨)

Π[ϕ]⇒ Σ, ψ ∨ χ
(Mix)

Γ,Πϕ ⇒ ∆ϕ,Σ, ψ ∨ χ

zostaje zasta̧piony przez:

Γ⇒ ∆[ϕ] Π[ϕ]⇒ Σ, ψ
(Mix)

Γ,Πϕ ⇒ ∆ϕ,Σ, ψ
(⇒ ∨)

Γ,Πϕ ⇒ ∆ϕ,Σ, ψ ∨ χ

analogicznie dla (⇒W ), (⇒ C ), (⇒ P)

Andrzej Indrzejczak Rachunki Sekwentów 2



RACHUNEK SEKWENTÓW
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System LK – eliminacja ciȩcia:
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System LK – eliminacja ciȩcia:

P. 2.2. krok indukcyjny po g lȩbokości (Mix). Za l. ind.: (Mix) o
g lȩbokości < n jest eliminowalny.

b) przypadki gdy cut-formu la jest parametrem a prawa przes lanka
jest otrzymana przez regu lȩ dzia laja̧ca̧ tylko na poprzedniku:

przypadek (∧ ⇒) – frg. dowodu postaci:

Γ⇒ ∆[ϕ]

ψ,Π[ϕ]⇒ Σ
∧ ⇒)

ψ ∧ χ,Π[ϕ]⇒ Σ
(Mix)

Γ, ψ ∧ χ,Πϕ ⇒ ∆ϕ,Σ

zostaje zasta̧piony przez:

Γ⇒ ∆[ϕ] ψ,Π[ϕ]⇒ Σ
(Mix)

Γ, ψ,Πϕ ⇒ ∆ϕ,Σ
(⇒ ∨)(P ⇒)

Γ, ψ ∧ χ,Πϕ ⇒ ∆ϕ,Σ

analogicznie dla (W ⇒), (C ⇒), (P ⇒) a dla 2-przes lankowej (∨ ⇒) analogicznie do
(⇒ ∧) w a).

Andrzej Indrzejczak Rachunki Sekwentów 2



RACHUNEK SEKWENTÓW
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System LK – eliminacja ciȩcia:

P. 2.2. krok indukcyjny po g lȩbokości (Mix). Za l. ind.: (Mix) o
g lȩbokości < n jest eliminowalny.

c) przypadki gdy cut-formu la jest parametrem a prawa przes lanka
jest otrzymana przez regu lȩ dzia laja̧ca̧ na obu stronach sekwentu:

przypadek (⇒→) – frg. dowodu postaci:

Γ⇒ ∆[ϕ]
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(⇒→)
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(Mix)

Γ,Πϕ ⇒ ∆ϕ,Σ, ψ → χ

zostaje zasta̧piony przez:
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Γ, ψ,Πϕ ⇒ ∆ϕ,Σ, χ
(⇒→)(P ⇒)

Γ,Πϕ ⇒ ∆ϕ,Σ, ψ → χ

analogicznie dla (¬ ⇒), (⇒ ¬)
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RACHUNEK SEKWENTÓW

System LK – eliminacja ciȩcia:

P. 2.2. krok indukcyjny po g lȩbokości (Mix). Za l. ind.: (Mix) o
g lȩbokości < n jest eliminowalny.

2-przes lankowe regu ly – tylko (→⇒): frg. dowodu postaci:

Γ⇒ ∆[ϕ]

Π[ϕ]⇒ Σ, ψ χ,Λ[ϕ]⇒ Ξ
(→⇒)

ψ → χ,Π[ϕ],Λ[ϕ]⇒ Σ,Ξ
(Mix)

Γ, ψ → χ,Πϕ,Λϕ ⇒ ∆ϕ,Σ,Ξ

zostaje zasta̧piony przez:

Γ⇒ ∆[ϕ] Π[ϕ]⇒ Σ, ψ
(Mix)

Γ,Πϕ ⇒ ∆ϕ,Σ, ψ

Γ⇒ ∆[ϕ] χ,Λ[ϕ]⇒ Ξ
(Mix)

Γ, χ,Λϕ ⇒ ∆ϕ,Ξ
(P ⇒)

χ, Γ,Λϕ ⇒ ∆ϕ,Ξ
(→⇒)

ψ → χ, Γ,Πϕ, Γ,Λϕ ⇒ ∆ϕ,Σ,∆ϕ,Ξ
(P), (C)

Γ, ψ → χ,Πϕ,Λϕ ⇒ ∆ϕ,Σ,Ξ
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g lȩbokości < n jest eliminowalny.

2-przes lankowe regu ly – tylko (→⇒): frg. dowodu postaci:

Γ⇒ ∆[ϕ]

Π[ϕ]⇒ Σ, ψ χ,Λ[ϕ]⇒ Ξ
(→⇒)

ψ → χ,Π[ϕ],Λ[ϕ]⇒ Σ,Ξ
(Mix)

Γ, ψ → χ,Πϕ,Λϕ ⇒ ∆ϕ,Σ,Ξ

zostaje zasta̧piony przez:

Γ⇒ ∆[ϕ] Π[ϕ]⇒ Σ, ψ
(Mix)

Γ,Πϕ ⇒ ∆ϕ,Σ, ψ

Γ⇒ ∆[ϕ] χ,Λ[ϕ]⇒ Ξ
(Mix)

Γ, χ,Λϕ ⇒ ∆ϕ,Ξ
(P ⇒)

χ, Γ,Λϕ ⇒ ∆ϕ,Ξ
(→⇒)

ψ → χ, Γ,Πϕ, Γ,Λϕ ⇒ ∆ϕ,Σ,∆ϕ,Ξ
(P), (C)

Γ, ψ → χ,Πϕ,Λϕ ⇒ ∆ϕ,Σ,Ξ
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RACHUNEK SEKWENTÓW

System LK – eliminacja ciȩcia:

P. 2.2. krok indukcyjny po g lȩbokości (Mix). Za l. ind.: (Mix) o
g lȩbokości < n jest eliminowalny.

2-przes lankowe regu ly – tylko (→⇒): frg. dowodu postaci:

Γ⇒ ∆[ϕ]

Π[ϕ]⇒ Σ, ψ χ,Λ[ϕ]⇒ Ξ
(→⇒)

ψ → χ,Π[ϕ],Λ[ϕ]⇒ Σ,Ξ
(Mix)

Γ, ψ → χ,Πϕ,Λϕ ⇒ ∆ϕ,Σ,Ξ

zostaje zasta̧piony przez:

Γ⇒ ∆[ϕ] Π[ϕ]⇒ Σ, ψ
(Mix)

Γ,Πϕ ⇒ ∆ϕ,Σ, ψ

Γ⇒ ∆[ϕ] χ,Λ[ϕ]⇒ Ξ
(Mix)

Γ, χ,Λϕ ⇒ ∆ϕ,Ξ
(P ⇒)

χ, Γ,Λϕ ⇒ ∆ϕ,Ξ
(→⇒)

ψ → χ, Γ,Πϕ, Γ,Λϕ ⇒ ∆ϕ,Σ,∆ϕ,Ξ
(P), (C)

Γ, ψ → χ,Πϕ,Λϕ ⇒ ∆ϕ,Σ,Ξ
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RACHUNEK SEKWENTÓW

System LK – eliminacja ciȩcia:

P. 2.2. krok indukcyjny po g lȩbokości (Mix). Za l. ind.: (Mix) o
g lȩbokości < n jest eliminowalny.

d) przypadki gdy cut-formu la jest formu la̧ przes lankowa̧ regu ly
zastosowanej do prawego sekwentu-przes lanki:

przypadek (⇒→) – fragment dowodu o postaci:

Γ⇒ ∆[ϕ]

ϕ,Π[ϕ]⇒ Σ, ψ
(⇒→)

Π[ϕ]⇒ Σ, ϕ→ ψ
(Mix)

Γ,Πϕ ⇒ ∆ϕ,Σ, ϕ→ ψ

zostaje zasta̧piony przez:

Γ⇒ ∆[ϕ] ϕ,Π[ϕ]⇒ Σ, ψ
(Mix)

Γ,Πϕ ⇒ ∆ϕ,Σ, ψ
(W ⇒)

ϕ, Γ,Πϕ ⇒ ∆ϕ,Σ, ψ
(⇒→)

Γ,Πϕ ⇒ ∆ϕ,Σ, ϕ→ ψ

analogicznie dla pozosta lych regu l 1-przes lankowych.
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System LK – eliminacja ciȩcia:

P. 2.2. krok indukcyjny po g lȩbokości (Mix). Za l. ind.: (Mix) o
g lȩbokości < n jest eliminowalny.

d) przypadki gdy cut-formu la jest formu la̧ przes lankowa̧ regu ly
zastosowanej do prawego sekwentu-przes lanki:
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analogicznie dla pozosta lych regu l 1-przes lankowych.

Andrzej Indrzejczak Rachunki Sekwentów 2



RACHUNEK SEKWENTÓW

System LK – eliminacja ciȩcia:

P. 2.2. krok indukcyjny po g lȩbokości (Mix). Za l. ind.: (Mix) o
g lȩbokości < n jest eliminowalny.

d) przypadki gdy cut-formu la jest formu la̧ przes lankowa̧ regu ly
zastosowanej do prawego sekwentu-przes lanki:
przypadek (⇒→) – fragment dowodu o postaci:

Γ⇒ ∆[ϕ]

ϕ,Π[ϕ]⇒ Σ, ψ
(⇒→)

Π[ϕ]⇒ Σ, ϕ→ ψ
(Mix)

Γ,Πϕ ⇒ ∆ϕ,Σ, ϕ→ ψ

zostaje zasta̧piony przez:

Γ⇒ ∆[ϕ] ϕ,Π[ϕ]⇒ Σ, ψ
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RACHUNEK SEKWENTÓW

System LK – eliminacja ciȩcia:

P. 2.2. krok indukcyjny po g lȩbokości (Mix). Za l. ind.: (Mix) o
g lȩbokości < n jest eliminowalny.

2-przes lankowe regu ly: przypadek (→⇒) – frg. dowodu o postaci:

Γ⇒ ∆[ϕ]

Π⇒ Σ, ψ ϕ,Λ⇒ Ξ
(→⇒)

ψ → ϕ,Π,Λ⇒ Σ,Ξ
(Mix)

Γ, ψ → ϕ,Πϕ,Λϕ ⇒ ∆ϕ,Σ,Ξ

jeżeli ϕ nie jest w Π (Πϕ = Π), to zostaje zasta̧piony przez:

Π⇒ Σ, ψ

Γ⇒ ∆[ϕ] Λ[ϕ]⇒ Ξ
(Mix)

Γ,Λϕ,⇒ ∆ϕ,Ξ
(W ⇒)

ϕ, Γ,Λϕ,⇒ ∆ϕ,Ξ
(→⇒)

ψ → ϕ,Π, Γ,Λϕ ⇒ Σ,∆ϕ,Ξ
(P)

Γ, ψ → ϕ,Πϕ,Λϕ ⇒ ∆ϕ,Σ,Ξ
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jeżeli ϕ nie jest w Π (Πϕ = Π), to zostaje zasta̧piony przez:

Π⇒ Σ, ψ
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(W ⇒)

ϕ, Γ,Λϕ,⇒ ∆ϕ,Ξ
(→⇒)

ψ → ϕ,Π, Γ,Λϕ ⇒ Σ,∆ϕ,Ξ
(P)

Γ, ψ → ϕ,Πϕ,Λϕ ⇒ ∆ϕ,Σ,Ξ
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RACHUNEK SEKWENTÓW

System LK – eliminacja ciȩcia:

P. 2.2. krok indukcyjny po g lȩbokości (Mix). Za l. ind.: (Mix) o
g lȩbokości < n jest eliminowalny.

2-przes lankowe regu ly: przypadek (→⇒) – frg. dowodu o postaci:

Γ⇒ ∆[ϕ]

Π⇒ Σ, ψ ϕ,Λ⇒ Ξ
(→⇒)

ψ → ϕ,Π,Λ⇒ Σ,Ξ
(Mix)

Γ, ψ → ϕ,Πϕ,Λϕ ⇒ ∆ϕ,Σ,Ξ

jeżeli ϕ nie jest w Π (Πϕ = Π), to zostaje zasta̧piony przez:

Π⇒ Σ, ψ

Γ⇒ ∆[ϕ] Λ[ϕ]⇒ Ξ
(Mix)

Γ,Λϕ,⇒ ∆ϕ,Ξ
(W ⇒)

ϕ, Γ,Λϕ,⇒ ∆ϕ,Ξ
(→⇒)

ψ → ϕ,Π, Γ,Λϕ ⇒ Σ,∆ϕ,Ξ
(P)

Γ, ψ → ϕ,Πϕ,Λϕ ⇒ ∆ϕ,Σ,Ξ
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RACHUNEK SEKWENTÓW

System LK – eliminacja ciȩcia:

P. 2.2. krok indukcyjny po g lȩbokości (Mix). Za l. ind.: (Mix) o
g lȩbokości < n jest eliminowalny.

jeżeli ϕ jest w Π, to zostaje zasta̧piony przez:

Γ⇒ ∆[ϕ] Π[ϕ]⇒ Σ, ψ
(Mix)

Γ,Πϕ ⇒ ∆ϕ,Σ, ψ

Γ⇒ ∆[ϕ] ϕ,Λ⇒ Ξ
(Mix)

Γ,Λϕ,⇒ ∆ϕ,Ξ
(W ⇒)

ϕ, Γ,Λϕ,⇒ ∆,Ξ
(→⇒)

ψ → ϕ, Γ,Πϕ, Γ,Λϕ ⇒ ∆ϕ,Σ,∆ϕ,Ξ
(P)(C)

Γ, ψ → ϕ,Πϕ,Λϕ ⇒ ∆ϕ,Σ,Ξ

przypadek (∨ ⇒) analogicznie.
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RACHUNEK SEKWENTÓW

System LK – eliminacja ciȩcia:

P. 2.2. krok indukcyjny po g lȩbokości (Mix). Za l. ind.: (Mix) o
g lȩbokości < n jest eliminowalny.

jeżeli ϕ jest w Π, to zostaje zasta̧piony przez:

Γ⇒ ∆[ϕ] Π[ϕ]⇒ Σ, ψ
(Mix)

Γ,Πϕ ⇒ ∆ϕ,Σ, ψ

Γ⇒ ∆[ϕ] ϕ,Λ⇒ Ξ
(Mix)

Γ,Λϕ,⇒ ∆ϕ,Ξ
(W ⇒)

ϕ, Γ,Λϕ,⇒ ∆,Ξ
(→⇒)

ψ → ϕ, Γ,Πϕ, Γ,Λϕ ⇒ ∆ϕ,Σ,∆ϕ,Ξ
(P)(C)

Γ, ψ → ϕ,Πϕ,Λϕ ⇒ ∆ϕ,Σ,Ξ

przypadek (∨ ⇒) analogicznie.
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RACHUNEK SEKWENTÓW

System LK – eliminacja ciȩcia:

P. 2.2. krok indukcyjny po g lȩbokości (Mix). Za l. ind.: (Mix) o
g lȩbokości < n jest eliminowalny.

jeżeli ϕ jest w Π, to zostaje zasta̧piony przez:

Γ⇒ ∆[ϕ] Π[ϕ]⇒ Σ, ψ
(Mix)

Γ,Πϕ ⇒ ∆ϕ,Σ, ψ

Γ⇒ ∆[ϕ] ϕ,Λ⇒ Ξ
(Mix)

Γ,Λϕ,⇒ ∆ϕ,Ξ
(W ⇒)

ϕ, Γ,Λϕ,⇒ ∆,Ξ
(→⇒)

ψ → ϕ, Γ,Πϕ, Γ,Λϕ ⇒ ∆ϕ,Σ,∆ϕ,Ξ
(P)(C)

Γ, ψ → ϕ,Πϕ,Λϕ ⇒ ∆ϕ,Σ,Ξ

przypadek (∨ ⇒) analogicznie.
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RACHUNEK SEKWENTÓW

System LK – eliminacja ciȩcia:

P. 2.2. krok indukcyjny po g lȩbokości (Mix). Za l. ind.: (Mix) o
g lȩbokości < n jest eliminowalny.

e) przypadki gdy cut-formu la jest formu la̧ g lówna̧ regu ly
zastosowanej do prawego sekwentu-przes lanki:

przypadek (∧ ⇒) –
fragment dowodu o postaci:

Γ⇒ ∆[ϕ ∧ ψ]

ϕ,Π[ϕ ∧ ψ]⇒ Σ
(∧ ⇒)

ϕ ∧ ψ,Π[ϕ ∧ ψ]⇒ Σ
(Mix)

Γ,Πϕ∧ψ ⇒ ∆ϕ∧ψ ,Σ

zostaje zasta̧piony przez:

Γ⇒ ∆[ϕ ∧ ψ]

Γ⇒ ∆[ϕ ∧ ψ] ϕ,Π[ϕ ∧ ψ]⇒ Σ
(Mix)

Γ, ϕ,Πϕ∧ψ ⇒ ∆ϕ∧ψ ,Σ
(P ⇒)

ϕ, Γ,Πϕ∧ψ ⇒ ∆ϕ∧ψ ,Σ
(∧ ⇒)

ϕ ∧ ψ, Γ,Πϕ∧ψ ⇒ ∆ϕ∧ψ ,Σ
(Mix)

Γ, Γ,Πϕ∧ψ ⇒ ∆ϕ∧ψ ,∆ϕ∧ψ ,Σ
(P), (C)

Γ,Πϕ∧ψ ⇒ ∆ϕ∧ψ ,Σ

analogicznie dla pozosta lych regu l 1-przes lankowych, czyli (¬ ⇒).
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System LK – eliminacja ciȩcia:

P. 2.2. krok indukcyjny po g lȩbokości (Mix). Za l. ind.: (Mix) o
g lȩbokości < n jest eliminowalny.

e) przypadki gdy cut-formu la jest formu la̧ g lówna̧ regu ly
zastosowanej do prawego sekwentu-przes lanki: przypadek (∧ ⇒) –
fragment dowodu o postaci:

Γ⇒ ∆[ϕ ∧ ψ]

ϕ,Π[ϕ ∧ ψ]⇒ Σ
(∧ ⇒)

ϕ ∧ ψ,Π[ϕ ∧ ψ]⇒ Σ
(Mix)

Γ,Πϕ∧ψ ⇒ ∆ϕ∧ψ ,Σ

zostaje zasta̧piony przez:

Γ⇒ ∆[ϕ ∧ ψ]

Γ⇒ ∆[ϕ ∧ ψ] ϕ,Π[ϕ ∧ ψ]⇒ Σ
(Mix)

Γ, ϕ,Πϕ∧ψ ⇒ ∆ϕ∧ψ ,Σ
(P ⇒)
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(Mix)

Γ, Γ,Πϕ∧ψ ⇒ ∆ϕ∧ψ ,∆ϕ∧ψ ,Σ
(P), (C)

Γ,Πϕ∧ψ ⇒ ∆ϕ∧ψ ,Σ

analogicznie dla pozosta lych regu l 1-przes lankowych, czyli (¬ ⇒).
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RACHUNEK SEKWENTÓW

System LK – eliminacja ciȩcia:

P. 2.2. krok indukcyjny po g lȩbokości (Mix). Za l. ind.: (Mix) o
g lȩbokości < n jest eliminowalny.

e) przypadki gdy cut-formu la jest formu la̧ g lówna̧ regu ly
zastosowanej do prawego sekwentu-przes lanki: przypadek (∧ ⇒) –
fragment dowodu o postaci:
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(∧ ⇒)

ϕ ∧ ψ, Γ,Πϕ∧ψ ⇒ ∆ϕ∧ψ ,Σ
(Mix)

Γ, Γ,Πϕ∧ψ ⇒ ∆ϕ∧ψ ,∆ϕ∧ψ ,Σ
(P), (C)

Γ,Πϕ∧ψ ⇒ ∆ϕ∧ψ ,Σ

analogicznie dla pozosta lych regu l 1-przes lankowych, czyli (¬ ⇒).
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RACHUNEK SEKWENTÓW

System LK – eliminacja ciȩcia:

P. 2.2. krok indukcyjny po g lȩbokości (Mix). Za l. ind.: (Mix) o
g lȩbokości < n jest eliminowalny.

e) przypadki gdy cut-formu la jest formu la̧ g lówna̧ regu ly
zastosowanej do prawego sekwentu-przes lanki: przypadek (∧ ⇒) –
fragment dowodu o postaci:

Γ⇒ ∆[ϕ ∧ ψ]

ϕ,Π[ϕ ∧ ψ]⇒ Σ
(∧ ⇒)

ϕ ∧ ψ,Π[ϕ ∧ ψ]⇒ Σ
(Mix)

Γ,Πϕ∧ψ ⇒ ∆ϕ∧ψ ,Σ

zostaje zasta̧piony przez:

Γ⇒ ∆[ϕ ∧ ψ]

Γ⇒ ∆[ϕ ∧ ψ] ϕ,Π[ϕ ∧ ψ]⇒ Σ
(Mix)

Γ, ϕ,Πϕ∧ψ ⇒ ∆ϕ∧ψ ,Σ
(P ⇒)

ϕ, Γ,Πϕ∧ψ ⇒ ∆ϕ∧ψ ,Σ
(∧ ⇒)

ϕ ∧ ψ, Γ,Πϕ∧ψ ⇒ ∆ϕ∧ψ ,Σ
(Mix)

Γ, Γ,Πϕ∧ψ ⇒ ∆ϕ∧ψ ,∆ϕ∧ψ ,Σ
(P), (C)

Γ,Πϕ∧ψ ⇒ ∆ϕ∧ψ ,Σ

analogicznie dla pozosta lych regu l 1-przes lankowych, czyli (¬ ⇒).
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RACHUNEK SEKWENTÓW

System LK – eliminacja ciȩcia:

P. 2.2. krok indukcyjny po g lȩbokości (Mix). Za l. ind.: j.w.

regu ly 2-przes lankowe – przypadek (→⇒): frg. postaci:

Γ⇒ ∆[ϕ→ ψ]

Π⇒ Σ, ϕ ψ,Λ⇒ Ξ
(→⇒)

ϕ→ ψ,Π,Λ⇒ Σ,Ξ
(Mix)

Γ,Πϕ→ψ,Λϕ→ψ ⇒ ∆ϕ→ψ,Σ,Ξ

Zauważmy, że nie wiemy czy jakieś wysta̧pienia ϕ→ ψ sa̧ w obu
zbiorach parametrów Π i Λ zatem musimy rozważyć 3 przypadki:
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RACHUNEK SEKWENTÓW

System LK – eliminacja ciȩcia:

P. 2.2. krok indukcyjny po g lȩbokości (Mix). Za l. ind.: j.w.

regu ly 2-przes lankowe – przypadek (→⇒): frg. postaci:

Γ⇒ ∆[ϕ→ ψ]

Π⇒ Σ, ϕ ψ,Λ⇒ Ξ
(→⇒)

ϕ→ ψ,Π,Λ⇒ Σ,Ξ
(Mix)

Γ,Πϕ→ψ,Λϕ→ψ ⇒ ∆ϕ→ψ,Σ,Ξ

Zauważmy, że nie wiemy czy jakieś wysta̧pienia ϕ→ ψ sa̧ w obu
zbiorach parametrów Π i Λ zatem musimy rozważyć 3 przypadki:
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RACHUNEK SEKWENTÓW

System LK – eliminacja ciȩcia:

P. 2.2. krok indukcyjny po g lȩbokości (Mix). Za l. ind.: j.w.

regu ly 2-przes lankowe – przypadek (→⇒): frg. postaci:

Γ⇒ ∆[ϕ→ ψ]

Π⇒ Σ, ϕ ψ,Λ⇒ Ξ
(→⇒)

ϕ→ ψ,Π,Λ⇒ Σ,Ξ
(Mix)

Γ,Πϕ→ψ,Λϕ→ψ ⇒ ∆ϕ→ψ,Σ,Ξ

Zauważmy, że nie wiemy czy jakieś wysta̧pienia ϕ→ ψ sa̧ w obu
zbiorach parametrów Π i Λ zatem musimy rozważyć 3 przypadki:
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RACHUNEK SEKWENTÓW

System LK – eliminacja ciȩcia:

P. 2.2. krok indukcyjny po g lȩbokości (Mix). Za l. ind.: j.w.

1. ϕ→ ψ jest zarówno w Π jak i w Λ.

dowód wyj́sciowy zostaje zasta̧piony przez:

Γ ⇒ ∆[ϕ→ ψ]

Γ ⇒ ∆[ϕ→ ψ] Π[ϕ→ ψ] ⇒ Σ, ϕ
(Mix)

Γ,Πϕ→ψ ⇒ ∆ϕ→ψ,Σ

Γ ⇒ ∆[ϕ→ ψ] ψ, Λ[ϕ→ ψ] ⇒ Ξ
(Mix)

Γ, ψ, Λϕ→ψ ⇒ ∆ϕ→ψ, Ξ
(P ⇒)

ψ, Γ, Λϕ→ψ ⇒ ∆ϕ→ψ, Ξ
(→⇒)

ϕ→ ψ, Γ,Πϕ→ψ, Γ, Λϕ→ψ ⇒ ∆ϕ→ψ,Σ,∆ϕ→ψ, Ξ
(Mix)

Γ, Γ,Πϕ→ψ, Γ, Λϕ→ψ ⇒ ∆ϕ→ψ,∆ϕ→ψ,Σ,∆ϕ→ψ, Ξ
(P)(C)

Γ,Πϕ→ψ, Λϕ→ψ ⇒ ∆ϕ→ψ,Σ, Ξ
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RACHUNEK SEKWENTÓW

System LK – eliminacja ciȩcia:

P. 2.2. krok indukcyjny po g lȩbokości (Mix). Za l. ind.: j.w.
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dowód wyj́sciowy zostaje zasta̧piony przez:

Γ ⇒ ∆[ϕ→ ψ]

Γ ⇒ ∆[ϕ→ ψ] Π[ϕ→ ψ] ⇒ Σ, ϕ
(Mix)

Γ,Πϕ→ψ ⇒ ∆ϕ→ψ,Σ ψ, Λ ⇒ Ξ
(→⇒)

ϕ→ ψ, Γ,Πϕ→ψ, Λ ⇒ ∆ϕ→ψ,Σ, Ξ
(Mix)

Γ, Γ,Πϕ→ψ, Λ ⇒ ∆ϕ→ψ,∆ϕ→ψ,∆ϕ→ψ,Σ, Ξ
(P)(C)

Γ,Πϕ→ψ, Λ ⇒ ∆ϕ→ψ,Σ, Ξ

Andrzej Indrzejczak Rachunki Sekwentów 2



RACHUNEK SEKWENTÓW
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analogiczny dowód dla (∨ ⇒) choć bez rozważania
podprzypadków.
B. Analogicznie jak w czȩści A. dowodzimy redukcji g lȩbokości
(Mix) przy za lożeniu, że L-rank> 1.
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Dopuszczalność Cut w m-ARS

Dowód Dragalina:

różnice z dowodem Gentzena sa̧ nastȩpuja̧ce:

1 pokazuje nie jak eliminować (Cut) z dowodu ale, że jego
do la̧czenie nie wzmacnia systemu

2 bezpośrednio dla (Cut) a nie dla (Mix)

3 dla m-ARS z aksjomatami elementarnymi

4 indukcja na 2 parametrach (nie na 3)

5 indukcja nie po g lȩbokości ale po d lugości dowodu przes lanki
(Cut)

Uwaga: d lugość zastosowania (Cut) określamy jako sumȩ d lugości
dowodów obu przes lanek.
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dowodów obu przes lanek.

Andrzej Indrzejczak Rachunki Sekwentów 2



RACHUNEK SEKWENTÓW
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Dopuszczalność Cut w m-ARS

Dowód Dragalina:

Dowód rozbity jest na 4 czȩści:

1 co najmniej jedna przes lanka aksjomatyczna

2 cut-formu la nie jest zasadnicza w lewej (ew. prawej)
przes lance

3 cut-formu la jest zasadnicza tylko w lewej (ew. prawej)
przes lance

4 cut-formu la jest zasadnicza w obu przes lankach
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1 co najmniej jedna przes lanka aksjomatyczna

2 cut-formu la nie jest zasadnicza w lewej (ew. prawej)
przes lance

3 cut-formu la jest zasadnicza tylko w lewej (ew. prawej)
przes lance

4 cut-formu la jest zasadnicza w obu przes lankach

Andrzej Indrzejczak Rachunki Sekwentów 2



RACHUNEK SEKWENTÓW
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Dopuszczalność Cut w m-ARS

Dowód Dragalina:
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Dopuszczalność Cut w m-ARS

Dowód Dragalina:

W 1 czȩści pokazujemy, że (Cut) jest ca lkowicie eliminowalne –
wynika to z Faktu 1.
W 2. i 3. wykazujemy, że można zredukować d lugość dowodu
jednej przes lanki (Cut).
W punkcie 2. przyjmujemy, że cut-formu la nie jest zasadnicza w
lewej przes lance (Cut) zatem przy niezmienionej przes lance prawej
pokazujemy, że d lugość dowodu lewej przes lanki można zmniejszyć.
Rozważamy wszystkie 8 przypadków zastosowania regu l logicznych
do uzyskania lewej przes lanki. Odpowiadaja̧ one transformacjom z
punktu B1 w dowodzie Gentzena.
W punkcie 3 zak ladamy, że cut-formu la jest zasadnicza tylko w
lewej przes lance i wykonujemy transformacje skracaja̧ce d lugość
prawej przes lanki. Znów rozważamy 8 przypadków zastosowania
regu l logicznych tym razem do prawej przes lanki. Pokrywaja̧ siȩ
one z punktem A1 w dowodzie Gentzena.
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Rozważamy wszystkie 8 przypadków zastosowania regu l logicznych
do uzyskania lewej przes lanki. Odpowiadaja̧ one transformacjom z
punktu B1 w dowodzie Gentzena.

W punkcie 3 zak ladamy, że cut-formu la jest zasadnicza tylko w
lewej przes lance i wykonujemy transformacje skracaja̧ce d lugość
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Dopuszczalność Cut w m-ARS

Dowód Dragalina:

Dla przyk ladu rozważmy (→⇒):

Γ⇒ ∆, ϕ, χ ψ, Γ⇒ ∆, χ
(→⇒)
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(Cut)

ϕ→ ψ, Γ,Π⇒ ∆,Σ

zostaje zasta̧piony przez:

Γ⇒ ∆, ϕ, χ χ,Π⇒ Σ
(Cut)

Γ,Π⇒ ∆,Σ, ϕ

ψ, Γ⇒ ∆, χ χ,Π⇒ Σ
(Cut)

ψ, Γ,Π⇒ ∆,Σ
(→⇒)

ϕ→ ψ, Γ,Π⇒ ∆,Σ

gdzie oba zastosowania (Cut) maja̧ mniejsza̧ d lugość sa̧ zatem
eliminowalne z za lożenia indukcyjnego.
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Dopuszczalność Cut w m-ARS

Uwaga: Ca lkowicie odpada rozważanie przypadków zgrupowanych
w punkcie A2 i A3 (oraz B2 i B3), gdyż zachodza̧ one dla systemu
z (pierwotna̧) kontrakcja̧ i z (Mix) zamiast (Cut).

1. Przypadki rozważane przez nas w dowodzie Gentzena w punkcie
A2 i B2 (cut-formu la jako formu la przes lankowa) podpadaja̧ (jako
szczególne przypadki) pod transformacje przeprowadzane w
dowodzie Dragalina w punkcie 3 i 2 gdyż z dwóch wysta̧pień
cut-formu ly w prawej przes lance (Cut) tylko jedna jest eliminowana
po przesuniȩciu danego zastosowania (Cut) do góry; druga nadal
może być wykorzystana poniżej jako formu la poboczna
zastosowania odpowiedniej regu ly.
2. Przypadki podpadaja̧ce w dowodzie Gentzena pod punkt A3 i
B3 (cut-formu la jako formu la zasadnicza); nie znajduja̧
zastosowania gdyż (Cut) wycina tylko jedno wysta̧pienie
cut-formu ly a nie wszystkie jak (Mix).
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Uwaga: Ca lkowicie odpada rozważanie przypadków zgrupowanych
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cut-formu ly w prawej przes lance (Cut) tylko jedna jest eliminowana
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Dopuszczalność Cut w m-ARS

Dowód Dragalina:

W punkcie 4. dowodzimy, że można zredukować d lugość
cut-formu ly. Ponieważ zmienne nie moga̧ być formu lami
zasadniczymi wiȩc w konsekwencji prowadzi to do ca lkowitej
eliminacji (Cut).
Dowód w tym punkcie nie różni siȩ od dowodu punktu 3.2. w
dowodzie Gentzena choć tu dla odmiany transformacje dla
cut-formu l o postaci koniunkcji i alternatywy sa̧ bardziej
skomplikowane dla wariantów Ketonena.
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Dopuszczalność Cut w m-ARS

Dowód Dragalina:

Dla przyk ladu podamy przypadek koniunkcji:

Γ⇒ ∆, ϕ Γ⇒ ∆, ψ
(⇒ ∧)

Γ⇒ ∆, ϕ ∧ ψ
ϕ,ψ,Π⇒ Σ

(∧ ⇒)
ϕ ∧ ψ,Π⇒ Σ

(Mix)
Γ,Π⇒ ∆,Σ

zostaje zasta̧piony przez:

Γ⇒ ∆, ψ

Γ⇒ ∆, ϕ ϕ, ψ,Π⇒ Σ
(Cut)

ψ, Γ,Π⇒ ∆,Σ
(Cut)

Γ, Γ,Π⇒ ∆,∆,Σ
(C )

Γ,Π⇒ ∆,Σ

Jak widać w porównaniu do stosownej transformacji dla regu l
Gentzena zmuszeni jesteśmy zastosować (Cut) dwukrotnie. Co
wiȩcej wysokość drugiego zastosowania (Cut) może być wiȩksza ale
oba zastosowania sa̧ na mniejszych cut-formu lach zatem cel
redukcji jest w tym punkcie osia̧gniȩty. Niezbȩdne jest też użycie
kontrakcji ale, jest jak dowiedlísmy, jest ona dopuszczalna w
m-ARS.
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Dowód Dragalina:

Dla przyk ladu podamy przypadek koniunkcji:

Γ⇒ ∆, ϕ Γ⇒ ∆, ψ
(⇒ ∧)

Γ⇒ ∆, ϕ ∧ ψ
ϕ,ψ,Π⇒ Σ

(∧ ⇒)
ϕ ∧ ψ,Π⇒ Σ

(Mix)
Γ,Π⇒ ∆,Σ

zostaje zasta̧piony przez:

Γ⇒ ∆, ψ

Γ⇒ ∆, ϕ ϕ, ψ,Π⇒ Σ
(Cut)

ψ, Γ,Π⇒ ∆,Σ
(Cut)

Γ, Γ,Π⇒ ∆,∆,Σ
(C )

Γ,Π⇒ ∆,Σ
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oba zastosowania sa̧ na mniejszych cut-formu lach zatem cel
redukcji jest w tym punkcie osia̧gniȩty. Niezbȩdne jest też użycie
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Dopuszczalność Cut w LK

Dowód Curry’ego:

Dowód Curry’ego przeprowadzony jest dla dwóch wersji LK.
Różnice z dowodem Gentzena sa̧ nastȩpuja̧ce:

1 pokazuje nie jak eliminować (Cut) z dowodu ale, że jego
do la̧czenie nie wzmacnia systemu

2 bezpośrednio dla (Cut) a nie dla (Mix)

3 indukcja na 2 parametrach (nie na 3)

4 indukcja nie po g lȩbokości ale po d lugości dowodu przes lanki
(Cut)

5 dowód rozbity na 3 niezależne etapy

6 dowód 2 etapów oparty jest na globalnych przekszta lceniach
dowodu
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Dowód Curry’ego:
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Dowód Curry’ego przeprowadzony jest dla dwóch wersji LK.
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6 dowód 2 etapów oparty jest na globalnych przekszta lceniach
dowodu

Andrzej Indrzejczak Rachunki Sekwentów 2



RACHUNEK SEKWENTÓW
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Dopuszczalność Cut w LK
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Dopuszczalność Cut w LK

Dowód Curry’ego:

Dowód Curry’ego jest podzielony na 3 etapy:
Etap 1:
Za lożenia:

E11 ` Γ⇒ ∆, ϕ

E12 jeżeli ` ϕ(1),Π⇒ Σ, to ` Γ,Π⇒ ∆,Σ

gdzie ϕ(1) oznacza, że cut-formu la ϕ wystȩpuje po raz pierwszy w
sekwencie.
Dowodzimy, że jeżeli ` ϕ,Π⇒ Σ, to ` Γ,Π⇒ ∆,Σ przez indukcjȩ
po d lugości dowodu prawej przes lanki (Cut).
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po d lugości dowodu lewej przes lanki (Cut).
Etap 3:
Za lożenia:

E31 (Cut) jest dopuszczalne dla każdej podformu ly ϕ

E32 ` Γ⇒ ∆, ϕ(1)

E33 ` ϕ(1),Π⇒ Σ

Dowodzimy ` Γ,Π⇒ ∆,Σ przez indukcjȩ po d lugości cut-formu ly.
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Dowód Curry’ego:

Etap 2:
Za lożenia:
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Dopuszczalność Cut w LK

Dowód Curry’ego:

1. (Cut) na podformu lach cut-formuly ϕ jest dopuszczalny (E31)
2. ` Γ⇒ ∆, ϕ (E11)
3. ` ϕ,Π⇒ Σ (E21)

3.1. ` ϕ(1),Π⇒ Σ (E33)
3.1.1. ` Γ⇒ ∆, ϕ(1) (E32)
3.1.2. ` Γ,Π⇒ ∆,Σ 1., 3.1., 3.1.1., Etap 3

3.2. jeżeli ` Γ⇒ ∆, ϕ(1), to ` Γ,Π⇒ ∆,Σ 3.1.1.-3.1.2.
3.3. jeżeli ` Γ⇒ ∆, ϕ, to ` Γ,Π⇒ ∆,Σ 3., 3.2., Etap 2
3.4. ` Γ,Π⇒ ∆,Σ 2., 3.3.

4. jeżeli ` ϕ(1),Π⇒ Σ, to ` Γ,Π⇒ ∆,Σ 3.1. - 3.4.
5. jeżeli ` ϕ,Π⇒ Σ, to ` Γ,Π⇒ ∆,Σ 2., 4., Etap 1
6. ` Γ,Π⇒ ∆,Σ 3., 5.
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4. jeżeli ` ϕ(1),Π⇒ Σ, to ` Γ,Π⇒ ∆,Σ 3.1. - 3.4.
5. jeżeli ` ϕ,Π⇒ Σ, to ` Γ,Π⇒ ∆,Σ 2., 4., Etap 1
6. ` Γ,Π⇒ ∆,Σ 3., 5.

Andrzej Indrzejczak Rachunki Sekwentów 2



RACHUNEK SEKWENTÓW
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Dopuszczalność Cut w LK
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3. ` ϕ,Π⇒ Σ (E21)

3.1. ` ϕ(1),Π⇒ Σ (E33)
3.1.1. ` Γ⇒ ∆, ϕ(1) (E32)
3.1.2. ` Γ,Π⇒ ∆,Σ 1., 3.1., 3.1.1., Etap 3

3.2. jeżeli ` Γ⇒ ∆, ϕ(1), to ` Γ,Π⇒ ∆,Σ 3.1.1.-3.1.2.
3.3. jeżeli ` Γ⇒ ∆, ϕ, to ` Γ,Π⇒ ∆,Σ 3., 3.2., Etap 2
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4. jeżeli ` ϕ(1),Π⇒ Σ, to ` Γ,Π⇒ ∆,Σ 3.1. - 3.4.
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Dopuszczalność Cut w LK

Dowody poszczególnych etapów:

Dowód etapu 3 wygla̧da dok ladnie tak samo jak dowód kroku
indukcyjnego po d lugości formu ly przy za lożonym rank=2 w
dowodzie Gentzena (punkt 3.2 i punkt 4 u Dragalina).
Punkty 1 i 2 sa̧ dowodzone niezależnie i każdy z nich może być
udowodniony na różne sposoby:

tak jak u Gentzena (punkty A i B), za pomoca̧ lokalnych
transformacji redukuja̧cych d lugość dowodu jednej z
przes lanek

u Curry’ego – oparty na globalnych przekszta lceniach dowodu
odpowiedniej przes lanki (odwo luje siȩ do ustalonych wyżej
w lasności regu l LK)

można też przeprowadzić dowód przez odwo lanie siȩ do
inwersji regu l.
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Dowód etapu 3 wygla̧da dok ladnie tak samo jak dowód kroku
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Dowody poszczególnych etapów:
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Dopuszczalność Cut w ARS

Dowód dopuszczalności (Cut) metoda̧ Schüttego

Różnice z dowodem Gentzena:

pokazuje nie jak eliminować (Cut) z dowodu ale, że jego
do la̧czenie nie wzmacnie systemu

bezpośrednio dla (Cut) a nie dla (Mix)

dla RS na sekwentach zbudowanych ze zbiorów (oryginalna
wersja na alternatywach)

indukcja na 2 parametrach (nie na 3)

indukcja nie po g lȩbokości ale po d lugości dowodu przes lanki
(Cut)

bazuje na lemacie o inwersji regu l i dopuszczalności (W)
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Dopuszczalność Cut w ARS
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indukcja nie po g lȩbokości ale po d lugości dowodu przes lanki
(Cut)

bazuje na lemacie o inwersji regu l i dopuszczalności (W)

Andrzej Indrzejczak Rachunki Sekwentów 2



RACHUNEK SEKWENTÓW
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indukcja nie po g lȩbokości ale po d lugości dowodu przes lanki
(Cut)

bazuje na lemacie o inwersji regu l i dopuszczalności (W)

Andrzej Indrzejczak Rachunki Sekwentów 2



RACHUNEK SEKWENTÓW

Dopuszczalność Cut w ARS

Dowód dopuszczalności (Cut) metoda̧ Schüttego.

Dowodzimy, że jeżeli ` Γ⇒ ∆, ϕ i ` ϕ,Π⇒ Σ, to również
` Γ,Π⇒ ∆,Σ.
Dowód przeprowadzamy przez indukcjȩ po d lugości ϕ a w jego
obrȩbie dodatkowo przez indukcjȩ po d lugości dowodu jednej z
przes lanek (Cut).
Dodatkowo zak ladamy, że aksjomaty maja̧ postać ϕ, Γ⇒ ∆, ϕ,
gdzie ϕ ∈ ZZ . Oczywíscie nie os labia to systemu, bo Twierdzenie
7 zachodzi też dla ARS, a przez dopuszczalność (W) ` Γ⇒ ∆ dla
dowolnego Γ ∩∆ 6= ∅. Za lożenie to jedynie upraszcza dowód.
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Dopuszczalność Cut w ARS

Schemat dowodu dopuszczalności (Cut) metoda̧ Schüttego:

I. Indukcja po d lugości cut-formu ly
1.1. Baza: (Cut) na cut-formule o d lugości 0 jest dopuszczalny

II. Indukcja po d lugości dowodu (lewej) przes lanki (Cut)
2.1. Baza: (Cut) z lewa̧ przes lanka̧ o dowodzie d lugości 0 jest

dopuszczalny
2.2. Krok indukcyjny: Jeżeli (Cut) z lewa̧ przes lanka̧ o dowodzie

d lugości < n jest dopuszczalny, to o dowodzie d lugości n
też jest dopuszczalny

Wniosek z 2.1., 2.2: (Cut) o na cut-formule o d lugości 0 jest
dopuszczalny bez wzglȩdu na d lugość dowodu lewej przes lanki

1.2. Krok indukcyjny: Jeżeli (Cut) na cut-formule o d lugości < n
jest dopuszczalny, to dla cut-formu ly o d lugości n też jest
dopuszczalny
Wniosek z 1.1., 1.2: (Cut) na dowolnej formule jest dopuszczalny
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dopuszczalny
2.2. Krok indukcyjny: Jeżeli (Cut) z lewa̧ przes lanka̧ o dowodzie

d lugości < n jest dopuszczalny, to o dowodzie d lugości n
też jest dopuszczalny

Wniosek z 2.1., 2.2: (Cut) o na cut-formule o d lugości 0 jest
dopuszczalny bez wzglȩdu na d lugość dowodu lewej przes lanki

1.2. Krok indukcyjny: Jeżeli (Cut) na cut-formule o d lugości < n
jest dopuszczalny, to dla cut-formu ly o d lugości n też jest
dopuszczalny
Wniosek z 1.1., 1.2: (Cut) na dowolnej formule jest dopuszczalny
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1.2. Krok indukcyjny: Jeżeli (Cut) na cut-formule o d lugości < n
jest dopuszczalny, to dla cut-formu ly o d lugości n też jest
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Dopuszczalność Cut w ARS

Dowód dopuszczalności (Cut) metoda̧ Schüttego:

P. 1.1. Zak ladamy, że ϕ jest zmienna̧

P. 2.1. Zak ladamy, że dowód lewej przes lanki (Cut) Γ⇒ ∆, ϕ jest
d lugości 0, tzn. jest aksjomatem.
2 przypadki:
a) Γ ∩∆ 6= ∅ (ϕ /∈ Γ)
wtedy Γ,Π⇒ ∆,Σ też jest aksjomatem.
b) Γ ∩∆ = ∅ (tzn. ϕ jest formu la̧ zasadnicza̧ i Γ = Γ′, ϕ)
ponieważ prawa przes lanka ϕ,Π⇒ Σ ma dowód, wiȩc, przez
dopuszczalność (W), Γ′, ϕ,Π⇒ ∆,Σ też ma dowód.
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ponieważ prawa przes lanka ϕ,Π⇒ Σ ma dowód, wiȩc, przez
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Andrzej Indrzejczak Rachunki Sekwentów 2



RACHUNEK SEKWENTÓW
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wtedy Γ,Π⇒ ∆,Σ też jest aksjomatem.
b) Γ ∩∆ = ∅ (tzn. ϕ jest formu la̧ zasadnicza̧ i Γ = Γ′, ϕ)
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Dopuszczalność Cut w ARS

Dowód dopuszczalności (Cut) metoda̧ Schüttego:

P. 1.1., 2.2. za lożenie indukcyjne: (Cut) na zmiennej ϕ z lewa̧
przes lanka̧ o dowodzie d lugości < n jest dopuszczalny.

Dowodzimy, że (Cut) na zmiennej ϕ z lewa̧ przes lanka̧ o dowodzie
d lugości n też jest dopuszczalny.
Dowód przez rozważenie wszystkich przypadków, które
doprowadzi ly do dedukcji Γ⇒ ∆, ϕ.
Uwaga: ponieważ ϕ jest zmienna̧ wiȩc w grȩ wchodza̧ tylko takie
przekszta lcenia gdzie by la formu la̧ parametryczna̧.
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Dopuszczalność Cut w ARS

Dowód dopuszczalności (Cut) metoda̧ Schüttego:

P. 1.1., P. 2.2. Przypadek (⇒ ¬)

Γ⇒ ∆, ϕ := Γ⇒ ∆′,¬ψ,ϕ i wydedukowana z ψ, Γ⇒ ∆′, ϕ.
Sekwent-przes lanka ma dowód d lugości n − 1 zatem podpada pod
za l. ind., tzn. jeżeli ` ψ, Γ⇒ ∆′, ϕ i ` ϕ,Π⇒ Σ (tj. prawa
przes lanka), to również dowiedlne jest ψ, Γ,Π⇒ ∆′,Σ, ska̧d przez
(⇒ ¬) mamy Γ,Π⇒ ∆′,¬ψ,Σ := Γ,Π⇒ ∆,Σ.
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Sekwent-przes lanka ma dowód d lugości n − 1 zatem podpada pod
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Dopuszczalność Cut w ARS

Dowód dopuszczalności (Cut) metoda̧ Schüttego:

P. 1.1., P. 2.2. Przypadek (⇒ ∧)

Γ⇒ ∆, ϕ := Γ⇒ ∆′, ψ ∧ χ, ϕ i wydedukowana z Γ⇒ ∆′, ψ, ϕ
oraz Γ⇒ ∆′, χ, ϕ.
Oba sekwenty-przes lanki maja̧ dowody d lugości < n zatem
podpadaja̧ pod za l. ind., tzn., że (w po la̧czeniu z prawa̧ przes lanka̧)
dowiedlne jest zarówno Γ,Π⇒ ∆′,Σ, ψ, jak i Γ,Π⇒ ∆′,Σ, χ,
ska̧d przez (⇒ ∧) mamy Γ,Π⇒ ∆′, ψ ∧ χ,Σ := Γ,Π⇒ ∆,Σ.
Zadanie: dowiedź pozosta le przypadki
Dowiedlísmy (przez indukcjȩ po d lugości dowodu lewej przes lanki),
że dla dowolnej zmiennej ϕ jeżeli ` Γ⇒ ∆, ϕ i ` ϕ,Π⇒ Σ, to
również ` Γ,Π⇒ ∆,Σ.
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Dowiedlísmy (przez indukcjȩ po d lugości dowodu lewej przes lanki),
że dla dowolnej zmiennej ϕ jeżeli ` Γ⇒ ∆, ϕ i ` ϕ,Π⇒ Σ, to
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Dopuszczalność Cut w ARS

Dowód dopuszczalności (Cut) metoda̧ Schüttego:

P. 1.2. za lożenie indukcyjne: (Cut) na ϕ o d lugości < n jest
dopuszczalny.

Dowodzimy, że (Cut) na ϕ o d lugości n też jest dopuszczalny.
Dowód przez rozważenie wszystkich przypadków ϕ.
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Dowód przez rozważenie wszystkich przypadków ϕ.

Andrzej Indrzejczak Rachunki Sekwentów 2



RACHUNEK SEKWENTÓW
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Dopuszczalność Cut w ARS

Dowód dopuszczalności (Cut) metoda̧ Schüttego:

P. 1.2. przypadek ϕ := ¬ψ

Obie przes lanki (Cut) maja̧ postać Γ⇒ ∆,¬ψ i ¬ψ,Π⇒ Σ.
Z lematu o inwersji dowód maja̧ też ich przes lanki, tj. ` ψ, Γ⇒ ∆
i ` Π⇒ Σ, ψ, zatem z za l. ind. (bo ψ ma d lugość n − 1)
dowiedlne jest Γ,Π⇒ ∆,Σ.
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i ` Π⇒ Σ, ψ, zatem z za l. ind. (bo ψ ma d lugość n − 1)
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Dopuszczalność Cut w ARS

Dowód dopuszczalności (Cut) metoda̧ Schüttego:

P. 1.2. przypadek ϕ := ψ ∧ χ

Obie przes lanki (Cut) maja̧ postać Γ⇒ ∆, ψ ∧ χ i ψ ∧ χ,Π⇒ Σ.
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ind. (bo ψ i χ maja̧ d lugość < n), (i) i (iii) dowiedlne jest
χ, Γ,Π⇒ ∆,Σ, ska̧d, przez (ii) i za l. ind. mamy dowód
Γ,Π⇒ ∆,Σ.
Zadanie: dowiedź pozosta le przypadki
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ind. (bo ψ i χ maja̧ d lugość < n), (i) i (iii) dowiedlne jest
χ, Γ,Π⇒ ∆,Σ, ska̧d, przez (ii) i za l. ind. mamy dowód
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Dowód dopuszczalności (Cut) metoda̧ Schüttego:
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Dopuszczalność Cut w ARS

Dowód dopuszczalności (Cut) metoda̧ Schüttego:

Dowiedlísmy (przez indukcjȩ po d lugości cut-formu ly), że dla
dowolnej ϕ jeżeli ` Γ⇒ ∆, ϕ i ` ϕ,Π⇒ Σ, to również
` Γ,Π⇒ ∆,Σ.

Zadanie: przeprowadź dowód dopuszczalności (Cut) symetrycznie,
tzn. dokonuja̧c w P. 2.1., 2.2. indukcji po d lugości prawej
przes lanki (Cut).
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Dopuszczalność Cut w ARS

Dowód dopuszczalności (Cut) metoda̧ Schüttego:
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Dopuszczalność Cut w ARS

Dowód dopuszczalności (Cut) metoda̧ Smullyana:

Różnice z dowodem Gentzena:

pokazuje nie jak eliminować (Cut) z dowodu ale, że jego
do la̧czenie nie wzmacnie systemu

bezpośrednio dla (Cut) w wersji k-jednolitej

dla RS na sekwentach zbudowanych ze zbiorów (oryginalna
wersja na systemie tablicowym)

indukcja na 2 parametrach (nie na 3)

indukcja po  la̧cznej d lugości dowodu przes lanek (Cut)

bazuje na lemacie o dopuszczalności (W)
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Dopuszczalność Cut w ARS

Dowód dopuszczalności (Cut) metoda̧ Smullyana:

Wprowadzimy nastȩpuja̧ce oznaczenia:

` Γ⇒ϕ
k ∆ oznacza, że Γ⇒ ∆ ma dowód o d lugości k, w

którym ostatnia zastosowana regu la by la na formu le
ϕ ∈ Γ ∪∆, tzn. ϕ jest formu la̧ zasadnicza̧ w Γ⇒ ∆.

` Γ⇒k ∆ wtw k = 0 (aksjomat) lub k > 0 i ∃ϕ takie, że
` Γ⇒ϕ

k ∆. Oczywíscie ` Γ⇒ ∆ oznacza, że ∃k takie, że
` Γ⇒k ∆

ϕ jest k-eliminowalne wtw jest cut-formu la̧ takiego
zastosowania (Cut), w którym suma d lugości dowodów obu
przes lanek wynosi k .

ϕ jest eliminowalne wtw ϕ jest k-eliminowalne dla dowolnego
k.
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Dowód dopuszczalności (Cut) metoda̧ Smullyana:
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zastosowania (Cut), w którym suma d lugości dowodów obu
przes lanek wynosi k .

ϕ jest eliminowalne wtw ϕ jest k-eliminowalne dla dowolnego
k.

Andrzej Indrzejczak Rachunki Sekwentów 2



RACHUNEK SEKWENTÓW
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którym ostatnia zastosowana regu la by la na formu le
ϕ ∈ Γ ∪∆, tzn. ϕ jest formu la̧ zasadnicza̧ w Γ⇒ ∆.

` Γ⇒k ∆ wtw k = 0 (aksjomat) lub k > 0 i ∃ϕ takie, że
` Γ⇒ϕ
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Dopuszczalność Cut w ARS

Dowód dopuszczalności (Cut) metoda̧ Smullyana:

Lemat S: Dla dowolnego i , j < k ,

1 jeżeli ` Γ⇒¬ϕk ∆,¬ϕ, to ` Γ, ϕ⇒i ∆,¬ϕ
2 jeżeli ` Γ,¬ϕ⇒¬ϕk ∆, to ` Γ⇒i ∆, , ϕ,¬ϕ
3 jeżeli ` Γ⇒ϕ∧ψ

k ∆, ϕ ∧ ψ, to ` Γ⇒i ∆, ϕ, ϕ ∧ ψ oraz
` Γ⇒j ∆, ψ, ϕ ∧ ψ

4 jeżeli ` Γ, ϕ ∧ ψ ⇒ϕ∧ψ
k ∆, to ` Γ, ϕ, ψ, ϕ ∧ ψ ⇒i ∆

5 jeżeli ` Γ⇒ϕ∨ψ
k ∆, ϕ ∨ ψ, to ` Γ⇒i ∆, ϕ, ψ, ϕ ∨ ψ

6 jeżeli ` Γ, ϕ ∨ ψ ⇒ϕ∨ψ
k ∆, to ` Γ, ϕ, ϕ ∨ ψ ⇒i ∆ oraz

` Γ, ψ, ϕ ∨ ψ ⇒j ∆

7 jeżeli ` Γ⇒ϕ→ψ
k ∆, ϕ→ ψ, to ` Γ, ϕ⇒i ∆, ψ, ϕ→ ψ

8 jeżeli ` Γ, ϕ→ ψ ⇒ϕ→ψ
k ∆, to ` Γ, ψ, ϕ→ ψ ⇒i ∆ oraz

` Γϕ→ ψ ⇒j ∆, ϕ
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Dopuszczalność Cut w ARS

Dowód dopuszczalności (Cut) metoda̧ Smullyana:

Dowód jest trywialny i opiera siȩ na dopuszczalności (W).

Rozważmy przypadek 3:
jeżeli ` Γ⇒ϕ∧ψ
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` Γ⇒j ∆, ψ, ϕ ∧ ψ
Dowód:
Jeżeli ` Γ⇒ϕ∧ψ

k ∆, ϕ ∧ ψ, to w dowodzie bezpośrednio poprzedaja̧
go sekwenty Γ⇒ ∆, ϕ oraz Γ⇒ ∆, ψ, których dowody sa̧ krótsze
od k.
Przez dopuszczalność (W) otrzymujemy dowody Γ⇒ ∆, ϕ, ϕ ∧ ψ
oraz Γ⇒ ∆, ψ, ϕ ∧ ψ z ta̧ sama̧ d lugościa̧.
Dla innych przypadków analogicznie.
Uwaga: Jest to os labiona wersja lematu o inwersji regu l.
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Dowód jest trywialny i opiera siȩ na dopuszczalności (W).
Rozważmy przypadek 3:
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jeżeli ` Γ⇒ϕ∧ψ

k ∆, ϕ ∧ ψ, to ` Γ⇒i ∆, ϕ, ϕ ∧ ψ oraz
` Γ⇒j ∆, ψ, ϕ ∧ ψ
Dowód:
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Dopuszczalność Cut w ARS

Dowód dopuszczalności (Cut) metoda̧ Smullyana:

Aby dowieść twierdzenia, które mówi, że każde ϕ jest eliminowalne
Smullyan dowodzi twierdzenia pomocniczego:
Dla dowolnych n, k, dowolne ϕ d lugości n jest k-eliminowalne,
jeżeli spe lnione sa̧ warunki:

c1 dowolne ψ d lugości mniejszej od n jest eliminowalne

c2 dowolne ψ d lugości n jest k ′-eliminowalne, dla k ′ < k

Za lóżmy, że spe lnione sa̧ podane wyżej warunki.
Dowodzimy, że ϕ d lugości n jest k-eliminowalne, tzn. przy
za lożeniu, że (1) ` Γ⇒k1 ∆, ϕ i (2) ` ϕ, Γ⇒k2 ∆, gdzie
k = k1 + k2 dowodzimy, że ` Γ⇒ ∆
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Dowód dopuszczalności (Cut) metoda̧ Smullyana:
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Dowód dopuszczalności (Cut) metoda̧ Smullyana:
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Dopuszczalność Cut w ARS

Dowód dopuszczalności (Cut) metoda̧ Smullyana:

Zauważmy, że zachodzi alternatywa: A1 k1 = 0 lub k2 = 0, albo
A2 k ≥ 1 i k2 ≥ 1.

Rozważmy A1 i przyjmijmy, że k1 = 0, zatem Γ⇒ ∆, ϕ jest
aksjomatem i ∃ψ takie, że ψ ∈ Γ ∩ (∆ ∪ {ϕ}). ψ = ϕ lub nie,
jeżeli to drugie, to ψ ∈ Γ ∩∆ i ` Γ⇒ ∆.
Jeżeli ψ = ϕ, to Γ⇒ ∆ := ϕ, Γ′ ⇒ ∆ ale z za lożenia (2) taki
sekwent jest dowiedlny bo
ϕ, Γ′ ⇒ ∆ := ϕ,ϕ, Γ′ ⇒ ∆ := ϕ, Γ⇒ ∆.
Dla k2 = 0 dowód analogiczny.
A2: Za lóżmy, że k ≥ 1 i k2 ≥ 1, wtedy (1’) ` Γ⇒ψ

k1 ∆, ϕ i (2’)
` ϕ, Γ⇒χ

k2 ∆ dla pewnych ψ, χ.
Zauważmy, że zachodzi alternatywa: B1 ϕ 6= ψ lub ϕ 6= χ, albo B2
ϕ = ψ i ϕ = χ.
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jeżeli to drugie, to ψ ∈ Γ ∩∆ i ` Γ⇒ ∆.
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Dopuszczalność Cut w ARS

Dowód dopuszczalności (Cut) metoda̧ Smullyana:

Rozważmy B1 i za lóżmy ϕ 6= ψ.

Musimy rozważyć przypadki ψ.
B11. ψ = χ ∨ δ i należy do ∆ czyli (1’) wygla̧da nastȩpuja̧co

` Γ⇒χ∨δ
k1 ∆′, χ ∨ δ, ϕ.

Przez lemat S ` Γ⇒i ∆′, χ, δ, χ ∨ δ, ϕ dla i < k1.
Z za lożenia (2’) ` ϕ, Γ⇒k2 ∆′, χ ∨ δ, zatem przez dopuszczalność
(W) ` ϕ, Γ⇒k2 ∆′, χ, δ, χ ∨ δ.
Zatem mamy ` Γ⇒i ∆, χ, δ, ϕ i ` ϕ, Γ⇒k2 ∆, χ, δ, gdzie
i + k2 < k , wiȩc przez warunek c2 ϕ jest i + k2-eliminowalne, czyli
` Γ⇒ ∆, χ, δ, ska̧d przez (⇒ ∨) mamy ` Γ⇒ ∆.
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Dowód dopuszczalności (Cut) metoda̧ Smullyana:

Rozważmy B1 i za lóżmy ϕ 6= ψ.
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Dopuszczalność Cut w ARS

Dowód dopuszczalności (Cut) metoda̧ Smullyana:

B12. ψ = χ ∧ δ i należy do ∆ czyli (1’) wygla̧da nastȩpuja̧co

` Γ⇒χ∧δ
k1 ∆′, χ ∧ δ, ϕ. Przez lemat S mamy (i)

` Γ⇒i ∆′, χ, χ ∧ δ, ϕ oraz (ii) ` Γ⇒j ∆′, δ, χ ∧ δ, ϕ dla i , j < k1.
Z za lożenia (2’) ` ϕ, Γ⇒k2 ∆′, χ ∧ δ, zatem przez dopuszczalność
(W) mamy (iii) ` ϕ, Γ⇒k2 ∆′, χ, χ ∧ δ oraz (iv)
` ϕ, Γ⇒k2 ∆′, δ, χ ∧ δ. Zatem z (i) i (iii) mamy ` Γ⇒i ∆, χ, ϕ i
` ϕ, Γ⇒k2 ∆, χ, gdzie i + k2 < k , wiȩc przez warunek c2 ϕ jest
i + k2-eliminowalne, czyli mamy (v) ` Γ⇒ ∆, χ. Podobnie z (ii) i
(iv) przez c2 otrzymujemy, że ϕ jest i + k2-eliminowalne gdyż
j + k2 < k, czyli (vi) ` Γ⇒ ∆, χ. Z (v) i (vi) przez (⇒ ∧) i fakt,
że χ ∧ δ ∈ ∆ mamy ` Γ⇒ ∆.

Dowód dla pozosta lych przypadków oraz przy za lożeniu, że ϕ 6= χ
analogiczny.
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Dopuszczalność Cut w ARS

Dowód dopuszczalności (Cut) metoda̧ Smullyana:

Za lóżmy teraz B2: ϕ = ψ i ϕ = χ,

zatem:
(1’) ` Γ⇒ϕ

k1 ∆, ϕ i
(2’) ` ϕ, Γ⇒ϕ

k2 ∆.
Ponownie musimy rozważyć różne przypadki dla ϕ.
Rozważmy B21. ϕ = χ ∧ δ. Pozosta le przypadki dowodzimy
analogicznie.
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Dopuszczalność Cut w ARS

Dowód dopuszczalności (Cut) metoda̧ Smullyana:

B21. ϕ = χ ∧ δ wtedy przez lemat S mamy (i) ` Γ⇒i ∆′, χ, χ ∧ δ
oraz (ii) ` Γ⇒j ∆′, δ, χ ∧ δ dla i , j < k1. Z za lożenia (2’) przez
dopuszczalność (W) mamy (iii) ` ϕ, Γ⇒k2 ∆, χ oraz (iv)
` ϕ, Γ⇒k2 ∆, δ. Z (i) i (iii) przez c2 mamy (v) ` Γ⇒i+k2 ∆, χ a
z (ii) i (iv) przez c2 mamy (vi) ` Γ⇒j+k2 ∆, δ gdyż i + k2 < k i
j + k2 < k , wiȩc ϕ jest odpowiednio i + k2-eliminowalne i
j + k2-eliminowalne. Ponadto z (2’) i lematu S mamy (vii)
` ϕ, χ, δ, Γ⇒ϕ

k2−1 ∆ a z (1’) przez dopuszczalność (W) mamy
(viii) ` Γ, χ, δ,⇒ϕ

k1 ∆, ϕ co znów przez c2 daje (ix)
` Γ, χ, δ ⇒k1+k2−1 ∆. Teraz korzystamy z warunku c2, najpierw z
(v) i (ix) dostajemy (x) ` Γ, δ ⇒ ∆ gdyż χ jest eliminowalne jako
krótsze od ϕ. Nastȩpnie z (vi) i (x) w analogiczny sposób
otrzymujemy ` Γ⇒ ∆.
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RACHUNEK SEKWENTÓW

Dopuszczalność Cut w ARS

Dowód dopuszczalności (Cut) metoda̧ Smullyana:

Z twierdzenia pomocniczego wynika twierdzenie o eliminacji (Cut),
które w wersji Smullyana brzmi:
Każde ϕ jest eliminowalne.
Aby uzasadnić, że twierdzenie o eliminacji wynika z twierdzenia
pomocniczego, za lóżmy niewprost, że pewne ϕ nie jest
eliminowalne. Wybierzmy najmniejsze takie nieeliminowalne ϕ i
niech d lugość ϕ = n, oznacza to, że wszystkie formu ly o mniejszej
od n d lugości sa̧ eliminowalne (warunek c1). Skoro ϕ nie jest
eliminowalne, to istnieje najmniejsze k takie, że ϕ nie jest
k-eliminowalne, czyli jest k ′-eliminowalne dla każdego k ′ < k
(warunek c2). Ale oba warunki implikuja̧, że ϕ jest k-eliminowalne;
sprzeczność.
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które w wersji Smullyana brzmi:
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