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Spis zawartosci wyktadow

1. Wstep historyczno-systematyczny

2. Jezyk i semantyka logik czasu punktowego

3. Bazowa logika Kt — semantyka i aksjoma-
tyzacja

4. Nadlogiki Kt

5. Logiki czasu liniowego

6. Poszerzenia jezyka — logiki hybrydowe

7. Logika LPTL; Dowdd petnosci Kt4



10.

11.

12.

13.

14.

. Dedukcja naturalna i etykietowane diagra-

my Betha

. Czas i modalnosSC: Logika historycznej ko-

niecznosci Ockhama

Logika CTL i jej krewniacy

LLogiki czasu interwatowego I — zagadnienia
wstepne

LLogiki czasu interwatowego II — wazniejsze
systemy

Logiki temporalne 1-go rzedu - wstep

IdentycznoSC i deskrypcje okreSlone w kon-
tekScie logik temporalnych; inne Kierunki w
rozwoju badan nad logikami temporalnymi
| ich zastosowaniami



Do czego potrzebna jest
logika temporalna?

e tradycyjne filozoficzne problemy dotycza-
ce natury czasu (zmiana w czasie a tozsa-
mos¢, determinizm)

e lingwistyka; analiza czasdw gramatycznych

e fizyka; czas a zmiana, czas jako wymiar,
wyzwania nowej fizyKi

e informatyka; analiza realizacji programow,
ich poprawnosci itp.

e AI, problemy dotyczgce planowania, kolej-
nosci akcji, przetwarzania wiedzy zmienia-
jgcej sie w czasie itp.



Jak jg skonstruowacC?
Mozliwe narzedzia:

1. Klasyczny rachunek kwantyfikatorow
(Reichenbach, Rescher)

2. Zdaniowe logiki (multi)modalne
(Prior, Pnueli)

3. Niestandardowe podejscia
(Halpern i Shoham, Allen i Hayes)

Skad czerpac intuicje?

1. potoczne kategorie i wyobrazenia na temat
czasu

2. analiza jezykowej reprezentacji czasu (czasy
gramatyczne) (np. Reichenbach)

3. nowoczesna fizyka (np. logika czasoprze-
strzeni Minkowskiego u Goldblatta)



Historia

1. paradoksy Zenona

2. Arystoteles (Fizyka, bitwa morska)

3. Diodor Kronos (temporalne definicje mo-
dalnosci, argument mistrzowski)

4. Augustyn — czas subiektywny

5. przedwiedza, predestynacja, wolna wola
(Augustyn, Boecjusz, Anzelm, Ockham)

6. Ockham (sylogizmy temporalne)

7. Newton — czas jako wymiar



10.

11.

12.

13.

14.

. Leibniz — czas jako relacja

. Kant — czas jako aprioryczna forma naocz-

nosSci, pierwsza antynomia

McTaggart (nierealnoS¢ czasu, seria A i B)

Bergson — krytyka naukowego ujecia czasu

Husserl, Ingarden — fenomenologiczna ana-
liza czasu

Heidegger, Sartre — egzystencjalistyczne do-
Swiadczenie czasu

Einstein (podejscie relatywistyczne)



15.

16.

17.

18.

Russell — analiza struktur interwatowych

Reichenbach — analiza czasOw gramatycz-
nych

Prior (standardowe logiki temporalne)

Pnueli (logiki programow)



Podstawowe kontrowersje odnoSnie natury
czasu

1. subiektywny/obiektywny

2. wzgledny/absolutny

3. punkty/interwaty/zdarzenia

4. skonczony/nieskonczony

5. liniowy/rozgateziony

6. dyskretny/ciggty/gesty

subiektywny | obiektywny

wzgledny Augustyn Einstein

absolutny Kant Newton




Logiki temporalne czasu punktowego —
Jezyk

Standardowy jezyk zdaniowy z czterema jed-
noargumentowymi funktorami temporalnymi:

G dla "odtad zawsze" (g, [F))
F dla "nastapi" ($p, (F))

H dla "dotad zawsze" (Lp, [P)])
P dla "nastgpito" ($p, (P))

Uwagal! G i F oraz H i P sg wzajemnie
definiowalne:

Gp <« F—-p oraz Hp < Py



Przyktad 1:

Kazik Spi. .= p

Kazik bedzie spat. .= F'p

Kazik nie spat ale miat iSC spacC. =
P(—p A Fp)

Jezeli Kazik spat jakiS czas temu, to juz nie Spi
lub kiedysS nie bedzie spat. (= Pp — —pV F—p

Kazik sie wyspat albo kiedys sie wySpi. =
PPpV FPp



Semantyka relacyjna
Definicja 1 (Struktura relacyjna)

Strukturg relacyjng, albo ramg (frame) jest do-
wolna para § = (7,R) gdzie:

e dziedzina to 7 # o, ktory jest zbiorem
punktéw czasowych (momentdéw);

e R to binarna relacja na 7, zwana
relacjg nastepstwa czasowego.

W logikach temporalnych Rtt’ oznacza, ze mo-
ment ¢ jest pdzniejszy od momentu t.

R(t) = {t' : Rtt'} to przysztosc t.

R—(t) = {t' : Rt't} to przesztosc t.



Definicja 2 (Model na strukturze)

Modelem na danej strukturze § jest dowolny
uktad M = ( §, V), gdzie V jest funkcjg waluagji
dla zmiennych, tj. V : Z2Z — P(T). (ZZ to
zbiér zmiennych zdaniowych a P(7) to zbidr
potegowy na 7). Dziedzine danego modelu 901
bedziemy oznaczaC przez Tgy.

Definicje spetniania formuty o w punkciet mo-
delu M ( M, t E ) wyrazajg ponizsze warunki:

M, tEp wtw t € V(p)
M, t F —p wtw I, t F~ ¢
MtEoNANY wtw MtE i MiEY
MtEoVYy wtw M tE o lub Mt FE Y
MtEp—vY wtw DM tFE o lub I, t E Y
M, tE Gop witw M, ¢ E o

dla dowolnego t’' € R(t)
M, tE Fo witw M, E o

dla pewnego t’' € R(t)
M, t = Hy witw It E

dla dowolnego t' € R~ (t)
M, t F Py wiw M, ¢ E o

dla pewnego t' € R~ (t)



Dla zbiorow formut zapis 9, ¢t = [T oznacza, ze
M.t =1 dla v%,—.

M, t ¥ ¢ oznacza fatszywosSC formuty ¢ w t;
M, t # [T oznacza fatszywosSC co najmniej jed-
nego elementu I w t.

W przypadku gdy model jest ustalony, badz do-

mysSiny bedziemy po prostu pisac t F ¢ (wzgled-
niet # ¢) lub t E I (wzglednie t # ") dla zbioru.

Zbior wszystkich punktow spetniajgcych dang
formute (zbidr) oznaczamy:

lellor ={t € Top - t F v},

ITlloe = Nlllon dla Vyer

Zazwyczaj uzywacC bedziemy notacji skroconej
el CIT]]) przy 9% domySinym lub ustalonym.

||| bedziemy czytaC dla wygody zwyczajowo
jako "sad ¢" (intensja ) w danym 9.



Przyktad 2: Rozwazmy model M = ( T, R, V)
gdzie: 7 = {t1,to,t3,t4,t5,t5},

R = {<t17 t2>7 <t17 t3>7 <t27 t4>7 <t37 t5>7 <t37 t6>}r
V(p) = {t1,t2,t3,t6}, V(q) = {t2,ta,t5,t6}

e t1 FGp t1 ¥ Gq

e t1 F Fq t3 F Gq

o t1 F FGq to F PGp
e to F HGp to F PFGp
o tg ¥ PGp ts F PFp

e ts ¥ HGp ts F PGq



c.d. przykftadu 2: ten sam model M = (7T, R, V)
gdzie: T = {tl,tQ,t3,t4,t5,t6},

R = {<t17 t2>7 <t17 t3>7 <t27 t4>7 <t37 t5>7 <t37 t6>}r

V(p) = {t1,to,t3,t6}, V(a) = {t2,ta,ts5,t6}.

e t1FqV Fq t1 FqV Gp

e irFE PpA Fq to ¥ P(pAq)

o tr ¥ F(pAq) t1 FG(q — p)

0t1%G(p—>q) tllzGG(p—>q)

¢ ||Fp|| — {t17t3} ||Gp|| — {t17t47t57t6}

o |[Hpl| =T | Ppl| = {t2,13,t4,t5,t6}



Definicja 3 (Spetnialnosc¢, falsyfikowalnosc¢)
@ (M) jest spetnialna w modelu 9 wtw, ||¢| #

a (IF]] # 2).

o (M) jest spetnialna wtw, istnieje model, w
ktorym jest spetnialna.

@ (IM) jest sfalsyfikowana w modelu I wtw, ||| #
Ton (|IT]| #& Zon) (inaczej: M falsyfikuje o (IN)).

o (M) jest sfalsyfikowana wtw, istnieje model,
w ktorym jest sfalsyfikowana.

Przyktad 3: Pp A H(p — F-p) jest spetnialne.

Definicja spetniania formuty (czy zbioru for-
mut) w modelu daje nam lokalng charaktery-
styke prawdziwosci. Dalszym krokiem jest wpro-
wadzenie pojecia globalnej prawdziwosci:



Definicja 4 (PrawdziwosC€ w modelu) M FE ¢
wiw, VtETmamﬂi = (lub ||90||9ﬁ — Tgﬁ)'

analogicznie dla I, M E T wtw,

Cllon = Ton-

Zawartoscig modelu M nazywamy zbior E(ON)
= {p 1 MF o}

Zbior wszystkich modeli, w ktorych o (I") jest
globalnie prawdziwa, to Mod(p) = {9 : M F
e} (Mod(l") ={M:MET})

Zbioér wszystkich modeli relacyjnych (na dowol-
nej strukturze) oznacza¢ bedziemy symbolem
MOD.

Zbior wszystkich modeli na danej strukturze
oznaczac bedziemy symbolem MOD(F).



Trzeci poziom prawdziwoSci to tautologicznosc,
czyli prawdziwosSC w kazdym modelu.

Zbior wszystkich tautologii w podanym wy-
ze] sensie to bazowa logika temporalna czasu
punktowego zwana Kt

Definicja 5 (PrawdziwosS¢ w kazdym modelu)

= ¢ wtw, VYopeymrop: ME ¢
(inaczej: = ¢ wtw, p € N{E(MN) : M € MOD}).
(inaczej: = ¢ wtw, ¢ € Kt).

#~= o oznacza formute nietautologiczng, czyli
falsyfikowalng.

Lemat 1 = ¢ wtw = ¢[G/H, F/P]



Lemat 2 (Kt-tautologie)

Nastepujgce schematy generujg formuty
prawdziwe we wszystkich modelach:

Fo < =Gy G« —F=p
G(p — ¢) = (Gp — GY)
G(p = ¢) — (Fo — Fy)
GpV Gy — G(p V)
F(pNYp) — Fo AN Fep

G A1) = Go NGy
F(eV )« FoV Fi

0 — GPyp FHp — ¢



Lemat 3 (formuty falsyfikowalne)

Nastepujace schematy nie sg schematami Kt-
tautologii:

(Dp) Gp — Fo
(TF) Go — ¢
(Tg) ¢ — Fo
(4r) Go — GGy
(5r) Fo — GFy
(Br) ¢ — GFy

(Fo — Gy) — G(p — )



Definicja 6 (Wynikanie lokalne i globalne)
1. ¢ wynika lokalnie z I :

= e wiw, Yoperprop (UM llan € llellan)
(inaczej: Vonevops Viey, (Jezeli Mt =T,
to M, tF ¢))

2. ¢ wynika globalnie z I":

=@ witw, Mod(I") € Mod(p)
(inaczej: Vopeppop (Jezeli MET, to ME ¢))

Twierdzenie 1 Jezelil = ¢, to T |E= ¢
ale nie odwrotnie.

Przyktad 4:

¢ | Go, ale ¢ = Go.



Logika Kt: Ujecie aksjomatyczne

A. Schematy aksjomatow:

e Dowolne ¢, ktore jest schematem tezy KRZ

o (Dualp) Fp < -Gy

® (Dualp) PgO < —IH—|g0

o (Kp) Gy = ¢) — (Gp — GY)

e (Kp) H(p — ) — (Hp — Hip)

e (Sp) ¢ = GPy

e (Sp) ¢y = HFyp



B. Reguty pierwotne:

o (MP) jezelip € Ktiyp — ¢ € Kt, to € Kt

o (RGp) jezeli p € Kt, to Gy € Kt

e (RGp) jezeli p € Kt, to Hp € Kt

Definicja 7 (dowdd, teza) Dowodem formu-
ty o jest skonczony ciag, ktorego dowolny ele-
ment, to aksjomat lub formuta wydedukowana
Z wczesniejszych elementow za pomocg regut
pierwotnych, a ostatni element ciggu to o.

@ jest tezg Kt (Fy+ ©) wtw, ¢ ma dowdd.

Twierdzenie 2 (Przystosowanie, petnosc,
adekwatnosSc¢ (staba))

(@) Jezeli Fgy @, tOo = .
(b) Jezeli = ¢, to Fgy .
(C) F o wtw, g .




Definicja 8 (DowiedInosS¢ lokalna i globalna)
1.T bFpp o Wtw b AT — o, dla pewnego
skonczonego ' C T

2. T kgt wtw istniegje dowod ¢ z [ na
gruncie Kt

IFrc; Jest relacja mocniejszg od kg, gdyz dla
-+ Nie zachodzi twierdzenie o dedukcji, ktore
w przypadku kg, jest spetnione z definicji. Dla
przyktadu, mamy p Ik Gp (z racji domkniecia

na (RGFp)), ale p ¥g; Gp (bo Fiy p — Gp).
Natomiast zachodzi zaleznoSC jednostronna:

JeZeli [ l_Kt @, to I ”_Kt @
Twierdzenie 3 (AdekwatnoS¢ mocna)
1. TFewtw, I =g

2. T IFp wtw, I |= ¢



Nadlogiki Kt

Aby scharakteryzowaC semantycznie inne logi-
Ki temporalne musimy wprowadziC dodatkowg
terminologie:

Definicja 9 (PrawdziwosS¢ w strukturach)

1. §F ¢ wtw, VimeMOD(g)vim F
(inaczej: MOD(F) C Mod(yp)).

2. Niech F oznacza dowolng klase struktur,
wtedy: F F ¢ wtw, Vzcr,§F ¢.

3. Zawartoscig struktury § nazywamy zbior

E(F) ={¢:SF o}

4. Zawartoscig klasy struktur F nazywamy zbior
E(F) ={p: FE o}




Twierdzenie 4
Zawartos¢ dowolnej § (F) jest logikg tempo-
ralng.

Struktury i klasy struktur (a takze modele na
nich ufundowane) bedziemy okresSlaé wedtug
wtasnosci, ktore posiadajg zadane na nich re-
lacje nastepstwa czasowego. Np. powiemy, ze
F (F, M) jest klasa (struktura, modelem) prze-
chodnig, gdy kazda struktura § € F jest struk-
turg przechodnia.

Najbardziej elementarne wtasnosci, ktore wig-
zemy z relacjg nastepstwa czasowego to:

nazwa warunek
przeciwzwrotnosC | Ve—"Rxx

przechodnios¢ Veyz(Raxy AN Ryz — Rxz)
asymetria mocna | Vey(Raxy — —Ryx)

ZawartoscC klasy struktur o podanych wyzej wta-
snosciach to Kt4



Kt4 — semantyka
Twierdzenie 5

(a) jezeli R jest mocno asymetryczna, to jest
przeciwzwrotna;

(b) jezeli R jest przechodnia i przeciwzwrotna,
to jest mocno asymetryczna;

(c) jezeli R jest przechodnia, to jej konwers tez
jest przechodni.

Twierdzenie 6

F EFEGp — GGy wtw, F jest przechodnia
FEFFp— Fo wtw, F jest przechodnia
FEHp — HHp wtw, F jest przechodnia

FE PPy — Py wtw, F jest przechodnia



Pierwsza antynomia Kanta

Teza: Swiat ma poczatek w czasie.

Antyteza: Swiat nie ma poczatku w czasie.

nazwa warunek
poczatek JaVy(Raxy Vo = vy)
koniec JaVy(Ryz V z = y)

F-serialnoSC | VxdyRaxy
P-serialnoSC | VedyRyx

Twierdzenie 7

FEH1VPH1 wtw, F ma punkt najmniejszy
FEGLV FGL wtw, F ma punkt najwiekszy
FFEGp — Fp wtw, F jest F-serialna

FE Hp — Pp wtw, F jest P-serialna

Uwaga! F-serialnosSC w potgczeniu z przeciwzw-

rotnosciag implikuje F-nieskonczonoS¢ (analo-
gicznie dla P-serialnosci i P-nieskonczonosci).



Logiki czasu liniowego

nazwa warunek
liniowoSE mocna Vey(Rxy V Ryx)
liniowoS¢€ staba Vey(Rxy vV Ryx Vx = vy)
F-spojnosS€ mocna | Veyz(Rxy A Rxz —

Ryz V Rzy)

F-spdjnos¢ staba | Vayz(Raxy A Rxz —
RyzV RzyVy = z2)
P-sp6jnosS¢ mocna | Vzyz(Ryx A Rzx —
RyzV Rzy)
P-sp6jnos¢ staba | Vayz(Ryx A Rzx —
RyzV RzyVy=z)

Twierdzenie 8

F FE PFp — PpV Fp wtw, F jest mocno F-
spojna

F E FPp — PpV Fp wtw, F jest mocno P-
spdjna



FE PFp — PpV FpV e wtw, F jest stabo
F-spdjna

FE FPp — PpV FpV e wtw, F jest stabo
P-spdjna

Lemat 4 Nastepujgce formuty sa na gruncie
Kt4 rownowazne:

PFp — PpoV FopV o
HoNGp N p — HGp
FoNFyp — F(pANFy)V F(FeAy)V F(eAy)

G(GeNp —=9Y)VGEG(GY A — @)



Bazowa logika linearna Kt4.3
1. Ujecie aksjomatyczne

Kt4.3 to najmniejsza logika zawierajgca Kt i
wszystkie tezy o postaci:

e (4r) Gy — GGy

e (3p) PFp— PpV FoV p

e (3p) FPo — PpV FpV ¢

Uwaga! zamiast (3z) i (3p) mozna uzyc:
(3) PFoV FPp — PoV FoV ¢
2. Ujecie semantyczne

Kt4.3 = E(F), gdzie F to klasa struktur ze
Scistym porzadkiem liniowym.



Wazne logiki czasu liniowego

Niech §ny = (N, <), §c = (N, <), §w = (W, <),
S§r = (R,<), gdzie N to zbidr liczb natural-
nych, C — catkowitych, W — wymiernych, R —
rzeczywistych.

E(Zn) = Kt4.3 z dodatkiem:

e (Sp) Gp — Fo

e (Dp) G(Gp — ¢) — (FGp — Gp)

e (WF) H(Hp — ¢) — Hyp

E(Sc) = Kt4.3 z dodatkiem:

e (Sp) Gp— Fyp  (Sp) Hp — Py



e (Dp) G(Gp — ¢) = (FGp — Gyp)

e (Dp) H(Hp — ¢) — (PHp — Hyp)

E(Sw) = Kt4.3 z dodatkiem:

e (Sp) Gp— Fp  (Sp) Hp — Py

e (G) GGy — Gy

E(Sgr) = E(§w) z dodatkiem:

o (C) (Hp—FHo) NG(Hp — FHy)
ANH(Hp — FHyp) — (Hp — Go)

Uwaga! aksjomat (WF') odpowiada dobremu
uporzadkowaniu, (Dg), (Dp) — dyskretnosci, (G)
— gestosci, a (C) — ciggtosci.



Dygresja: logika czasu stoikow

Jezeli do Kt4 dodamy nastepujgce aksjomaty:

e (Tr) Gp —

e (Sym) Gp — Hy

to otrzymamy logike czasu kotowego. (Tx)
odpowiada zwrotnosci, a (Sym) — symetrii R.
W systemie takim tezami sq:

Gp«— Hp Fop<— Py

CO prowadzi do utozsamienia przesztoSci i przy-
SztOoSci.



Wzmochnienie jezyka

1. Modalnosci temporalne (Diodorowska i Ary-
stotelesowska):

o :=pANGp Qo =@V Fp

Ap = o NGp AN Hp

2. Nastepnik i poprzednik:

Oy — czytamy "w nastepnym momencie ¢".

Mt E Op wtw MMt E ¢ dla dowolnego
t' € R(t) takiego, ze —3t"(Rtt" A Rt"t))

dualnie charakteryzujemy x¢ ("w poprzednim
momencie'"').



3. "Since" i "Until":
@Sty czytamy "zachodzito ¢ odkad zaszto "

M, tE Sy wtw M, t' F 1 dla pewnego
t'/ e R=(t) oraz M, t" E ¢ dla kazdego t”
takiego, ze Rt't" i Rt"t

dualnie charakteryzujemy U ("bedzie zacho-
dzi¢ ¢ az zajdzie ¢¥").

Twierdzenie Kampa

W klasie liniowych i ciggtych struktur kazdy
funktor temporalny moze byC zdefiniowany z
pomoca S i U.

Przyktadowo:

Hp :=—(TS—¢) Pp:.:=TSyp

Go = (TU~yp) Fop:.:=TUp



LOGIKI HYBRYDOWE: Jezyk

Bazowy hybrydowy (zdaniowy) jezyk temporal-
ny uzyskujemy poprzez dodanie:

a) Drugiego sortu zmiennych zdaniowych, zwa-

nych nominatami: jest to przeliczalny zbior NOM
= {4, j, k,...}. Ich zadaniem jest nazywanie punk-
tow w modelu. Atomy jezyka to teraz zbior

ZZ UNOM(ZZ N NOM = &). W metajezyku

bedziemy uzywacC symboli o, 7,0 dla reprezen-

tacji nominatow.

b) Dwuargumentowego funktora spetniania, kto-
ry tgczy dowolny nominat z dowolng formu+3.
Formuty tego typu (sat-formuty) zaznaczamy
nastepujaco: o : ¢ i odczytujemy: "formuta
@ jest spetniona w punkcie o. Przyktady sat-
formut:

i:(p— Fq), 1.5, 1i:Pj.



2. Semantyka

Pojecie struktury modelowej dla logiki hybry-
dowej nie ulega zmianie, natomiast definicja
waluacji musi ulec pewnej zmianie, aby zga-
dzacC sie z intuicyjng interpretacjag nominatow.

Definicja 10 Waluacjg jest dowolna funkcja
V . ZZUNOM — P(T), taka, ze V(o) dla
dowolnego nominatu o jest singletonem.

Warunki spetniania formut pozostajg bez zmian,
natomiast dodatkowy warunek dla sat-formu+t
wyglada nastepujaco:

MtEo: o wtw Mt E e, gdzie {t'} = V(o)
3. Logiki
Najmniejsza hybrydowa logika temporalna Kty

wymaga dodania do Kt nastepujacych sche-
matow aksjomatow:



(K:) c:i(p—=v)—=(cip—oi)
(S-D:) oA IR Vo SR 107

(D:) ONp— 0P

(ZWR-N) o :0

(SYM-N) oc:7< 7.0

(NOM) C.LONOT T —T:.Q
(AGREE) 7t:0:p<0:¢p

(BACK) Fo:p—o0:p

Oprécz domkniecia na (MP) i (RG) Kty jest
domknieta na regute Godla dla funktora spet-
niania tzn. (RG:) jezeli p € Ktyg, to o : p € Kty
dla dowolnego nominatu o. Natomiast regu-
fa podstawiania zachodzi w nastepujacej po-
staci: jezeli ¢ € Kty, to e(y) € Kty, gdzie
e.//—FOR, ale eeNOM—NOM.

4. Dodatkowe aksjomaty

aksjomat warunek

oc— G—o przeciwzwrotnosc
c— GG—o asymetria mocna
oc— G(Fo — o) asymetria staba
oc.FrVvr:Fo liniowoS€ mocna
o:FrVv7:FoVo:T7| liniowoSC staba




Standardowy dowod petnoSci dla Kt4

Jest to dowdd niekonstruktywny, oparty o kon-
strukcje modelu kanonicznego metodg Henki-
na (a witasciwie Lindenbauma). Pokazuje, ze
istnieje jeden model nieskonczony (model ka-
noniczny), przechodni i przeciwzwrotny, ktoéry
falsyfikuje kazdga formute niedowiedlng w Kt4.

Definicja (Zbior niesprzeczny i maksymal-
nie niesprzeczny):

1. [ jest niesprzeczny (Nsp(lMN)) wtw, ' ¥ L

2. [ jest maksymalnie niesprzeczny (M Nsp(IM))
witw;,:

i) Nsp(I)

i) dla dowolnego A, jezelilT C A, to A+ L



Przypomnijmy, ze zachodzi:

(TDN): I',—p - L wtw, '

Lemat 1 Dla dowolnego M Nsp(IM) zachodzi:
1.1. ¢ T wtw, ~p €T
1.2. jezeli- o, to p e

1.3. jezelipelip—yel,toy el

Lemat 2 (Lindenbaum) Jezeli Nsp(lM), to ist-
nieje MNsp(A), taki, ze T C A

Definicja

*={p:Gpel} Tt={p:Hpel}



Lemat 3 Niech Nsp(IN), to:
a) jezeli FpoeTl, to Nsp(Fr*U{e})
b) jezeli Py € T, to Nsp(I'f U {e})

Definicja: Model kanoniczny dla Kt4, to i, =
( Te, Re, Vi) gdzie:

Te=A{F: MNsp(lN)}
RelTA witw, T*C A
Ve(p) ={l :peTl}

Lemat 4 R.TA wiw, AP C T



Lemat 5 Dla dowolnego M Nsp(lM):

a) jezeli Gp € I', to p € A, dla dowolnego A,
takiego, ze R A

b) jezeli Hp € ', to ¢ € A, dla dowolnego A,
takiego, ze R:Al

Lemat 6 Dla dowolnego M Nsp(IM),p € ' wtw,
mc, I_ |: (p

Musimy jeszcze wykazacC ze 9. jest modelem
Kt4

Lemat 7 R, jest przechodnia.
M. nie musi byC jednak przeciwzwrotny. Sg 3

znane techniki pozwalajace uzyskac przeciwzw-
rotny model kanoniczny:



e Zastosowanie techniki "spychania" (bull-
dozing).

e Dotaczenie niestrukturalnych regut Gabbaya.

e Uzycie hybrydowej wersji Kt4

Aby otrzymac przeciwzwrotnosSC z uzyciem "spy-
chania" nalezy M. przeksztatcamy na M. w
nastepujacy sposob:

.T/C:,]'CXC

o ((C,m),(A,n)) € Rle witw, RTA i m<n

o (I,m) e VI(p) wtw, I € Ve(p)



Lemat 8 M. = ¢ wtw, M/ |= ¢ a ponadto R/¢
jest przeciwzwrotna

Aby wymusiC przeciwzwrotnoSC metodg Gab-
baya musimy do Kt4 dotaczyC regute o posta-

ClI.

(IR) jezeli - =(Gp — p) — ¢, to F ¢, pod wa-
runkiem, ze p ¢ ¢

Jako wniosek otrzymujemy:

Twiedzenie o petnosci: Jezelil =, tol - ¢

Twierdzenie odwrotne (o zgodnosci) dowodzi-
my przez indukcje po dtugosci dowodu.



LPTL — Logika specyfikacji 1 weryfikacji
programow

1. Jezyk oparty o O i U (mocne "until") oraz
* i S (mocne "since"). Dodatkowo definiuje-

my mocne odpowiedniki Priorowskich funkto-
row temporalnych i mocng wersje x:

[Flo = ~(TU~p) (F)p:=TUp

[Pl :=~(TS—p) (P)p =TSy

Op 1= % 1

2. Semantyka

Klasa modeli na strukturze (N, <), o0 postaci
(S,0,V), gdzie: S to niepusty zbidor standw pro-

gramu, ¢ : N — S to przebieg programu, a
V. ZZ — P(S) to waluacja zmiennych.



Definicje spetniania formuty o w stanie 1 mo-
delu M ( M, 1 F o) wyrazajg ponizsze warunki:

M1Ep
M, 2= O
M, 1 F *xp
M, 1 F Sp
M, 1 = Uy

M, 2 F S

M, 1 E [Flo
M, i E (F)e
M, 1 E [Ple

M, ik (P

wtw
witw
wtw
wtw
wtw

wtw

wtw

wtw

wtw

witw

t e V(p)

M, i+1 F ¢

=0 1Ilub+>01IM-1 Fop
> 010 9M, -1 F

M, k E dla pewnego k > 4
oraz I, j F ¢ dla kazdego j
takiego, ze 1 < 53 < k

M, k E dla pewnego k
takiego, ze 0 < k <1

oraz I, j F ¢ dla kazdego j
takiego, ze k< 3 <1

M,jE e

dla dowolnego 5 > 1

M,jFE e

dla pewnego 3 > 1

M,jF @

dla dowolnego 5 <1

M, jF @

dla pewnego 53 <1



Definicja 11 (TautologicznosSc¢ lokalna)

@ jest spetnialne wtw, ¢ jest spetnione w
pewnym stanie jakiegos modelu.

¢ jest prawdziwe w I (M E ) wtw, I, 0 F .

@ jest tautologia LPTL (= ¢) wtw, ¢ jest
prawdziwe w kazdym modelu.

Wersje z globalng tautologicznoscia uzyskamy
przy standardowej definicji prawdziwosci w mo-
delu (tj. prawdziwosS¢ we wszystkich stanach).

Twierdzenie 2
= ¢ wtw x 1 — ¢ jest globalnie tautologiczna

@ jest globalnie tautologiczna wtw |= [Fl¢



3. Ujecie aksjomatyczne

A. Schematy aksjomatow — przysztosc:

e Dowolne ¢, ktore jest schematem tezy KRZ

o (SelfDualry) O~ < QO

o (Kp) [Fl(¢ =) — ([Fle — [Fl¥)

e (Kp) Ol = v) — (Op — O9)

o (T) [Flp — ¢

e (40) Fle = [F] O

o (Ind) [F](¢ — O¢) — [Fl(¢ — [Fl¢)



o (Ur) pUY — (F)gp

o (Uz) U — PV (o N O(pU))

B. Schematy aksjomatdow — przesztoScC:

o (Kx) *(p — ) — (xp — *1))

e (Dg) ©p — *p

o (4x) [Flo — [Fl*¢

o (Start) =L

° (S) oSY = YV (A *(pSY))



C. Reguty pierwotne:

o (MP) jezeli p € LPTL i ¢ — o € LPTL,
to ¢ € LPTL

o (RGp) jezeli o € LPTL, to [F]lop e LPTL

e (RGp) jezeli o € LPTL, to [Plp € LPTL

4. Zastosowania

e specyfikacja programow

e weryfikacja programow

e programowanie logiczne

e dynamiczne bazy danych



Podstawowe klasy wtasnosci:

A. dotyczgce bezpieczenstwa, typu Gy lub w —
Gy, np. czesSciowa poprawnos¢: w — G(k — )

B. dotyczace zywotnosci, typu Fo lub w — Fo,
np. catkowita poprawnosé¢: w — F(k A )

Podstawowe techniki weryfikacji programow to
metoda sprawdzania modelu (model checking),
ktora czesciowo korzysta z formalizmu logik
temporalnych i metoda aksjomatyczna, ktora
wykorzystuje go w catosci.

Temporalne jezyki programowania:

a) XYZ/E (Tang 83)

b) TEMPURA (Moszkowski 85)

c) TOKIO (Aoyagi, Fujita 86)

d) METATEM (Barringer 89)



Systemy dedukcyjne

A. Konwencje zapisu

o a1 | an S B1 | B2

© NP e | Y | (@A) | —p | Y
(VYY) || | VY © | P
(=) | ¢ | W | =Y | p| P

7TF 7TP I/F I/P mw = UV

Fo | Pp | Gp | Hy ®

Definicja 12 (Dopetnienia, podformuty) —o
oznacza dopetnienie ¢ lub inaczej: jest formuta
komplementarng do ¢, jest to v, jezeli p = —,
lub - w przeciwnym wypadku.



B. Dedukcja Naturalna: reguty inferencji
(LD, =/ L ()¢ /e

(aE) o / a;, gdzie i € {1,2}

(aD) a1, a2 / «

(BE) B, —=B; / B; . 9dzie i # j € {1,2}

(8D) B; / B, gdzie i € {1,2}

Definicja M i It

L ~(L)

Kt {v:vheryu{nt :mer}
Kt4 *(Kt)u{vf vt er
Kt4.3 | r*(Ktd) u {vP: {v, v, vP Y C)

L re(L)

Kt {v:vferyu{nt :ner}
Kt4 *(Kt)u{vf vl er

Kt4.3 | T*(Kt4) U {I/F : {v, v P }Cry




Reguty konstrukcji dowodu.

1

DOW:

v

r*

1

D

DOW: ¢
1+ 1 —
k L

[

DOW: v




C. Etykietowane diagramy Betha

Etykiety to skonczone ciggi liczb naturalnych
bez 0, zawsze zaczynajace sie od 1. Formalnie:

1.1 €ET
2. Jezeli o €ET, to 0.k €ET

o.k denotuje etykiete, ktdorej ostatni element to
k; ot : oznacza etykiete, ktdra jest konkatena-
Ccjg dwoch ciggow;

Bedziemy nazywali etykiete o rodzicem a o.1
dzieckiem; oprocz 1. kazda inna etykieta jest
dzieckiem.

Dodatkowo wszystkie dzieci dzielimy na synow
(albo F-etykiety) i corki (P-etykiety). Pte€ za-
znaczamy stawiajgc za etykieta [:], gdzie i €
{F, P}



Przyktad i interpretacja

1,1.2.1.1.5,1.1.1.1.3, sa etykietami, a 4.1.3.7,
czy 1.3.0.5 etykietami nie s3. 1.3.2.1[F] jest
synem, a 1.1.3.3.2[P] jest cérka. Nieformalnie,
etykieta jest nazwa okreSlonego momentu w
konstruowanym modelu, a jej struktura poka-
zuje, jakie miejsce wzgledem innych momen-
téow zajmuje. Np. to, ze 1.3.2.1[F] jest synem
1.3.2 oznacza, ze do R nalezy para (1.3.2,1.3.2.1),
a to, ze 1.1.3.3.2[P] jest cbérka 1.1.3.3 oznacza,
ze (1.1.3.3.2,1.1.3.3) nalezy do R.

Definicja 13 (Formuty etykietowane) Dla do-
wolnej formuty o i etykiety o, oli] : ¢ jest for-
mutg etykietowang (jezeli o = 1, to brak jest

[4]).

Intuicyjnie o[i] : ¢ oznacza, ze p jest spetnione
w modelu w momencie oc. W schematach regu+t
pomijamy [i] jezeli nie jest niezbedne.



Reguty

1. Bazowa formalizacja dla E-Kt
(L)oip,0:—p /L
(m)oip /oty

() o/ oy, gdzie i € {1,2}
(B)o:B/o:ip1 | o:p

(r) o .7t / ok : 7w, gdzie i € {F,P}, a o.k jest
noway i-etykieta

(v) o:v* / ok v, gdzie i € {F,P}, a 0.k jest
dowolng 2-etykieta

(Bv) ok : vt / o v, gdzie o.k jest dowolng
j-etykietg oraz i # 5 € {F, P}



Reguty dodatkowe:
2. E-Kt4 = E-Kt +

(v4) o : V' / ok : V', gdzie i € {F,P}, a o.k
jest dowolng -etykieta

(Bv4) ok : V' / o : vt , gdzie o.k jest dowolng
j-etykietg oraz i # j € {F, P}

3. E-Kt4.3 = E-Kt4 +

(A-CUT) T /o:p | o:—p, gdzie ¢ jest pod-
formutg dowolnej formuty z I, a o jest dowolng
etykieta

(3)0‘:V%_,O':V]_,T:—Vl,T:V%/O':VQ,O':V%,
gdzie ¢ € {F, P}

(37)0'11/%_,0':1/1,7':—1/1,O':V%/T:VQ,T:I/%,
gdzie i = j € {F, P}



Dygresja — The Master Argument

1. Wszystko co jest przeszte i prawdziwe jest
konieczne.

2. Niemozliwe nie wynika z mozliwego.

3. Co ani nie jest, ani nie bedzie, jest mozliwe.
ZP: Kazda mozliwosSC kiedys sie zaktualizuje.
1. Ppo — UPyp

2. b=y [ EOp— Oy

3. o AFp AOp

(=3 < mp A=Fp — =0p)

DC: o NGy — PGy



CZAS I MODALNOSC

Problem historycznej koniecznosSci:

e Rozwigzanie t.ukasiewicza

e Logika Peirce’'a (rozwigzanie syntaktyczne)

e Logika Ockhama (czas rozgateziony)

Wazniejsze formalizacje dla logiki Ockhama:

e Rozwigzanie Kampa

e Rozwigzanie Priora (T-struktury)

e Rozwigzanie Burgessa (wigzkowe T-struktury)



Logika Ockhama: struktury Kampa
Definicja 14 (K-struktura)

K-strukturg jest dowolna trojka 8 = (W, <, =)
gdzie K #= g, < jest relacja liniowego porzadku
na IC, a = jest relacjg rownowaznosci na IC,
ktora spefnia nastepujgce warunki:

o Vay(r=y — ~(z<y))

o Vexyz(z=yAz<zxz— vwv<yAz=v))
Definicja 15 (Model na K-strukturze)

Modelem na K-strukturze K jest dowolny uktad
M = (R, V), gdzie V jest funkcja waluacji dla
zmiennych (V : ZZ — P(W)), ktoéra spetnia
warunek: jezeli w = w’, to (w € V(p) wtw v’ €
V(p)), dla dowolnej zmiennej p.



Definicje spetniania formuty o w punkcie w mo-
delu M (I, w F ) wyrazajg ponizsze warunki:

M, w E p wtw  w € V(p)
M, w F - witw 9N, w £ o
MwEeAY wtw MwkE i MwE Y
MwEeVY wtw MwE @ lub M, w F Y
MwEe—Y wtw M wkF @ lub M, w F Y
M, wE Gy witw L w' E o

dla dowolnego w’ > w
M, wE Fo wiw I w' E o

dla pewnego w’ > w
M, wFE Hp witw M, w' E o

dla dowolnego w’ < w
M, wE Py witw 9w’ E o

dla pewnego w' < w
M, w FE L witw I w' E o

dla dowolnego w' = w
M, wE Op wiw I w' E o

dla pewnego w' = w

¢ jest OHNg-tautologia (Fx ¢) wiw, M, w E ¢
w kazdym w, kazdego modelu 99, na dowolnej
K-strukturze.



Aksjomatyzacja OHN Kampa

A. Schematy aksjomatow:

e Dowolne ¢, ktore jest schematem tezy KRZ

o (Dualp) Fp < -Gy

® (Dualp) PgO < —IH—|g0

o (Kp) Gy = ¢) — (Gp — GY)

o (Kp) H(p — ) — (Hp — H1p)

e (Sp) p — GPyp

e (Sp) ¢y = HFyp



e (4) Go — GGy

e (3p) PFop — PpV FpVyp

e (3p) FPo — PpV FpV ¢

o (Dualy) Gp < =0

o (K) U(p— ) — (Lp — Ly)

o (T) Up — ¢

¢ (5) Cp —Uoyp

e (HN1) Pp — POy

e (HN2) GL — 0OGL



e (HN3) o — Uy, dla dowolnego ¢ € ZZ

B. Reguty pierwotne:

o (MP) jezeli p € OHN i » — ¢ € OHN, to
» € OHN

e (RG) jezeli ¢ € OHN, to Op € OHN

e (RGp) jezeli ¢ € OHN, to Gy € OHN

e (RGp) jezeli p € OHN, to Hp € OHN

e (IR) jezeli (p NH—-p) — o € OHN, to ¢ €
OHN, pod warunkiem, ze p & ZZ(yp)



Logika Ockhama: semantyka T-struktur
Definicja 16 (T-struktura)
T-strukturg jest dowolna para ¥ = (7, <) gdzie

7T #* g a < jest binarng relacja na 7, ktora
spetnia nastepujgce warunki:

e jest quasi-porzadkiem (jest przechodnia i
przeciwzwrotna)

e jest stabo P-spdjna (Vayz(y <z Az <z —
y<zVz<yVy=z))

e jest P-zbiezna (Vxy3dz(z <z ANz<y))

b jest gatezig w T wtw, jest maksymalnym tan-
cuchem w €. By to zbidr wszystkich gatezi za-
wierajgcych moment t.



Wiagzka na ¥ jest taki zbior B gatezi, ze kazde
t € 7 nalezy do co najmniej jednej b € B.

Definicja 17 (wigzkowa T-struktura)

Wigzkowg T-strukturg jest dowolna trojka g =
(T,<,B) gdzie (T,<) jest T-strukturg, a B jest
Wigzka

Definicja 18 (Model na T-strukturze)

Modelem na (wiazkowej) T-strukturze ¥ (%)
jest dowolny ukfad M = (T, V) My = (T, V)),
gdzie V jest funkcja waluacji dla zmiennych, tj.
V.27 — P(T).

Definicje spetniania formuty o w punkcie t, na
gatezi b modelu 9 (IM,b,t E ) wyrazajg po-
nizsze warunki:



M, bt Ep witw
M, b, t E —p wiw
M, bt F ANy  wtw
M b,tFpVyYy wtw
M, b,tEp— Y wtw
M, b, t E Gy witw
M, b, t E Fo witw
M,b,t E Hyp witw
M, b, t = Py wiw
M, b, t F Ly wiw

M, b, t E Op witw

teV(p)

M, b, t E @

M, b,tE i IM,b,tFEY

M, bt E o lub M, b, t = o
M, b, t = lub M, b, t F Y
M, b,t' = ¢ dla dowolnego
t' € b takiego, ze t < t/
M, b, t' E v dla pewnego
t/ € b takiego, ze t < t/
M, b, t' E p dla dowolnego
t/ € b takiego, ze t/ < t
M, b,t' = ¢ dla pewnego
t/ € b takiego, ze t/ < t
M, tE

dla dowolnego v € By

M, b, tE @

dla pewnego ¥ € By

¢ jest OHNp-tautologia (=p ¢) wtw, MM, b, t F
@ W kazdym t € b, kazdej b, kazdego modelu
M, na dowolnej T-strukturze.

¢ jest OHNpg-tautologia (=g ¢) wtw, My, b, t F
© W kazdym t € b, kazdej b € B, kazdego mo-
delu Mgy, na dowolnej wigzkowej T-strukturze.



LOGIKA CTL
(COMPUTATIONAL TREE LOGIC)

1. Motywacje

VG — ¢ jest spetnione w kazdym stanie kaz-
dej mozliwej przysztosci (na kazdej gatezi); jest
uniwersalnie prawdziwe.

VFp — ¢ jest spetnione w pewnym stanie kaz-
dej mozliwej przysztosci (na kazdej gatezi); jest
nieuniknione.

dGp — ¢ jest spetnione w kazdym stanie pew-
nej mozliwej przysztosci (na pewnej gatezi);
jest uniwersalng prawdg w pewnym wariancie
przysztosci.

dF'p — ¢ jest spetnione w pewnym stanie pew-
nej mozliwej przysztosci (na pewnej gatezi);
jest potencjalnie prawdziwe.



V(O o — ¢ jest spetnione w nastepnym stanie
kazdej mozliwej przysztosci (na kazdej gatezi).

40 ¢ — ¢ jest spetnione w nastepnym stanie
pewnej mozliwej przysztosci (pewnej gatezi).

V(plp) — w kazdej mozliwej przysztosci ¢ za-
chodzi az zajdzie .

F(eUr) — w pewnej mozliwej przysztosci ¢
zachodzi az zajdzie .

Historia:
Lamport (1980) PBTL jezyk z VG,VF,3G, 3F
Ben-Ari (1981) UB jezyk z VG, VF, 3G, AF, V), 30

Clarke, Emerson (1981) CTL jezyk zVQ), VU, 3U
jako funktorami pierwotnymi; pozostate sg de-
finiowalne.



2. Semantyka CTL

Klasa T-modeli, gdzie (noSnik) S to niepusty
zbior standw programu, w ktorej kazda gataz b
jest liniowo uporzadkowana przez N. o to do-
wolny przebieg programu (Sciezka obliczenio-
wa), czyli gataz lub jej czeS€ — dowolny tan-
cuch; o; oznacza przebieg o pierwszym stanie
1.

Definicje spetniania formuty o w stanie 1 mo-
delu M ( M, 1 F p) wyrazajg ponizsze warunki:

M1EVO p wtw w kazdym przebiegu oy,
M,1+1 F

M, 1 = V(eUryp) witw w kazdym przebiegu o,
M, k= dla pewnego k >4
oraz 9, j F o dla kazdego j
takiego, ze 1 < 53 < k

M, 1 E I(pUUrp) wiw  w pewnym przebiegu oy,
M,k F 1 dla pewnego k > 1
oraz M, j F ¢ dla kazdego j
takiego, ze 1 < j3 < k



3. Aksjomatyzacja CTL

A. Schematy aksjomatéw:
e Dowolne ¢, ktore jest schematem tezy KRZ
e (Kn)VO(p—=v9) = VOe—=>VOy)
e (Dp)3IOT
o (FU) I(pU) — (Y V (e ANFOIeUy)))
o (VU) I(pUrp) = (Y V (¢ AVOV(pUr)))

B. Reguty pierwotne:

o (MP) jezeli p e CTL i ¢ — ¢ € CTL, to
v e CTL



e (RG)) jezeli p € CTL, to VO p e CTL

e (AIND) jezeli (Vv (pAIOx) — x € CTL,
to 3(eUyp) — x € CTL

o (VIND) jezeli (v V(oAVOx) — x € CTL,
to V(o) — x € CTL

C. Definicje:
VFEo .= V(TUyp) AFp = 3(TUp)
VG .= —=3(TU—-p) dGp .= -V(TU—p)

JO ¢ i =VO



LOGIKA CTL* (PELNA CTL)
1. Ogdlne ujecie jezyka

Wyrdzniamy formuty stanowe (s-formuty) i prze-
biegowe (p-formuty):

1. kazda formuta atomowa jest s-formutg;

2. jezeli ¢ i Y sg s-formutami, to dowolne ich
ztozenie z funktorami klasycznymi jest s-
formu+tg;

3. jezeli ¢ jest s-formuty, to Gy, Fp jest p-
formutg;

4. jezeli p jest s-formuty, to Oy jest p-formutg;



5. jezeli ¢ jest p-formuty, to dp,Ve jest s-
formutg;

6. jezeli ¢ i ¢ sq s-formutami, to Uy jest p-
formutg;

7. jezeli ¢ i ¢ sq p-formutami, to dowolne ich
ztozenie z funktorami klasycznymi jest p-
formu+tg.

8. kazda s-formuta jest p-formu+tg;

9. jezeli p i1 sq p-formutami, to Gy, Fyp, Op, oUy
jest p-formu+tq;

Warunki 1-3, 5 dajg jezyk PBTL; warunki 1-5
daja jezyk UB: 1-5, 7— UBT: 1-6 — CTL: 1-7
— CTLT: 1-2, 5, 7-9 — CTL*.



PBTL<UB<UBT<CTL=CTLT<CTL*
2. Semantyka CTL*

Jak dla CTL, z tym, ze spetnianie dla s-formut
definiujemy w stanach, a dla p-formut w prze-
biegach programu.

Definicje spetniania formuty ¢ w stanie i (prze-
biegu o; 0 poczatkowym stanie i) modelu M
WYrazaja ponizsze warunki:

M, iEp wtw i € V(p)
M, 71 E Vo wtw w kazdym przebiegu o;,
gﬁ, 0 I @

M, o; F wtw I, i F ¢ dla kazdej s-formuty ¢

Mo, FEOp wtw M, o041 F o

M, o; = Uy witw M, o, F 1 dla pewnego k > ¢
oraz M, o; F ¢ dla kazdego j
takiego, ze 1 < j < k



3. Zastosowania

CTL* pozwala wyrazac¢ rozmaite globalne wta-
SNOSCi programow:

e czeSciowa poprawnosSC kazdego przebiegu
obliczen: w — VG(k — )

e CczeSciowa poprawnoSC pewnego przebiegu
obliczen: w — AG(k — )

e catkowita poprawnosSC kazdego przebiegu
obliczen: w — VF(k A )

e catkowita poprawnoSC pewnego przebiegu
obliczen: w — IF(k A ¢)

e sprawiedliwos¢ (fairness) kazdego przebie-
gu obliczen: V(GFr — Fg)



LOGIKI CZASU INTERWALOWEGO

Konstrukcja logiki tego typu zakfada wstepne
rozstrzygniecie kilku kwestii swoistych:

1. No$nik (dziedzina) — przedziaty jako obiek-
ty pierwotne lub zdefiniowane na bazie punk-
tow.

2. Struktura — wybor bazowych relacji zacho-
dzacych na przedziatach i ustalenie ich wta-
SNOSCI.

3. Modele — definicja wartosSciowania (co to
znaczy by€ prawdziwym w odcinku czasu?).

4. Jezyk — rodzaj wykorzystywanych funkto-
row temporalnych.



2. Problem wyboru struktury bazowej

Mozliwe relacje elementarne pomiedzy dwoma
odcinkami na tej samej osi:

Lig g
Miji 3§
O1ij J
Eiyj J
Dy J
Bji

J=1

Bij

Dji

Eji

Oji j
My J
Lji j

L — pdbzniej od, M — spotyka, O — nachodzi na,
E — konczy z, D — w czasie, B — zaczyna z



Naturalne relacje o charakterze globalnym.
a) poprzedzanie: i< j:= LjiV Mij

b) zawieranie: iC j:=BijVDijVEijVi=j
C) pokrywanie: i0Oj := Oij VvV Oji

Struktury typu 7 = (S, <, C) lub © = (3, <, 0),
okreSlane sg jako struktury klasyczne, gdyz po-
dobnie jak w logikach czasu punktowego mamy
< jako relacje bazowa i C lub O jako relacje do-
datkowg, ktora umozliwia "wglad" do wnetrza
przedziatow.

Struktury oparte o wybrane relacje elementar-
ne o postaci ¢ = (3, R’), gdzie o = R’ C R,
aR={LMO,ED,B,LMO,ED,B =} to
E-struktury.



Dla zbudowania semantyki logiki czasu prze-
dziatowego mozliwy jest wybor struktur z roz-
nymi relacjami, np.:

(¥, <,0) — Russell (26), Walker (47), Kamp
(79), Tsang (86)

(&, <,C) — Rescher i Urquhardt (79), Roper
(80), Burgess (82), VanBentham (83)

(&, <, M) — Hamblin (72), Allen i Hayes (85)
(z samym M)

(&, D, LYy — Humberstone (79)
(&, B, E, D) — Moszkowski (83)

(3, B, E, M) — Halpern i Shoham (86, 91), Ve-
nema (90) (tylko B i FE)



Teorie struktur typu J i O

W+tasnoSci podstawowe:

< jest Scistym czeSciowym porzadkiem (prze-
chodnia i przeciwzwrotna)

C jest czeSciowym porzadkiem (przechodnia,
zwrotna i asymetryczna)

O jest relacjg zwrotng i symetryczng

Relacje wzajemne:

Monotonicznosc:
1L <k—i1<k, 1<jdk—i1<k

WYPUKIOSC: 1 < < kNt INKC ]l —j5C1
Separacja: 1 < 3 — Oy

i < FAJORANE <] —i<l



Definiowalnosc:

i C = Vk(kOi — kOj)
i0j = 3I(ECinkC §)

Inne wtasnosci:

Liniowos¢: Vi, j(i < jViOjV j < 1)

_-liniowoSC:
Vi,j, k(1 <kNj<k—1<jViOjV7]<i)

P-liniowos¢C:
Vi, k(E<iANk<j—1<jViOjVj<i)

Normalnosc:
Vi,i,kGCEANJCk—i1<jViOjV7J<i)

Wolnosé: Vi, j(Vk(k C i — kOj) — i C §)
Skierowanie: Vi,jdk(i T kA j C k)

Atomicznos¢: Vidj(J CiAVER(EC j — k=7))



Logika VanBenthama dla struktur typu J
1. Jezyk 1 Semantyka
Definicja 19 (Model na J-strukturze)

Modelem na J-strukturze jest dowolny uktad
M = (J,V), gdzie V jest funkcja waluacji dla
zmiennych, tj. V : ZZ — P(3J).

Definicje spetniania formuty o w odcinku i1 mo-
delu M (M, i E ) wyrazajg ponizsze warunki:

M,iEp wtw 1€ V(p)

MiEGe witw M, jE o dla dowolnego j
takiego, ze 1 < j

M= Hp wtw M, jF o dla dowolnego j
takiego, ze 53 <1

M, =L witw M, j E o dla dowolnego j
takiego, ze 53 L 1

M,:FNXp witw I, 5 F ¢ dla dowolnego j
takiego, ze 1 L 3



2. Aksjomatyzacja
Aksjomaty i requty Kt4 dla G i H
Aksjomaty i requty S4 dla 1 i X

oraz dodatkowo:

e (5) vw— Uy, »—NKbp

e (Mon) Fyp — UOFp, Pp— 0Py

o (Convy) OF(UpAy) — (FoV o)

e (Convy) OP(Up A1) — (PpV oY)

gdzie F, P,<{>, 4 sq zdefiniowane w zwykty
SpPOSOb.



Logiki E-struktur
1. Ogodlne ujecie

Jezyk KRZ wzbogacony o funktory typu [R],
[R], (R), (R), gdzie Re {O,B,E,L,M,D,=}.

Definicja 20 (Model na ¢-strukturze)

Modelem na ¢&-strukturze jest dowolny uktad
M = (&, V), gdzie V jest funkcja waluacji dla
zmiennych, tj. V : ZZ — P(3).

Definicje spetniania formuty ¢ w odcinku ¢ mo-
delu 9t (IN, 7 E ) wyrazajg ponizsze warunki:

M,iEp witw 7€ V(p)

M,iE [R]le witw 9,5 F ¢ dla dowolnego j
takiego, ze Rj1

M, i k= [R]le wtw 9,5 E ¢ dla dowolnego j
takiego, ze Rij

M, i = (Ryp wtw 9,5 F ¢ dla pewnego j
takiego, ze Rj1

M,i E(Ryp wtw I, E ¢ dla pewnego j
takiego, ze Rij



2. Logika HS

Bazowe funktory to [B], [B], (B), (B), [E], [E],

(E), (E). Pozostate sa definiowalne:
[M]p := [EI([Ble V (E)T)

[M]p := [BI([El¢ V (B)T)

[Dl¢ := [Bl[Ele [Dly := [Bl[E]y
(L] := [M][M]e [Llp = [M][M]y
[Ole := [E][Bly [Oly := [B][E]y
3. Aksjomatyka Venemy

Aksjomaty (K),(4) i RG dla kazdego z czte-
rech bazowych funktoréw [R] i [R], gdzie R, to
B lub E



(B) ¢ — [RI(R)¢ ¢ — [R](R)¢

(End) (R)[R]LV[R]L (Id) [B]L < [E]L

(Dir) (B)(E)p — (E){B)y (E)(B)y — (B)(E)y
(B){(E)p < (E)(B)yp (B){E)p < (E)(B)y

(Normal) (R)p A (R)Y) —
(R) (e A (R)Y) V (R)(@ Ap) V(R)((R)p A)

(RV71) ¢ € HS jezeli do HS nalezy
pA(B)pA(B)(E)—pA{E)(=pA(B)=pA(B)—p) — o,
gdzie p nie wystepuje w ¢

(RV>) ¢ € HS jezeli do HS nalezy
PA(E)YPA(E)(B)=pA(B)(—pA{E)=pA(E)=p) — ¢,
gdzie p nie wystepuje w ¢



Witasnosci B 1 E w strukturach Venemy

Vi, 7, k(Rij AN Rjk — Rik) (przechodnios¢)

Vi, 7, k(RijARik — RjkVj = kVRkj) (p-normalnosgé)
Vi, 7, k(RjiANRki — RjkVj = kVRkj) (I-normalnosc¢)
Vi(—=3jBji — —3jEji)

Vi(—=37Rj1 VvV 3j(Rij A —=3kRkj)) (atomowosE)

Vi, i, k(Bij A Eik — 31(E4jl A Bkl))

Vi, i, k(Bij A Eki — 31(Elj A Bkl))

Vi, j, k(Bij A Ejk — 3(Eil A Blk))

Vi, i, k(Eij A Bik — 31(Bjl A Ekl))

Vi, i, k(Eij A Bki — 31(Blj A Ekl))

Vi, j, k(Eij A Bjk — 31(Bil A Elk))

Vi—35(Bij A Eij) (roztacznosS€ B i E)



Teoria relacji M Allena, Hayesa
A. warunki natfozone na M:

Vi, 7, k, l(Mij N Mik N Mlj — MIk)
(Jednoznacznosc¢ styku)

Vi, g, k, l(Mij N Mkl — Mil ¥ Im(Mim AN Mml) V
Im(MEkm A Mmj)) (liniowoS€E migjsc styku)

Vidj, k(Mji A Mik) (nieskonczonoSc¢)
Vi, 7, k, l(Mij N Mjk N Mil N Mlk — 5 =1)

Vi, j(Mij — IV, m(Mli N Mij A Mjm —
Mlik N MEkm)) (istnienie sumy)

Dwa ostatnie warunki pozwalajg na zdefiniowa-
nie operacji (nieprzemiennej) sumy interwatdw
@, co umozliwia zdefiniowanie wszystkich rela-
Cji elementarnych.



B. Definicje

Lji := 3k(Mik A Mk7)

Lij := 3k(Mjk A Mki)

Bji =3k =& k)

Bij:=3k(j =i® k)

Eji =3&k(G=kDj)

Eij :=3k(j =k®d1)

Dji =3k,IGi=kDjdl)

Dij =3k IG=k®idl)

Oji =3k, I, m(Gi=k®IN=1Pm)

Oij =3k, I m(j=kDINi=1Dm)



System niestandardowy ROpera

Struktury typu J = (3, <, ), spetniajace
warunki:

Vi, 7, k, It < jANKkCIiNICj—k<l)

Vi, i(VECi,VIC §,3Im C k,In CI(m < n) —
i< J)

Vi, , k(1< jiNj<k—1i<k)
Vidj, k(F CiNnj < k)
Vidi, k(F CiAk < j)

Vi, j, k(1 < jNi<k—
FHC4IMCEk(m<IVI<m))

Vi, i k(j <iAk <i—
FHCj,ImECEk(m<IVI<m))



Semantyka ROpera

Wartosciowanie homogeniczne V spetnia dwa

warunki:

jezelii e V(p) i jC 4, to j € V(p)

jezeli Vi C i3k C 4,k € V(p), to i € V(p).

Warunki prawdziwosciowe:

M, 1 F~ wtw
MiE oV wtw
M, 1 F G wtw
M,2 = Fo witw
M, i F Hp witw
M,2 F Py wtw

M, 2 F & wtw

oM, 7 ¥~ ¢ dla dowolnego 5 C ¢
dla dowolnego 5 L ¢

istnieje k£ C 5 takie, ze

M, kE o lub I,k F Y

dla dowolnego j5 L 4, dla
dowolnego k > j, M kF ¢

dla dowolnego 5 L 7, istnieje
kECjil>k takie, ze M, I F ¢
dla dowolnego j5 L ¢, dla
dowolnego k < 5, M, k F ¢

dla dowolnhego j5 L 1, istnieje
kECjil<ktakie, ze M, I F ¢
IM,1 F ¢ i istnieje 5, takie, ze
Mg i 9, 5 E Y
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