tAD POXECIOWY 2

Rodzaje relacji porzadkuj acych

Bardziej wyrafinowane sposoby wprowadzania faducg@oyego hcza sie z ustalaniem
kolejnasci elementéw lub ich grup w odrie badanej dziedziny. Teoretyczne omowienie
zabiegdw tego typu wymaga formalnego wprowadzeeiacji poradkujacych. Zdefiniujemy

ponizej dwie najwaniejsze relacje tego rodzaju.

Relacja czgsciowego poradku nazywamy dowola relacg R, ktora spetnia zarazem 3
wiasnaci:

a) R jest przeciwzwrotna, tzflx-Rxx

b) R jest asymetryczna, tziixy(Rxy- - Ryx)

€) R jest przechodnia, tzalxyz[(Rxy[Ryz)- Rxz]

Relacja czsciowego porzdku, ktéra dodatkowo spetnia warunek:

d) R jestspdjna, tzrilxy[x Zy — (Rxy[Ryx)]

jest okrélana jakorelacja porzadkuj aca liniowo lub po prostu jakeelacja porzadkuj aca.

Przeciwzwrotné¢ powoduje,ze dowolny obiekt nie jest sam z golv tej relacji; asymetria
mowi, ze jezeli relacja zachodzi madzy pan obiektow w jedn strorg, to nie zachodzi w druag
(przechodnié¢ juz omawialimy). Spojné¢ powoduje ze dana relacja zachodzi¢dzy dowolrm

pam réznych obiektow, w jeds lub w drug strore. Przykladowo, relacja bycia czyém
potomkiem jest w zbiorze ludzi relagjzesciowo poradkujaca ale nie jest spdjna, géyie jest

tak,ze z dwoch dowolnych osobnikéw jeden jest potomkikeagiego.



Zbiory uporz adkowane

Zbior na ktérym zdefiniowadmy pewrn relacg porzadkujaca okreslamy jako zbior
uporzadkowany (przezet relacg). Dowolna lista osob (bez powtdérdemoze nam stiay¢ jako
prosty przyktad zbioru upogdkowanego (liniowo). Rowniezbior liczb naturalnych z relacj
»<" jest zbiorem (liniowo) uporadkowanym.

tatwo rownie sprawdzt, ze relacje wyraane predykatami: " jest wyzy od_", " jest @izszy
od ", mdz " jest lepiej wyksztalcony ni" s relacjami czgsciowo poradkujacymi dowolny
zbior ludzi (a przeciwzwrotne, przechodnie i asymetryczne). Wzegoélnych przypadkach
kazda z tych relacji mze okazé sig rowniez spéjna w danym zbiorze, np. gdy w rozaaym
zbiorze kady cztowiek kdzie miat inny wzrost. Wtedy mamy do czynienia midivym

uporzdkowaniem zbioru.

Systematyzacja

Skupimy s¢ na szczegolnie intereagym z praktycznego punktu widzenia przypadku
porzadkowania, jakim jest tworzenisystematyzacji pewnego zbioru. Mma na ¢ operac
spojrze& zreszy jako na przyktad podziatu zbioru pozonego z uporzlkowaniem cztonéw tego
podziatu. Mana ten zabieg wykoavychodzc badz od ustalonej relacji posdkujacej adz od

ustalonej relacji rownowaztoiowej na danym zbiorze.

Przyktadowo, podzielenie pewnego zbioru ludzi wegdiposiadanej przez nich wagi daje
systematyzag¢j tego zbioru. Relacja padkujaca przez ri wyznaczana jest wytana
predykatem ,_jest efszy od_” lub ,_jest dejszy od_". Relacja ta me nawet liniowo
porzadkowa: rozwaany przez nas zbidér, co w k) mierze zalgy od stopnia doktadrici
przyjetego przez nas pomiaru. W przeciwnym wypadku, galy. ktora z rozpatrywanych przez
nas relacji nie jest w analizowanym zbiorze spdjadch lub wecej ludzi ma np.at sam

wag) otrzymujemy przy okazji pevan stowarzyszom relacg nierozréznialnosci. Formalnie,



niech “P” oznacza relagjczesciowo poradkujaca (ale nie spojm) w danym zbiorze. Wtedy

relacja “R”, zdefiniowana nagiujaco:

OXY[RXY « (= Pxy(-Pyx)]

jest relacy nierézr&nialnacsci w rozwaanym zbiorze. Latwo ustdlize relacja ta jest zwrotna i
symetryczna. W szczegélnych przypadkach (gdy dogreim P te jest przechodnie) R jestzte
przechodnia, a zatem jest relacpwnowanosci, ktéra dodatkowo daje podstawzgodnie z
zasad abstrakcji) do podziatu zbioru. Przykladowo, “Piech oznacza predykat " jest lepiej

wyksztatcony od_", wtedy “R” ozhacza "_ma takie sanyksztatcenie jak_".

Odwrotnie, przyjmujc jako punkt wyjcia ustalon relacg rownowanosci R w danym zbiorze
D mazna zdefiniowd relacg wyprzedzania W zwram z R jako dowola 2-argumentow
relacg przechodny, ktéra spetnia 2 warunki:

a) R-asymetryczna, tzilxy(Rxy- - Wyx)

b) R-spojna¢, tzn.Oxy[-Rxy - (Wxy[Wyx)]

Mozna dowiéc¢, ze taka relacja egciowo poradkuje zbiér D.

Ogolnie mana uznd, ze z klasyfikacjami zwizane g pojecia klasyfikacyjne, ktore mma
zrekonstruowa jako struktury postaci < D, C1, ...., Cn >, (pqydziale po prostu < D, C >),
gdzie D to dziedzina rozwan, a C1 — Cn, to podzbiory D (cechy lub wadiocech), ktérych
iloczyn daje zakres danego terminu klasyfikgjgo. Alternatywnie (ze wzglu na zasad
abstrakcji) mana to uj¢ jako struktu¢ postaci < D, R1, ..., Rn >, gdzie kazde Ri, tacg
rownowanosci. Natomiast pajcie porzadkujce mana za Pawlowskim zrekonstruovgako
struktug postaci < D, R, W >, gdzie R to relacja rownan@ci, a W to relacja wyprzedzania,

ktéra poradkuje klasy abstrakcji relacji R (jest to defini¢j@mpla).



Pomiar

Jak juz wspominalimy cechy stopniowalne dajczesto maliwos¢ wyskalowania w wyniku
czego otrzymujemy cechy mierzalne. Szersze omowiproblematyki pomiaru i rodzajow skal
nie jest tutaj potrzebne, tat®graniczymy si tylko do elementarnych uwag. W szczegétio

musimy okréli¢ pojecie funkcji (odwzorowania) i izomorfizmu (odwzoromia struktur).

Na gruncie teorii relacji mana wprowadz formalnie pogcie funkcji . W tym celu zdefiniujmy

sobie jeszcze dwie wiasém relacji:jednoznaczndé i odwrotna jednoznaczndé:

(1-R) Oxyz(RxyIRzy— X=2)
(R-1) Oxyz(RxyIRXz - y=2)

Niech U to uniwersum dwuargumentowej relacji RJWA i BOU; powiemy,ze R jest funkg

jednoargumentow przeprowadzaga z A w B (odwzorowaniem z A w B) wtw, speinia

nastpujace warunki:
a) A jest dziedzig R (zbiorem argumentow funkcji)
b) Przeciwdziedzina R (zbiér wadd funkciji) jest podzbiorem B

€) R jest odwrotnie jednoznaczna (spetnia warunek)(R-1

W szczegolnéci R jestsurjekcja (funkcja na), gdy cate B jest przeciwdziedziiR; R jest
injekcja (funkcja réznowartgciowa), gdy spetnia warunek jednoznaczcio(1-R). Funkcja,
ktora jest zarazem injekcj surjekcp, to bijekcja, zwana te funkcja wzajemnie jednoznaczn
Zatem bijekcja ronym argumentom przypardkowuje r@éne wartdci. Konsekwengj tego jest,
ze konwers bijekcji te jest funkcy (rowniez bijekcja), a zbiory A i B maj doktadnie tyle samo

elementow $a réwnoliczne).



W podobny sposéb moa zdefiniowa ogdlne pagcie funkcji n-argumentowej (n>1), jako
relacji n+1 argumentowej, w ktérej #*@ej uporadkowanej n-tce argumentow

przyporadkowana jest doktadnie jedna wadoFormalnie:

Niech U to uniwersum n+1-argumentowej relacji R[N - A,00U i BOU; powiemy,ze R jest

funkcja n-argumentow przeprowadzaga z Aix....XA, W B wtw, spetnia nagpujace warunki:

a) Dla kazdego x[JAq,...., OA istnieje Y IB taki, ze Rx...x,y (zbiorem argumentow funkcji)
b) Przeciwdziedzina R (zbior wada funkcji) jest podzbiorem B

c) R spetnia waruneklx;...X,yz(RX...Xoy[ORX1...XnZ — Y=2)

Jednoznaczré przyporadkowania umealiwia stosowanie zapisu funkcyjnego czylizéé R
jest funkcy, to zamiast Rxy meemy napisé f(x)=y (y jest wartécia funkcji f przy argumencie
x). Podobnie w przypadku funkcji n-argumentowych Xnl). Przyktadowo, w arytmetyce
powszechnie stosuje g¢sizapis “ + 7 (funkcja 2-argumentowa) zamiast “sumaynosi_”
(relacja 3-argumentowa). Ma te tvyzsza¢, ze przy zapisie “x+y=z” mina w dowodach
bezpdrednio stosowareguty dla identyczniei, podczas gdy przy zapisie typu “Sxyz” (“suma X
iy wynosi z”) musimy do dowodu dgiza odpowiednie przestanki charakterymg dany

predykat jako funkej.

Wprowadzone wiej pogcie bijekcji pozwala zdefiniowa niezwykle wane w metodologii

pojecieizomorfizmu.

Méwimy, ze zachodzi izomorfizm madzy strukturami relacyjnymU;, Ri> i <U,, R> wtedy,

gdy istnieje taka bijekcja f, ktéra spetnia rasiace warunki:
a) Odwzorowuje pole jednej relacji na pole drugiej
b) Oxy(Rixy « Rf(X)f(y)) (tzn. relacja pierwsza zachodzi¢drzy argumentami f wtw, relacja

druga zachodzi mdzy ich wartdciami)

Definicje izomorfizmu meéna fatwo uogoélrd na dowolne struktury relacyjne (o dowolnejsdo

relacji n-argumentowych). Mma je te ostabt; jezeli f jest dowolr funkcja, to wtedy mamy do



czynienia zhomomorfizmem dwéch struktur. Spoarzanie wszelkiego rodzaju map, wykresow,
szkicéw i diagramow polega — w sensie teoretycznymma ustalaniu izomorfizmu aliz

homomorfizmu struktur. ROwnigteoria pomiaru wykorzystuje te goja.

Cecha jest mierzalnajest wielkécia) wtedy, gdy zachodzi wzajemnie jednoznaczne

odwzorowanie pomgdzy wyr&nionymi wartgciami tej cechy a wybranymi liczbami
rzeczywistymi, okrglane jakoizomorfizm. Ustalanie takiego izomorfizmu fwomiar, a liczba
rzeczywista przypordkowana danej warfoi cechy w wyniku danego pomiaru jest jajara

liczbowsa.

Idealnym rozwizaniem jest ustalenie takiego izomorfizmu, ktoryzwala na miarach
liczbowych wykonywa réwniez dziatania arytmetyczne, ktérych wynikiztesa odwzorowane.
Mamy wtedy do czynienia gomiarem wiasciwym, a cecha mierzalna tego typu jeselkoscia
addytywna. W naukach humanistycznych c¢geiej udaje si ustalt tylko takie
przyporadkowanie, ktére pozwala mogviedynie o kolejnéci miar liczbowych. Mamy wtedy

do czynienia zekalowaniem a cecha mierzalna tego typu jes¢lkosciag rangows.

Uporzadkowania wielowymiarowe

W przypadku podziatdbw podkiialismy, ze wigksze znaczenie poznawcze i praktyczneamaj
raczej wielopoziomowe klasyfikacje. Podobnie jestprzypadku poradkowania; w praktyce
czgsto mamy do czynienia mporzadkowaniami wielowymiarowymi. Chac np. ocerd
wartas¢ pracownikow jakigj firmy bierzemy pod uwag rézne czynniki: déwiadczenie,
uzyskiwane wyniki, wyksztatcenie, kreatywi#éatd. Zatem okréenie typu ,najlepszy pracownik
w firmie” jest pogciem poradkujacym wielowymiarowym, ktorego strukitimazna odda jako
<D, Rl .., Rn, W1, ..., Wn > . W przypadku, gobcha definiyca kada z relacji Wi jest
mierzalna mamy do czynienia z wielowymiarowym pamm. Jest tazrodiem dodatkowych
trudncci, gdyz, dla kadej z uwzgédnionych cech musimy ustalosobne upomdkowanie, a

nastpnie sprowadzi to do wspolnego mianownika, g0 dokonujc arbitralnych wyborow.



Ujmujac rzecz ogolnie, trzeba zdefiniodvéunkcje, ktéra sprowadzi struktgm-wymiarows do

jednowymiarowej.

Problemy dotyczce poradkowania w humanistyce

Szczegdlne problemy z wprowadzaniem faduegojvego pojawigj Sie na gruncie nauk
humanistycznych. Znacznie gziej mamy tam do czynienia z wyeniami nieostrymi, a co za
tym idzie przeprowadzanie podzialdbw jest utrudnionBodobnie rzecz wyglla z
porzadkowaniem i pomiarem. Nawetzeli dysponujemy cechami stopniowalnymi, toesto
trudno je wyskalowa (przeksztatai je na mierzalne), tak aby moglty pasfd za podstaw
pomiaru. Co wicej, w przypadku wielu pef uzywanych w humanistyce réwriech tres¢ jest
niewyrazna, w tym sensieze co do wielu cech jest rzecgporra, czy w ogole przystugajone
(wszystkim) desygnatom odpowiedniej nazwy. ¢eigj tego rodzaju dnziemy okréla¢ jako

typologiczne — przyklady: renesans, barok, kagitaJidemokracja, kryminal,

Nie znaczy toze zabiegi wprowadzania tadu pojowego w humanistyce ni@ € powodzeniem
podejmowane. Nie kala cecha stopniowalna jest mierzalna, ale teoretyckazda mae sk
taka st&. Generalnie mamy tutaj do czynienia z cechami yamgmi przez nazwy nieostre, w
oparciu o ktore mimna wprowadzi pewrs relacg porzdkujaca, ktdra nasgpnie, w wyniku

dalszych zabiegbw teoretycznych ina wyskalowé.

Jako przyktad miee postiy¢é nazwa nieostra “inteligentny”, ktorej odpowiadalacg@
porzadkujaca denotowana predykatem " jest bardziej inteligemid ", mierzona w oparciu o
(dyskusyjr) skak 1Q. Dziatania zmierzare do przeksztatcania potocznych i nieostrych
wyrazen w precyzyjne terminy pomiarowe, przypomipagflo pewnego stopnia dziatania

podejmowane przy tworzeniu definicji reguicych.

Zasygnalizowane przez nas trudcopowoduj, ze od klasyfikacji i systematyzacji bardziej
uzytecznym zabiegiem pagdkujacym jesttypologia, w ktérej nie wymaga siani rozhczngci

wyrdznionych klas (typdw), ani adekwatimdh. W typologii raczej charakteryzujeegspewne



obiekty, zwane obiektami typowymi (lub krétko typaatbo wzorcami) i rozdziela sipozostate

obiekty z danego zbioru ze wzdl na stopig podobigéstwa do wydzielonych wzorcéw.

Czesto wydzielone typyswytacznie konstruktami pegiowymi (typ idealny) zaden z obiektow
faktycznie naleacych do dzielonego zbioru nie ma charakterystylpetni im odpowiadaice].
Np. na wystawie psow rasowychdziowie dokonyj rankingu konkretnych pséw danej rasy na
podstawie stopnia ich podokswa do zdefiniowanego wcgeej wzorca, ktory jest typem

idealnym.

Pawtowski rekonstruuje pggie typologiczne jako struktgmpostaci < D, C1, ..., Cn, R1, ....Rn,
W1, ..., Wn >, gdzie iloczyn podzbiorow (cech) €1Cn to pewne pegie klasyfikupce,
natomiast Ri, Wi to relacje rownowaosci i wyprzedzania stowarzyszone z dd®i. Konkretny
obiekt empiryczny w mniejszym lub gkszym stopniu zbka sk (realizuje, egzemplifikuje)
dany typ przez posiadanie odpowiednich wanitalanej cechy Ci, co sytuuje go gdziea skali
wyznaczonej przez Wi. Dopuszczalne jest nawetjakg obiekt uznamy za podpaday pod
dany typ nawet wtedy, gdy pewnych cech zaliczamyohpogcia nie posiada w ogodle lub w

stopniu znikomym.

Utworzenie dobrej typologii dla danej dziedziny b&@adna ogét zaklada wczeiejsze
wielowymiarowe uporazdkowanie tej dziedziny oraz dobre przygotowanie ytogyczne. Na
omawianie ztaonej problematyki formalnej tworzenia typologii nimamy tutaj miejsca,;
zainteresowanych odsytamy do pracy Pawtowskiego619&tomiast Tatarkiewicz 1951

dostarcza znakomitego nieformalnego wprowadzenia.



