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Spis zawartosci wyktadow

1. Zrodta logik nieklasycznych: przeglad naj-
wazniejszych ograniczen /wad logiki klasycz-
nej i mozliwych reakcji

2. Historyczno-filozoficzne wprowadzenie do pro-
blematyki modalnosci

3. Podstawowe logiki modalne; semantyka re-
lacyjna — etykietowane diagramy Betha

4. Wynikanie, systemy DN dla logik modal-
nych; logiki deontyczne

5. Analiza czasu w terminach modalnych — lo-
giki temporalne



10.

Logiki epistemiczne; ogdlna topografia lo-
gik modalnych

. Alternatywne semantyki dla stabych logik

modalnych

. Logiki modalne 1-go rzedu — problemy fi-

lozoficzne i techniczne z kwantyfikacja kla-
syczng; logika wolna

System DN dla petnej (kwantyfikacja aktu-
alistyczna i posybilistyczna) modalnej logi-
Ki 1-go rzedu; problemy z identycznosciqg i
sztywng denotacja

Intuicjonizm — motywacje filozoficzne, se-
mantyka relacyjna, etykietowane diagramy
Betha



11.

12.

13.

14.

15.

Problemy z implikacjga materialng — impli-
kacja relewantna

Systemy DN dla najwazniejszych logik re-
lewantnych i entailment; podstawowe sys-
temy logiki okresdw warunkowych

Motywy filozoficzne odejsScia od zasady dwu-
wartoSciowosci

Wazniejsze logiki trojwartosciowe — etykie-
towane diagramy Betha

WielowartosciowosSC i parakonsystencja — czte-
rowartosciowa logika Belnapa



WSTEP
1. Motywy konstrukcji logik nieklasycznych

Logika klasyczna ma ograniczone zastosowania
m.in. w:

e formalizacji akceptowalnych form wniosko-
wania uzywanych w jezyku naturalnych

e Nnaukach komputerowych, informatyce, ba-
daniach nad Al

e specyficznych naukach (np. mechanika kwan-
towa)

e specjalnych dziatach wiedzy (np. prawoznaw-
stwo, etyka)

Potrzebne s3 silniejsze lub bardziej wyspecjali-
Zowane systemy logiczne.



2. Wybrane historyczne propozycje rozwig-
zan nieklasycznych

e Sylogizmy modalne Arystotelesa

e |logika zdan stoikdw jako uzupetnienie logikKi
nazw Arystotelesa

e implikacje nieklasyczne Chryzypa i Diodora
jako alternatywa dla implikacji materialnej
Filona

e sylogizmy temporalne Ockhama

e sylogizmy "ukosne'" Hamiltona



3. Typy logik nieklasycznych

e Wzmocnienia logiki klasycznej (zbudowane
na bogatszym jezyku).

e Ostabienia logiki klasycznej (logiki dewia-
cyjne) — punktem wyjscia jest kwestiono-
wanie poprawnosci logiki klasycznej.

e Systemy krzyzujace sie z logikag klasyczng

— rozwiniecia logik dewiacyjnych na bo-
gatszym jezyku

— |logiki dewiacyjne na tym samym jezyku
(connexive logic)



4. Powody wprowadzania logik dewiacyj-
nych

Lista przyktadowych tez i regut inferencji logiki
klasycznej, ktore czesto poddawano w watpli-
WOSC:

e EM pV-—p

e NSP —(pA —p)

o Al (p—4q)V(q—0p)

e DS p—(—p—q) lubpA—-p—gq
lub o, =Y lub 1L — ¢



DP p—(¢g—p) lub o9 — ¢

TI p—(@—q), p—qV—qlub p—T

OP ¢o—9YEpAx—1

TR 90_>77b|__'¢_>_'90

SH ¢ =Y, v —xFp—x

SDNW jezeli IM,—pkF L, to Mk

EU o(a) — Jzxp(z)

DM —dz—p — Vxp



Nalezy podkresSliC, ze wystepowanie tych tez
czy regut, to jedynie symptom powazniejszch
trudnosci, ktore wigza sie ze:

e Sposobem definiowania konkretnych statych
logicznych (np. logiki implikacji nieklasycz-
nych)

e badz nawet catej semantyki (np. logiki wie-
lowartosciowe)

e lub pojmowania relacji wynikania czy in-
nych relacji logicznych, np. sprzecznosci (np
logiki niemonotoniczne, parakonsystentne)



PODSTAWOWE W+LASNOSCI LOGIKI
KLASYCZNEJ PROWADZACE DO
KONSTRUKCJI SYSTEMOW
NIEKLASYCZNYCH

1. formalna — logika nieformalna, teoria argu-
mentacji, nowa retoryka (Perelmann), critical
thinking — raczej pewne tendencje nauczania
niz systemy

2. dedukcyjna — logika indukcji (Carnap), wnio-
skowania probabilistyczne, I. niemonotoniczne

3. 2-wartosciowa — |. wielowartosciowe (odrzu-
cenie samej zasady 2-wartosciowoaci), |. intu-
icjonistyczna i |. poSrednie, |. parakonsystent-
ne (odrzucenie tez bedacych wyrazem zas. 2-
wartosciowosci: EM lub NSP)



4. asertoryczna — lokalne poszerzenia: |. erote-
tyczne, I. norm, |. rozkazow, |. zyczen; global-
ne poszerzenia: logiki czynnosci mowy: Austin,
Searle, Vanderveken, Nowak

5. ekstensjonalna — lokalne poszerzenia: |. mo-
dalne, |. implikacji (Sciste, silne, relewantne, en-
tailment, analityczne, conditionals);

globalne poszerzenia: logika intensjonalna ogol-
na (Church, Montague, Fitting)

6. aczasowa — logiki tensalne i temporalne (Re-
ichenbach, Prior)

7. uniwersalna — logiki lokalne: I. kwantowa, |I.
algorytmiczna (Salwicki), |. kategorialne



8. niekonstruktywna — intuicjonizm, logika mo-
dalna GL (dowiedlnoS€ arytmetyczna), logiki
dowoddéw (Artemov, Fitting), logika linearna
Girarda

9. 1-go rzedu — |. wyzszych rzedow, teorie ty-
pow (Russell /Whitehead, Chwistek, Montague)

10. waskie rozumienie nazw (struktura predy-
katowa) — rachunki nazw, mereologia (LeSniew-
ski)

11. egzystencjalna (brak nazw pustych) — logiki
wolne

12. realistyczna (niepusta dziedzina) — logiki
inkluzywne

13. terminy jasne i wyrazne — logiki rozmyte
(Pawlak — rough sets, Zadeh — fuzzy logics)



14. oparta na Tarskiego koncepcji wynikania —
logiki podstrukturalne (intuicjonizm, relewant-
ne, BCK-logiki), logiki niemonotoniczne, |. Q-
inferencji (Malinowski)

e (ZWR) I C Cn(I)
e (MON) I C A — Cn(l) C Cn(A)
e (TR) CnCn(l") CCn(IN)
lub (poprzez ¢ € Cn(l") wiw T F ¢)
e (ZWR) ok ¢
e (MON) T —T, k¢

e (TR) ThHp & T+ —>T Fa



LOGIKI MODALNE

I 3 tradycje w badaniach nad modalnoscia-
mi:

e jezykoznawstwo: m. jako fenomen jezyko-
wy, wskaznik postawy nadawcy komunikatu
wobec jego treSci i odbiorcy

e filozoficzna: m. jako fenomen pojeciowy,
kwalifikacja m.in. cech (istotne/akcydentalne),
sposobow istnienia, bytdw, zdarzen i zwigz-
kow miedzy nimi

e |logiczna: m. jako kwalifikacje prawdziwoSci
zdan, sposobow (trybow) orzekania



II ROzne znaczenia i rodzaje modalnosci

1. Modalnosci w sensie waskim — m. aletyczne
(koniecznoS¢E, mozliwosE, przygodnosE)

2. Modalnosci w sensie szerokim:
— deontyczne (powinnos¢, zakaz)
— epistemiczne (wiedza, wiara)
— doksastyczne (mniemanie, wrazenie)
— temporalne
WieloznacznoSC m. aletycznych:
— logiczna koniecznoS¢/mozliwosc¢
— metafizyczna koniecznosS€¢/mozliwosc

— nomologiczna koniecznoS¢/mozliwos¢



III Wybrane (zdaniotworcze) funktory mo-
dalne 1 ich popularne oznaczenia.

e konieczne, ze ¢ — Llp, Ly

e mozliwe, ze ¢ — S, My

e powinno byC tak, ze ¢ — Oy

e ¢ jest dopuszczalne — Py

e o jest zakazane — Fp

e o jest znane — Koy

e a wie, ze v — Kgp



wierzy sie, ze ¢ — By

a wierzy, ze ¢ — Bgyp

Zawsze W przysztosci ¢ — Gy

kiedyS w przysztoSci ¢ — Fp

Zawsze W przesztosci ¢ — Hp

kiedyS w przesztoSci ¢ — P

¢ zachodzi od czasu ¢ — S(1), @)

¢ zachodzi¢ bedzie do czasu ¢ — U(2, ¢)



IVV Historia

1. Arystoteles — sylogistyka zdan modalnych

2. Diodor Kronos — temporalne ujecie modal-
NOSCI

3. Leibniz — koncepcja mozliwych Swiatow

4. Y ukasiewicz — modalnosci w logice wielo-
wartosciowej

5. Lewis/Langford — implikacja Scista

6. Goedel — nowoczesna formalizacja modal-
NOSCI

7. Kripke — semantyka relacyjna



V Klasyczny podziat sadow modalnych:

— wg. formy: apodyktyczne, asertoryczne, pro-
blematyczne (podziat syntaktyczny)

— wg. mocy: konieczne, przygodne (podziat
metafizyczny)

Pokrewne dystynkcje (czesto utozsamiane):

— a priori/a posteriori
(podziat epistemologiczny)

— analityczne/syntetyczne
(podziat semantyczny)

@ jest zdaniem analitycznym = [y V L=

@ jest zdaniem syntetycznym = Qo A O



WieloznacznoSC pojecia przygodnosci:

(to co niekonieczne, to co mozliwe, to co moz-
liwe ale niekonieczne, to co jest ale niekoniecz-
nie)

1. ¢ jest zdaniem przygodnym = —[lp

2.  jest zdaniem przygodnym = {$o

3. ¢ jest zdaniem przygodnym = $o A L

4. ¢ jest zdaniem przygodnym = o A =Ly

1. najpopularniejsze w filozofii, 2. — btad Ary-
stotelesa, 3. — obustronna mozliwos€ = zdanie
syntetyczne



VI Minimalne warunki dla modalnosci ale-
tvycznych

a. pozytywne:

1. wzajemna definiowalnos¢ < i LI:
QO — ==, Uy« 20—

2. THp =, o— Op

3. D Uy — S — konsekwencja T

4. zmodalizowane MP O(p — ) A Up — Ly
lub K O(p — 1) — (L — )

5. RGFy / Flp, FOp / Fo



b. negatywne:

1. p—Up;, FOp—p

2. ¥ Op, F-lp

3. F Ly < —p

4. F Lp «— 1|

5. F Uy < =1



Monomodalne logiki normalne: semantyka
relacyjna

Definicja 1 (Struktura relacyjna)

Strukturg relacyjng, albo ramg (frame) jest do-
wolna para § = ( W, R) gdzie:

e dziedzina to W # g, ktory jest zbiorem
punktow (Swiatéw mozliwych);

e R to binarna relacja na VW, zwana
relacjg osiggalnosci.

W logikach modalnych aletycznych Rww’ ozna-
cza, ze w' jest osiggalne z w (mozliwe ze wzgle-
du na w).



Definicja 2 (Model na strukturze) Modelem
na danej strukturze § jest dowolny uktad 91 =
( §,V), gdzie V jest funkcjg ewaluacji dla
zmiennych, tj. V : ZZ — P(WV).

Definicje spetniania formuty o w punkcie w mo-
delu M ( M, w E ) wyrazajg ponizsze warunki:

M, w E wtw  w € V()
dla dowolnej ¢ € ZZ
M, w F —p witw I, w ¢
MwkEeAY wtw MwEe i MwEY
MwEeVY wtw MwkE @ lub M, w F Y
MwkEp—19» wtw DM wkF p lub M, wE Y
M, w E Qe witw I, w’ E ¢ dla dowolnego w’
takiego, ze Rww’
M, wE Sp wtw 9T, w’ E ¢ dla pewnego w'
takiego, ze Rww'’

Dla zbiorow formu+t zapis 9, w E [T o0znacza, ze
M, w F Y dla v%,—.



M, w F ¢ oznacza fatszywoSC formuty ¢ w w;
M, w # [ oznacza fatszywosSC co najmniej jed-
nego elementu I w w.

W przypadku gdy model jest ustalony, badz do-
mysSiny bedziemy po prostu pisa¢ w F ¢ (wzgled-
nie w ¥ ) lub w E I (wzglednie w ¥ ') dla
zbioru.

Zbior wszystkich punktow spetniajacych danag
formute (zbidr) oznaczamy:

|ellonr = {w € Wop - w F ¢};

T llo = NI llon dla Vyper

Zazwyczaj uzywac bedziemy notacji skroconej
el CIT]]) przy 9% domySinym lub ustalonym.

||| bedziemy czytacC dla wygody zwyczajowo
jako "sad ¢" (intensja ) w danym 9.



Przykfad 1: Rozwazmy strukture § = ( W, R)
gdzie: W = {w1,wp,w3,ws}, a R = {{w1,ws),
(w1, w3), (wo, wa), (w3, ws), (wa, wz)}. Niech M, =

(&, V1), 9dzie V1(p) = {wo, w3}, Vi(q) = {w1,ws},
a M, = (§, Vo), gdzie Vo(p) = 2, Va(q) =

{w1, w3, wa}.

® ml,’lU]_ i Dp mz, w1 = Dp

® mlawl |: <>q mlawl |: <>|:|q

o My, w3z F Ulp My, wqy AUp —p

.mlanIZDpHp ml7w2|:<>p_>p

o N, w1 F GL"q, dla dowolnego n > 0



Definicja 3 (Spetnialnosc¢, falsyfikowalnosc¢)
@ (M) jest spetnialna w modelu I wtw, ||¢| #

a (IF]] # 2).

o (M) jest spetnialna wtw, istnieje model, w
ktorym jest spetnialna.

@ (M) jest sfalsyfikowana w modelu I wtw, ||| #
Wan (IT|| & W) (inaczej: O falsyfikuje  (IM)).

o (M) jest sfalsyfikowana wtw, istnieje model,
w ktorym jest sfalsyfikowana.

Przyktad 2: Op AO(p — $—p) jest spetnialne.

Definicja spetniania formuty (czy zbioru for-
mut) w modelu daje nam /lokalng charaktery-
styke prawdziwosci. Dalszym krokiem jest wpro-
wadzenie pojecia globalnej prawdziwosci:



Definicja 4 (PrawdziwoS¢ w modelu)

ME o wtw, VweWyps M, w FE @
(lub |l¢llon = Won);

analogicznie dla ', M ET wtw, || ||lon = Won.

Trzeci poziom prawdziwoSci to tautologicznosc,
czyli prawdziwoSC w kazdym modelu.

Definicja 5 (PrawdziwosC¢ w kazdym modelu)
= ¢ wtw, Yop, ME ¢

= ¢ oznacza formute nietautologiczng, czyli
falsyfikowalnga.



Lemat 1 (tautologie)
Nastepujace schematy generujg formuty
prawdziwe we wszystkich modelach:

Qp — ==

Up = =G

Ol — ¢) — (He — Ly)
Ul = ¢¥) = (Op — O9)
He v Uy — U(e V)
Gl AY) = Qe AOY

U Ap) < Up ALY

Gl V) < GV Oy



Lemat 2 (formuty falsyfikowalne)
Nastepujgce schematy nie sg schematami
tautologii:

(D) e — Qg
(T) Up — ¢
(T") ¢ —= v
(4) Op — OOy
(5) G — Uy

(B) ¢ = Uow



Monomodalne logiki normalne:
ujecie aksjomatyczne

Bazowa logika K standardowo jest charaktery-
Zowane nastepujaco:

Schematy aksjomatow i regut pierwotnych:

e Dowolne ¢, ktore jest schematem tezy KRZ

e (Dual) $p « -y

o (K) Uy — ) — (Lp — Ly)

e (MP) jezelipe Kip—1ve K, toy e K

e (RG) jezeli p € K, to Uy € K



Definicja 6 (dowod, teza) Dowodem formu-
ty ¢ jest skonczony ciag, ktorego dowolny ele-
ment to aksjomat lub formuta wydedukowana
Z wczesniejszych elementow za pomocg regut
pierwotnych, a ostatni element ciggu to o.

@ jest tezg K (ki ) wtw, ¢ ma dowdd.

Twierdzenie 1 (Przystosowanie, petnosc,
adekwatnosc¢ (staba))

(a) Jezeli Fg ¢, to = .
(b) Jezeli = ¢, to Fg .
(c) = o wtw, g .




Mocnhniejsze normalne logiki monomodalne

Rozwazmy nastepujgce schematy formut:

nazwa | aksjomat
(T) He — ¢
(4) [l — Ll
(B) o — LOw

Z ich uzyciem mozna zaksjomatyzowac kolejne
3 wazne logiki modalne:

K+H(T) =T

T+(4) = S4

S4+(B) = S5

Mamy wiec nastepujaca sytuacje:

KCcTCS4CS5



Aby scharakteryzowaC semantycznie inne logiki
normalne musimy wprowadzi€ dodatkowa
terminologie:

Definicja 7 (PrawdziwoSC w strukturach)

(gdzie MOD(3¥) to klasa wszystkich modeli zbu-
dowanych na strukturze %)

2. Niech F oznacza dowolng klase struktur,
wtedy: F F ¢ wtw, Vzcr,§F .

3. Zawartoscig struktury § nazywamy zbior

E(S) ={p: 8 F o}

4. Zawartoscig klasy struktur F nazywamy zbior
E(F) ={¢: FE ¢}

Twierdzenie 4
Zawartos¢ dowolnej § (F) jest logikg normalng.



Poniewaz noSnik danej struktury (charakter je-
go elementéw i licznosS¢) nie ma wptywu na
okreSlenie danej logiki, natomiast strukturalne
wtasnosci relacji osiggalnosci maja wptyw za-
sadniczy, wiec bedziemy mowic€ o klasach struk-
tur jednolitych pod wzgledem wtasnosci relacji
osiggalnosci. Oto najwazniejsze z nich:

nazwa warunek

serialnosC VrdyRaxy

ZWrotnoscC VeRxx

przechodnioSC | Vayz(Rxy A Ryz — Rxz)
symetria Vey(Rxy — Ryx)
euklidesowosS¢ | Vayz(Ray A Rxz — Ryz)

Struktury i klasy struktur (a takze modele na
nich ufundowane) bedziemy okresSlaé wedtug
wtasnosci, ktore posiadajg ich relacje osiggal-
nosci. Np. powiemy, ze F (§,9) jest klasa
(struktura, modelem) zwrotng, gdy kazda struk-
tura § € F jest struktura zwrotng.



Twierdzenie 5
Zachodzga nastepujgce rownowaznosci dla for-
mut (D), (T), (4), (5) i (B):

F EUp — S wiw, F jest serialna

F EUp — ¢ wtw, F jest zwrotna

F EUp — OOe wtw, F jest przechodnia
F E oo — LU wtw, F jest euklidesowa

F FE o — UOp wtw, F jest symetryczna.



AdekwatnoSC wzgledem klas struktur

Ogdlna postaC twierdzenia o przystosowaniu
logiki L wzgledem klasy struktur F mowi, ze:

Twierdzenie 1 (Przystosowanie)

Jezeli 7, ¢ , tO =£ @.

Twierdzenie o petnosci logiki L wzgledem klasy
struktur F mowi, ze:

Twierdzenie 2 (Petnosc¢)

Jezeli |:]: P, to l_L Q.

Oba twierdzenia dajg nam twierdzenie o stabej
adekwatnosci L wzgledem klasy F: L=E(F).



Mowimy wtedy, ze F determinuje, albo
charakteryzuje L. F jest wtedy okreSlane ja-
ko klasa L-struktur, a kazdy model nalezacy
do MOD(F), to L-model. Powiemy tez, ze
@ (M) jest L-spetnialny (lub L-falsyfikowalny)
wtw, jest spetnialny (falsyfikowalny) w jakims
L-modelu.

Tabela zestawia wyniki dotyczace determinacji
wyroznionych wczesniej logik.

L-struktury

dowolne

ZWrotne

zwrotne i przechodnie
rownowaznosciowe

TRk




Etykietowane diagramy Betha

A. Konwencje zapisu

o a1 | Qo B B1 | B2
+o ANy |+ |+ | —oAY | —p | =Y
—oVY | —p | = | +oVyY | +o | +Y
—p =Y | Fo | =Y | o= | —p | +P

7T 14 7'('/ = v
+O0p | e | +o
o 2




Definicja 8 (Etykiety)

1. 1 cET

2. Jezeli c €ET, to ok €ET

o.k denotuje etykiete, ktdorej ostatni element to
k: oT : oznacza etykiete, ktdora jest konkatena-
Ccjg dwoch ciggow;

Bedziemy nazywali etykiete o rodzicem a o.1
dzieckiem; oprocz 1. kazda inna etykieta jest
dzieckiem.



Przyktad i interpretacja

1, 1.2.1.1.5, 1.1.1.1.3, sg etykietami, a 4.1.3.7.,
czy 1.3.0.5. etykietami nie sg. Nieformalnie,
etykieta jest nazwg okreSlonego Swiata w kon-
struowanym modelu, a jej struktura pokazu-
je, jakie punkty w tym modelu jg poprzedzaja
przez R, np. drugi przyktad etykiety mozna od-
czytac jako (czesSciowy) opis modelu, w ktdrym
1,1.2,1.2.1,1.2.1.1, i 1.2.1.1.5, nalezg do W a
pary (1,1.2),(1.2,1.2.1),....,(1.2.1.1,1.2.1.1.5)
nalezag do R. Ogdlnie, dla dowolnhych dwoch
etykiet, z ktorych jedna jest dzieckiem drugiej,
oznacza to, ze o.1 jest osiggalne przez 'R z o.

Definicja 9 (Formuty etykietowane) Jezelip €
FOR(MOD) aoc €ET, too : +p i o : —p 53
formutami etykietowanymi.

Intuicyjnie o . +¢p oznacza, ze ¢ jest spetnione
w modelu w punkcie o a o . —p, Ze @ jest
fatszywa w o.



Reguty

1. Bazowa formalizacja (K-EDB)

(L)o:itp, oi—p/ L

()oid—p/oi—p o= /0oty

(@) o:a /oy, o a

(B)o:B,/oip1 | o:if2,

(r) o7 / o.k: 7w, gdzie 0.k jest nowa etykieta

(v) o : v / ok : Vv , gdzie o.k jest dowolna
etykietg



Reguty dodatkowe:

(T o:v/o:

(4) o : v / ok : v, gdzie o.k jest dowolng
etykietg

(B) ok : v / o : v , gdzie o.k jest dowolng
etykieta

Formalizacje znanych logik normalnych mozna
uzyskal przez nastepujace kombinacje poda-
nych reguf.

T-EDB = K-EDB + (T)

S4-EDB

T-EDB + (4)

S5-EDB = S4-EDB + (B)



Definicja ¢ ma dowdd w L-EDB wtw istnieje
zamkniete drzewo dla 1 : —o.

Przyktad dowodu (drzewo zamkniete)

1: -OpvOg—0O(pVaq)
1:4LpvVv g
1:-0O(Vvaq)
1.1: —pVg
1.1:—p
1.1: —¢q

/ AN
1: +4Lp 1: +4Llq
1.1:+p 1.1: +4g¢q

1 1

AdekwatnosSC diagramow Betha

Twierdzenie =; ¢ wtw 1 : —p ma dowdd w
L-EDB



Wynikanie i dowiedInoScC

Definicja 10 (Wynikanie lokalne i globalne)

1. ¢ wynika lokalnie z ' w logice L.:

r Er e wtw, Vonenrop@)UIMllam € llellon)
(inaczej: Vopenrop(L): Vwewy,(Jezeli M w E T,
to M, wE ¢))

2. © wynika globalnie z ' w logice L.:

[ ||:L ©Y wtw ngeMOD(m(jeZeli M E T, to
ME))

Twierdzenie 1 Jezeli I =1 ¢ , to I |=1 ¢,
ale nie odwrotnie.

Przyktad:

¢ |E=r Op, ale ¢ &=, Op.



Definicja 11 (DowiedlnosS¢ lokalna i globalna)
1.T Fpo wtw Hp Al — ¢ , dla pewnego
skonczonego " C T

2. I IFp o wtw istniegje dowod ¢ z I na
gruncie L

I jest relacjg mocniejszg od +, gdyz dla IF nie
zachodzi twierdzenie o dedukcji, ktore w przy-
padku F jest spetnione z definicji. Dla przy-
ktadu, mamy p Ik; Op (z racji domkniecia na
(RG)), ale p¥y Op (bo ¥y p — Lp). Natomiast
zachodzi zaleznoSC jednostronna:

Jezelil' Fpop, tol Ik o



Mocnhna adekwatnosScC

Wynikanie lokalne odpowiada dowiedlnosci ty-
pu 7, a globalne dowiedIlnosci typu Iy, w tym
sensie, ze twierdzenie 1. i 2. mozna wzmochic
otrzymujgc mocne twierdzenia o adekwatno-

SCi:

Twierdzenie 3 (Mocna adekwatnosc)

1. T o wtw, T =1 ¢

2. Tk o wtw, T |=1 ¢

3. T =1 pwtw, {1:+Y1, ..., L:4+n, 1:—p}
ma dowod w L-EDB

gdzie {¢1,...,¢¥n} C T



Dedukcja Naturalna dla logik modalnych
a) Reguty inferencji:

(Dual) =Op [/ Omp; =O@ [ O

(OF) Op / ¢; (OD) ¢ / $p

(D) ¢ / Oy, gdzie ¢ jest teza L

(OFE) $w / p, gdzie ¢ jest tezg L

(OD") ¢ / Oy, gdzie ¢ jest formuta modalnag
lub tezg L

(OGE") O / ¢, gdzie ¢ jest formuta modalng
lub teza L

b) schemat meta-reguty:

(MOD) Ogpq,...,0pn / Oy pod warunkiem, ze
Pl ¥n |_L w



System DN dla K, T, S4, S5

Do systemu DN Stupeckiego/Borkowskiego na-
lezy dodac:

a) dla K — (MOD), (Dual), (OD), (GF)
b) dla T — do DN-K dodajemy (OE), (¢D)

c) dla S4 — w DN-T zamieniamy (D), (& F)
na (OD"), ($E"), gdzie przez formute modalng
w przypadku (OD’) rozumiemy dowolng formu-
te postaci Oy lub =$p, a w przypadku (OE')
dowolng formute postaci $p lub =Ly

d) dla S5 — DN-S4 ale formuta modalna w
obu przypadkach to dowolna formuta postaci

Uep, G, mUp lub =



Przyktad dowodu

Fr (Op — $q) — S(p — q)

CONOORAWNH

Lp — Oq

Z

—O(p—q) zn
(-(p — q) (Dual,?2)

O(p A —q)
Lp

[1—q

g

—<{q

1

(MOD,3)
(MOD,4)
(MOD, 4)
(— FE,1,5)
(Dual, 6)
(7,8)

g5 U(p — Og) — (Op — q)

CONSOO AWM

U(p — 0Ogq) z

Op z

—q ZNn

<>_'q (<>D7 3)
—[gq (Dual, 4)
C-Cg (OD’,5)
C—p (MOD,1,6)
_'<>p (Dual, 7)

1

(2,8)



Dygresja:
Ontologiczny dowod istnienia Boga
Anzelm ——= Malcolm, Hartshorne, Purtill

Dwa zatozenia:

1. Mozliwosc€ istnienia — B

2. Nieprzypadkowos¢ istnienia — (B — [B)
(lub =(B A $—-B))

S5+1+2 B

gdyz g5 LU(B — 0B) — (B — B)



Logika deontyczna

Motywacje: prawo, etyka

Historia: Arystoteles — sylogizmy praktyczne

pierwsze systemy: Mally, VonWright, Kalinow-
SKi

Najwazniejsze operatory deontyczne:

O — "nalezy", "powinno sie", "jest obowigzko-
we, ze"

P — "jest dopuszczalne"

F — "jest zakazane"

Py .= -0—-yp, Fp .= 0-p



Pojecie normy: — 2 opcje: majg wartosC logicz-
na/nie majag —

Czy argumenty funktorow deontycznych sg zda-
Nniami?

np. porownaj: "Nalezy dbaC o dzieci" a "Jest
obowigzkowe, ze ludzie dbajg o dzieci"

Minimalna logika deontyczna D powstaje z do-
dania do deontycznej wersji K (O zamiast [,
P zamiast ) aksjomatu:

(D) Op — Py

(uwaga: (T) jest za mocne w interpretacji de-
ontycznej).



Problemy:

e iteracja operatorow deontycznych, tgczenie
ze zdaniami nienormatywnymi

e (D) jest réwnowazne —=(Op A O—¢p), co jest
niezgodne z faktem zachodzenia konfliktu
wartosSci

e paradoks Rossa Fp Op — O(p V q)
p .= dbal o potomstwo, g .= sprzedac je
handlarzom organow

e dobry Samarytanin -p Fp — O(p — q)
p .= zabijaC q .= obrabowacl



Mozliwe rozwigzania:

— ograniczenia w sktadni, np. system OS vonW-
righta

— uzycie jezyka multimodalnego z wieloma funk-
torami Oq, Oo, ... Zzrelatywizowanymi do roznych

systemow wartosci

— przyjacC stabszg logike, np. bez reguty
Fp—v / FOp— Oy

— przyjaC inng implikacje, np. relewantng

— 0golnie: w wielu wypadkach moze niewtasci-
we sSposoby odczytywania



Uogodlnienia I — Logiki multimodalne (nor-
malne)

Przyktad logik deontycznych pokazuje, ze dla
adekwatnego ujecia innych interpretacji modal-
noSci nalezy uogolni€ standardowe techniki. Je-
den ze sposobow to wprowadzenie wielu mo-
dalnosci.

Logiki multimodalne (polimodalne) budujemy
w jezykach typu Jn, gdzie mamy do dyspozydji
n (par) funktoréw modalnych. Zapis [; ozna-
cza, ze mamy do czynienia z -tym funktorem
koniecznosci (1 < ¢ < n). Semantyka ulega sto-
sownemu uogodlnieniu:

Definicja (Struktura relacyjna multimodal-
na) Strukturg relacyjng, albo ramg (frame) jest
dowolny uktad § = ( W, {R;}) gdzie W # & jest
zbiorem punktéw (Swiatéw mozliwych, punk-
tow czasowych), a {R,} jest zbiorem binarnych
relacji na W, zwanych relacjami osiagalnosci.



Definicja modelu na strukturze multimodalnej
jest bez zmian. Podobnie definicja spefniania
formut za wyjatkiem warunkow dla konieczno-
Sci i mozliwosci, ktore przybierajg postac:

M, wEe wtw MM w' F e dla dowolnego w’
takiego, ze R;ww’

MwkE ;o wiw M, w' E o dla pewnego w’
takiego, ze R;ww’

Logiki multimodalne, w ktorych kazda modal-
nosSC spetnia te same warunki to

logiki homogeniczne,

natomiast takie, w ktorych roézne modalnosci
majq rézne wtasnosci, to

logiki heterogeniczne




W obu wypadkach mozemy mieC do czynienia
ze zwyktym ztozeniem kilku logik monomodal-
nych, w ktorej brak jest interakcji pomiedzy
roznymi modalnosciami lub z logikami interak-
tywnymi, w ktorych zachodzg relacje miedzy
roznymi modalnosciami.

Ich zewnetrznym przejawem jest wystepowanie
tzw. aksjomatow interaktywnych. Jako przy-
ktad mozna podal aksjomat inkluzji:

Ui — Uje

Dwie wazne klasy logik multimodalnych to:

e Logiki temporalne

e Logiki epistemiczne i doksastyczne



Do czego potrzebna jest
logika temporalna?

e tradycyjne filozoficzne problemy dotycza-
ce natury czasu (zmiana w czasie a tozsa-
mos¢, determinizm)

e lingwistyka; analiza czasdw gramatycznych

e fizyka; czas a zmiana, czas jako wymiar,
wyzwania nowej fizyKi

e informatyka; analiza realizacji programow,
ich poprawnosci itp.

e AI, problemy dotyczgce planowania, kolej-
nosSci akcji, przetwarzania wiedzy zmienia-
jgcej sie w czasie itp.



Historia

1. paradoksy Zenona

2. Arystoteles (Fizyka, bitwa morska)

3. Diodor Kronos (temporalne definicje mo-
dalnosci, argument mistrzowski)

4. Augustyn — czas subiektywny

5. przedwiedza, predestynacja, wolna wola
(Augustyn, Boecjusz, Anzelm, Ockham)

6. Ockham (sylogizmy temporalne)

7. Newton — czas jako wymiar



10.

11.

12.

13.

14.

. Leibniz — czas jako relacja

. Kant — czas jako aprioryczna forma naocz-

nosSci, pierwsza antynomia

McTaggart (nierealnoS¢ czasu, seria A i B)

Bergson — krytyka naukowego ujecia czasu

Husserl, Ingarden — fenomenologiczna ana-
liza czasu

Heidegger, Sartre — egzystencjalistyczne do-
Swiadczenie czasu

Einstein (podejscie relatywistyczne)



15.

16.

17.

18.

Russell — analiza struktur interwatowych

Reichenbach — analiza czasOw gramatycz-
nych

Prior (standardowe logiki temporalne)

Pnueli (logiki programow)



Podstawowe kontrowersje odnoSnie natury
czasu

1. subiektywny/obiektywny

2. wzgledny/absolutny

3. punkty/interwaty/zdarzenia

4. skonczony/nieskonczony

5. liniowy/rozgateziony

6. dyskretny/ciggty/gesty

subiektywny | obiektywny

wzgledny Augustyn Einstein

absolutny Kant Newton




Logiki temporalne czasu punktowego —
Jezyk

Standardowy jezyk bimodalny z czterema jed-
noargumentowymi funktorami temporalnymi:

G dla "odtad zawsze" (g, [F))
F dla "nastapi" ($p, (F))

H dla "dotad zawsze" (Lp, [P)])
P dla "nastgpito" ($p, (P))

Uwagal! G i F oraz H i P sg wzajemnie
definiowalne:

Gp <« F—-p oraz Hp < Py



Przyktad 1:

Kazik Spi. .= p

Kazik bedzie spat. .= F'p

Kazik nie spat ale miat iSC spacC. =
P(—p A Fp)

Jezeli Kazik spat jakiS czas temu, to juz nie Spi
lub kiedysS nie bedzie spat. (= Pp — —pV F—p

Kazik sie wyspat albo kiedys sie wySpi. =
PPpV FPp



Semantyka relacyjna — dwa warianty

Struktury dla bimodalnych logik temporalnych
sq postaci ( 7,Rp,Rp), gdzie 7T jest zbiorem
punktow czasowych, Rg jest relacja nastep-
stwa w czasie, a Rp jest relacja poprzedzania
w czasie. Dodatkowo zaktadamy, ze Rp jest

konwersem Rp. Z tego powodu mozna je za-
stgpi€ prostszymi strukturami z jedng relacja.

Definicja 12 (Struktura relacyjna)

Strukturg relacyjng, albo ramg (frame) jest do-
wolna para § = (7, R) gdzie:

e dziedzina to 7 # O, ktory jest zbiorem
punktéw czasowych (momentow);

e R to binarna relacja na 7, zwana
relacjg nastepstwa czasowego.




Definicja 13 (Model na strukturze)

Modelem na danej strukturze § jest dowolny
uktad M = ( §, V), gdzie V jest funkcjg waluagji
dla zmiennych, tj. V : Z2Z — P(T). (ZZ to
zbiér zmiennych zdaniowych a P(7) to zbidr
potegowy na 7). Dziedzine danego modelu 901
bedziemy oznaczaC przez Tgy.

Definicje spetniania formuty o w punkciet mo-
delu M ( M, t E ) wyrazajg ponizsze warunki:

MtED witw
Mt E - witw
MitEoANY  wiw
MitEpVYy wtw
MtEp —1 wtw
M, t E G wtw

Mt E Fo wtw
M, t = Hep wiw

M, t = Py witw

teV(p)

M, t &~ @

Mt @i M tEp
M, t = @ lub M, t F Y
Mt~ o lub M, t F Y

M, t = o dla dowolnego ¢/
takiego, ze Rtt/

M,t' F o dla pewnego ¢/
takiego, ze Rtt/

M, t' E o dla dowolnego ¢/
takiego, ze Rt't

M, t' = o dla pewnego t/
takiego, ze Rt't



Definicje spetnialnosci, falsyfikowalnosci, praw-
dziwosci w modelu, tautologicznosci, wynika-
nia bez zmian (jak w logikach modalnych ale-
tycznych).

¥ atwo zauwazy¢, ze kazda z (par) modalnosci
jest modalnoscig normalng tzn., ze zachodzi
aksjomat (K) zaréwno dla G jak i dla H, oraz
dla obu funktorow mamy domkniecie na regufte
(RG). Symetrie przysztoSci i przesztosSci wyraza
para twierdzen (B) dotyczacych interakcji obu
modalnosci:

o — GPp o— HFp
Najstabsza logika temporalna (zawartos¢ kla-

sy wszystkich struktur), ktdéra spetnia podane
warunki to Kt.



Logika Kt: Ujecie aksjomatyczne

A. Schematy aksjomatow:

e Dowolne ¢, ktore jest schematem tezy KRZ

o (Dualp) Fp < -Gy

® (Dualp) PgO < —IH—|g0

o (Kp) Gy = ¢) — (Gp — GY)

e (Kp) H(p — ) — (Hp — Hip)

e (Sp) ¢ = GPy

e (Sp) ¢y = HFyp



B. Reguty pierwotne:

o (MP) jezeli p € Ktiyp — ¢ € Kt, to € Kt

e (RGp) jezeli ¢ € Kt, to Gy € Kt

o (RGp) jezeli o € Kt, to Hp € Kt

Definicje dowodu, tezy, dowiedlnosci bez zmian,
ponadto zachodzi:

Twierdzenie 3 (AdekwatnoSC mocna)
1. T g o Wtw, T =

2. Tk o wtw, T ||= ¢



Nadlogiki Kt

Nadlogiki Kt mogg byC zarowno homogenicz-
ne, jak i heterogeniczne np. mozemy przyjac,
ze przesztoSC jest linearna, ale przysztoSC do-
puszcza rozgatezienia.

Najbardziej elementarne wtasnosci, ktore wig-
zemy z relacjg nastepstwa czasowego to:

nazwa warunek
przeciwzwrotnosSC | Ve—"Rxx

przechodnios¢ Veyz(Rxy AN Ryz — Rxz)
asymetria mocna | Vxy(Rxy — —Ryx)

ZawartosC klasy struktur o podanych wyzej wta-
snosciach to logika Kt4

Uwaga! ani asymetria, ani przeciwzwrotnosc
nie jest definiowalna w standardowym jezyku
temporalnym.



Kt4 — semantyka
Twierdzenie 5

(a) jezeli R jest mocno asymetryczna, to jest
przeciwzwrotna;

(b) jezeli R jest przechodnia i przeciwzwrotna,
to jest mocno asymetryczna;

(c) jezeli R jest przechodnia, to jej konwers tez
jest przechodni.

Twierdzenie 6

F EFEGp — GGy wtw, F jest przechodnia
FEFFp— Fo wtw, F jest przechodnia
FEHp — HHp wtw, F jest przechodnia

FE PPy — Py wtw, F jest przechodnia



Pierwsza antynomia Kanta

Teza: Swiat ma poczatek w czasie.

Antyteza: Swiat nie ma poczatku w czasie.

nazwa warunek
poczatek JaVy(Raxy Vo = vy)
koniec JaVy(Ryz V z = y)

F-serialnoSC | VxdyRaxy
P-serialnoSC | VedyRyx

Twierdzenie 7

FEH1VPH1 wtw, F ma punkt najmniejszy
FEGLV FGL wtw, F ma punkt najwiekszy
FFEGp — Fp wtw, F jest F-serialna

FE Hp — Pp wtw, F jest P-serialna

Uwaga! F-serialnosSC w potgczeniu z przeciwzw-

rotnosciag implikuje F-nieskonczonoS¢ (analo-
gicznie dla P-serialnosci i P-nieskonczonosci).



Logiki czasu liniowego

nazwa warunek
liniowoSE mocna Vey(Rxy V Ryx)
liniowoS¢€ staba Vey(Rxy vV Ryx Vx = vy)
F-spojnosS€ mocna | Veyz(Rxy A Rxz —

Ryz V Rzy)

F-spdjnos¢ staba | Vayz(Raxy A Rxz —
RyzV RzyVy = z2)
P-sp6jnosS¢ mocna | Vzyz(Ryx A Rzx —
RyzV Rzy)
P-sp6jnos¢ staba | Vayz(Ryx A Rzx —
RyzV RzyVy=z)

Twierdzenie 8

F FE PFp — PpV Fp wtw, F jest mocno F-
spojna

F E FPp — PpV Fp wtw, F jest mocno P-
spdjna



FE PFp — PpV FpV e wtw, F jest stabo
F-spdjna

FE FPp — PpV FpV e wtw, F jest stabo
P-spdjna

Lemat 1 Nastepujgce formuty sa na gruncie
Kt4 rownowazne:

PFp — PpoV FopV o
HoNGp N p — HGp
FoNFyp — F(pANFy)V F(FeAy)V F(eAy)

G(GeNp —=9Y)VGEG(GY A — @)



Bazowa logika linearna Kt4.3
1. Ujecie aksjomatyczne

Kt4.3 to najmniejsza logika zawierajgca Kt i
wszystkie tezy o postaci:

e (4r) Gy — GGy

e (3p) PFp— PpV FoV p

e (3p) FPo — PpV FpV ¢

Uwaga! zamiast (3z) i (3p) mozna uzyc:
(3) PFoV FPp — PoV FoV ¢
2. Ujecie semantyczne

Kt4.3 = E(F), gdzie F to klasa struktur ze
Scistym porzadkiem liniowym.



Wazne logiki czasu liniowego

Niech §ny = (N, <), §c = (C, <), Tw = (W, <),
Sr = (R,<), gdzie N to zbidr liczb natural-
nych, C — catkowitych, W — wymiernych, R —
rzeczywistych.

E(Zn) = Kt4.3 z dodatkiem:

e (Sp) Gp — Fo

e (Dp) G(Gp — ¢) — (FGp — Gp)

e (WF) H(Hp — ¢) — Hyp

E(Sc) = Kt4.3 z dodatkiem:

e (Sp) Gp— Fp  (Sp) Hp — Py



e (Dp) G(Gp — ¢) = (FGp — Gyp)

e (Dp) H(Hp — ¢) — (PHp — Hyp)

E(Sw) = Kt4.3 z dodatkiem:

e (Sp) Gp— Fp  (Sp) Hp — Py

e (G) GGy — Gy

E(Sgr) = E(§w) z dodatkiem:

o (C) (Hp—FHo) NG(Hp — FHy)
ANH(Hp — FHyp) — (Hp — Go)

Uwaga! aksjomat (WF') odpowiada dobremu
uporzadkowaniu, (Dg), (Dp) — dyskretnosci, (G)
— gestosci, a (C) — ciggtosci.



Dygresja: logika czasu stoikow

Jezeli do Kt4 dodamy nastepujgce aksjomaty:

e (Tr) Gp —

e (Sym) Gp — Hy

to otrzymamy logike czasu kotowego. (Tx)
odpowiada zwrotnosci, a (Sym) — symetrii R.
W systemie takim tezami sq:

Gp«— Hp Fop<— Py

CO prowadzi do utozsamienia przesztoSci i przy-
SztOoSci.



Wzmochnienie jezyka

1. Modalnosci temporalne (Diodorowska i Ary-
stotelesowska):

o :=pANGp Qo =@V Fp

Ap = o NGp AN Hp

2. Nastepnik i poprzednik:

Oy — czytamy "w nastepnym momencie ¢".

Mt E Op wtw MMt E ¢ dla dowolnego
t' € R(t) takiego, ze —3t"(Rtt" A Rt"t))

dualnie charakteryzujemy x¢ ("w poprzednim
momencie'"').



3. "Since" i "Until":
@Sty czytamy "zachodzito ¢ odkad zaszto "

M, tE Sy wtw M, t' F 1 dla pewnego
t'/ e R=(t) oraz M, t" E ¢ dla kazdego t”
takiego, ze Rt't" i Rt"t

dualnie charakteryzujemy U ("bedzie zacho-
dzi¢ ¢ az zajdzie ¢¥").

Twierdzenie Kampa

W klasie liniowych i ciggtych struktur kazdy
funktor temporalny moze byC zdefiniowany z
pomoca S i U.

Przyktadowo:

Hp :=—(TS—¢) Pp:.:=TSyp

Go = (TU~yp) Fop:.:=TUp



Dygresja: The Master Argument

1. Wszystko co jest przeszte i prawdziwe jest
konieczne.

2. Niemozliwe nie wynika z mozliwego.

3. Co ani nie jest, ani nie bedzie, jest mozliwe.
ZP: Kazda mozliwosSC kiedys sie zaktualizuje.
1. Ppo — UPyp

2. b=y [ EOp— Oy

3. o AFp AOp

(=3 < mp A=Fp — =0p)

DC: o NGy — PGy



Logiki epistemiczne i1 doksastyczne
Historia: Hintikka — Logic and belief

Standardowe jezyki dla tych logik sg multimo-
dalne, co przejawia sie nastepujaco:

e przyjmujemy przeliczalny zbidor podmiotow
(agentow): {a,b,c,....}

e dla kazdego agenta a przyjmujemy funktor
epistemiczny K,

e dla kazdego agenta a przyjmujemy funktor
doksastyczny By

Kap := a wie, ze ¢

Bap := a wierzy, ze (jest przekonany, ze) ¢



Warunki Hintikki dla logiki epistemicznej:
(RGg) F ¢ / Kyp — logiczna wszechwiedza

(Kg) Ke(p — ) — (Kgp — Kgv) — dedukceyj-
na wszechwiedza

(Ty) Kyzp — ¢ — Platonski ideat wiedzy
(41) Krp — KoKz — pozytywna introspekcja

(5r) "Kyp — Ky—Kgzp — negatywna introspek-
cja

Interaktywne warunki:

(Tri) KeKyp — Kz — transmisja wiedzy
(Sk) Kzp — Kyp — zasada madrzejszego
(Or) Kzp — KyKzp — zasada Sledczego

oczywiscie (Sk) wynika z (Trg) i (Og)



Warunki dla logiki doksastycznej

B, charakteryzujemy analogiczne jak K, (jest
to rowniez modalnosc¢ typu ) ale zamiast (T)
rozwazaC mozna CO Nnajwyzej:

(Dp) Bzyp — —Bgz—p — spdjnosC przekonan

i ewentualnie ostabiong postac (T):

(WTpg) Bx(Byzp — ) — dobra wiara

odpowiada jej semantyczny warunek prawie-
ZWrotnosci:

Vzy(Rzy — Ryy)
Interakcja wiedzy i wiary (Krauss, Lehmann):
Kgp — Bzp



Rozwigzania problemow logik epistemicz-
nych /doksastycznych

e rezygnacja z formalizacji pojecia ludzkiej
wiedzy/wiary na rzecz interpretacji w ter-
minach sztucznej inteligencji (agent o skon-
czonej wiedzy i doskonatych kompetencjach
logicznych)

e interpretacja w terminach wiedzy poten-
cjalnej (apriorycznej) (agent kartezjanski)

e interpretacja w terminach normatywnych
(a powinien wiedzie¢/wierzy¢, ze)

e interpretacja B, w terminach akceptacji (przyj-
mowania do wiadomosci)

e ostabienie logiki (bez (RG), (K), (5) itp.)



Uwaga: rezygnacja z aksjomatéw (D), (T), (4),
(5) to tylko odrzucenie pewnych wtasnosci re-
lacji poznawczej osiggalnosci, ale eliminacja (RG)
lub (K) wymaga znacznie powazniejszych mo-
dyfikacji:

e porzucenie klasy logik normalnych

e ZzMmiana semantykKi



Uogolnienie II — Podziat logik modalnych

Uwaga: Logiki sg tu rozumiane jako zbiory for-
mut domkniete na pewne operacje (reguty).

Definicja 14 (Logika modalna) Przez logike
modalng L rozumiemy dowolny zbior formut w
pewnym jezyku modalnym J, ktory spetnia na-
stepujgce warunki:

o TAUT C L, gdzie TAUT to zbior tautologii
KRZ

o jezelip € L, toe(p) € L, gdzie e to dowolny
endomorfizm z ZZ w FOR(J)

o jezelipe Lip—1yYeL, toyeL

Uwaga: Dla uproszczenia rozwazan, ograniczy-
my sie do jezyka monomodalhego z jednym




funktorem koniecznosci (J) (zaktadamy, ze $
jest wprowadzana przez definicje).

Rozwazmy nastepujace reguty:

(RE) jezeli p <> € L, to Op < hp € L

(RM) jezeli p -y e L, to dp — [y € L

(RR) jezeli AT - € L, to AL — [y € L,
gdzie I = o

(RQG) jezeli pe L, toUp e L

Definicja 15 (Klasy logik modalnych) Dowolna
logika modalna L domknieta na (RE) to logika
kongruencyjna (klasyczna modalna), domknie-

ta na (RM) to logika monotoniczna, domknie-

ta na (RR), to logika regularna, wreszcie do-
mknieta na (RR) i (RG) to logika normalna.



Lemat 1 (Relacje miedzy logikami)

(a) Kazda logika normalna jest zarazem regu-
larna;

(b) Kazda logika regularna jest zarazem
monotoniczna ((RM) jest szczegdlnym
przypadkiem (RR));

(c) Kazda logika monotoniczna jest logikg
kongruencyjng.

Definicja 16 (Bazowe logiki modalne) Niech
E oznacza najstabszg logike kongruencyjnga, M
— monotoniczng, R — regularng, a K — normal-

na.

Definicja dowodu, tezy i dedukowalnhosSci bez
zmian; 7 o (" 7 ) oznacza, ze ¢ jest tezg
L (jest dedukowalne z ' w L).



Semantyki dla stabszych logik modalnych

1. Monomodalne logiki regularne: seman-
tvyka relacyjna

Definicja 17 (Regularna struktura relacyjna)

Regularng strukturg relacyjng, albo rama (fra-
me) jest dowolna trojka § = ( W, Q, R) gdzie:

e dziedzina to W # O, ktory jest zbiorem
punktéw (Swiatéw mozliwych);

e O C W to zbior Swiatdow nienormalnych
(queer)

e R to binarna relacja na W, zwana
relacjg osiggalnosci.




Modelem na danej strukturze § jest dowolny
uktad 91 = (§,V), gdzie V jest funkcja waluagji
dla zmiennych, tj. V : ZZ — P(W).

Definicje spetniania formuty o w punkcie w mo-
delu M ( M, w E ) wyrazaja takie same warun-
Ki jak w modelach relacyjnych dla logik normal-
nych, jedynie dla funktorow modalnych mamy
PO parze warunkow:

a) jezeli w ¢ Q:

M, wkEOp wtw M, w' E ¢ dla dowolnego w’
takiego, ze Rww’

MwE S witw M, w’ E o dla pewnego w’
takiego, ze Rww’

b) jezeli w € Q:

M, w ~ L
M, wE S



Definicja 18 (Struktura otoczeniowa)

Strukturg otoczeniowa jest dowolnha para § =
( W,N) gdzie:

e dziedzina to W # g, ktory jest zbiorem
punktéw (Swiatéw mozliwych);

e N to funkcja z W w PP(W)
(N : W — PP(W)), zwana funkcja sasiedztwa
(inaczej: N(w) C P(W), dla kazdego we
W).

N (od neighbourhood lub od necessary) jest
to funkcja, ktdora kazdemu punktowi przypo-
rzadkowuje zbidr tych sadow, ktdore sg w nim
konieczne.

Modelem na danej strukturze § jest dowolny
uktad 9 = (§, V), gdzie V jest funkcja waluagji



zmiennych. Zarowno definicja wartoSciowania
zmiennych, jak i warunki spetniania w modelu
dla wszystkich formut za wyjatkiem modalnych
sg takie same jak w semantyce relacyjnej. R6z-
nica dotyczy waluacji formut+ modalnych;

w = U wiw [[¢f| € N (w)
w = Qe wiw || — | & NV (w)

Definicje prawdziwosci w modelu, tautologicz-
NOSCi | wynikania bez zmian.

Intuicyjnie Ly jest prawdziwe w punkcie w wte-
dy gdy sad wyrazany przez ¢ jest w tym punk-
cie konieczny. Analogicznie, formuta jest w w
mozliwa wtedy gdy N (w) nie zawiera dopetnie-
nia sgdu wyrazanego przez te formute.



Charakteryzacja

E jest adekwatne wzgledem klasy wszystkich
modeli otoczeniowych.

M jest adekwatne wzgledem klasy tych modeli
otoczeniowych, ktore spetniajg warunek:

(m) jezeli XNY e N(w), to X e N(w) i Y €
N (w)

lub rownowaznie

(m") jezeli X CY i X e N(w), to Y e N(w)

(c) jezeli X e N(w) i Y € N(w), to XNY ¢
N (w)

(n) W e N(w)



(d) jezeli X e N(w), to —X ¢ N(w)
(t) jezeli X e N(w), tow e X

(4) jezeli X € N(w), to {vw : X € N(w')} €
N (w)

Klasa modeli otoczeniowych speftniajgcych wa-
runki (m) i (c) daje nam najstabszga logike re-
gularng R, a po zawezeniu do modeli spetnia-
jacych dodatkowo warunek (n) otrzymujemy
otoczeniowg charakteryzacje K. (d), (t) i (4)
charakteryzuja modele otoczeniowe spetniajg-
ce aksjomaty: (D), (T) i (4).



MODALNE LOGIKI 1-GO RZEDU
Problemy wstepne.

W przeciwienstwie od KRZ zdaniowe logiki
modalne mozna poszerzyC na wiele sposobow.
Wybor danej opcji wymaga wstepnego rozwig-
zania Kilku kwestii:

1. czy w roznych Swiatach mozliwych te same
obiekty czy rozne?

2. jezeli te same obiekty, to czy obeche we
wszystkich Swiatach? (czy w kazdym Swie-
cie mozliwym ta sama dziedzina?)

3. czy w kazdym Swiecie mozliwym nazwy ma-
Jja mieC takg samg denotacje czy rozne?

4. czy kazda nazwa ma mieC desygnat w kaz-
dym Swiecie?



Typowe rozstrzygniecia.

ad 1.

e "realizm" D. Lewisa — kazdy Swiat ma inng
dziedzine — teoria odpowiednikdw; zarzu-

ty:
— nieintuicyjnosc

— problemy techniczne z formalnym uje-
ciem relacji odpowiedniosci

e te same obiekty w roznych Swiatach —
rozwigzanie bardziej intuicyjne i technicz-
nie prostsze w konstrukcji semantyki



ad 2.

e Stata dziedzina modelu — kazdy Swiat ma te
same obiekty tylko o roznych cechach; roz-
wigzanie technicznie prostsze (kwantyfika-
cja klasyczna) ale nieintuicyjne przy trady-
cyjnej interpretacji kwantyfikatorow (moc
egzystencjalna), mozliwe rozwigzanie —
possybilizm

e zmienne dziedziny — kazdy Swiat ma swoj3
dziedzine obiektéw w nim istniejacych (ak-
tualizm); rozwigzanie bardziej intuicyjne i
zgodne z tradycyjng interpretacjg kwanty-
fikatorow ale technicznie bardziej skompli-
kowane — logika wolna (WRK)



ad 3.

e Sztywna denotacja — kazda nazwa ma ten
sam desygnat w kazdym Swiecie; rozwigza-
nie technicznie prostsze, ale nieintuicyjne
— Kktopoty z identycznoscig, deskrypcja-
mi okreslonymi

e ruchoma denotacja — nazwa moze zmieniac
desygnat w roznych Swiatach; rozwigzanie
bardziej intuicyjne ale technicznie bardziej
skomplikowane

ad 4.

rozroznienie istnienia obiektu i denotacji nazwy
—= |ogika nazw pustych



Motywy dla wprowadzenia logiki wolnej
Problemy z KRK i KRKI:
a. waskie rozumienie nazw

b. egzystencjalna moc kwantyfikatorow prowa-
dzi do wielu niepozagdanych konsekwencji:

e Nnie mozna sformalizowacC zdan typu: "Pew-
ne rzeczy nie istniejg.", "CosS istnieje."

o tezy KRK Aa — dzAx, VzAx — Aa wy-
muszajg egzystencjalng moc dla nazw a
VeAxr — dxAx wymusza niepustosC dziedzi-

ny

o tezy KRKI dz(x = a) wymuszaja istnienie
dowolnych obiektéw (np. Boga), natomiast
formalizacja jakigokolwiek zdania o nieist-
nieniu obiektu fikcyjnego daje sprzecznoscC



Mozliwe strategie radzenia sobie z problemami:

1. traktowal nazwy O nieustalonym statusie
jako predykaty, wtedy mozna zapisaC zda-
nia zardwno o istnieniu jak i nieistnieniu
np. Boga (JxBzx,—3xBzx) i nie sg to tezy
lub zdania kontradyktoryczne

2. uzyC teorii deskrypcji Russella aby wyelimi-
nowalC ktopotliwe nazwy

3. odrzuciC tradycyjng interpretacje kwantyfi-
katorow (moc egzystencjalna)

4. zrezygnowalC z KRK na rzecz logiki wolnej
WRK



Wady rozwigzan 1-2

a. Komplikacja przektadu z jezyka naturalnego,
poza tym zdania typu: "Pewne rzeczy nie ist-
niejg.", "Cos istnieje." nadal nie do zapisania

b. Brak kryteridw uznania, ktdore nazwy trakto-
wac jako termy, a ktore jako predykaty —=— Qu-
ine: catkowita eliminacja nazw — tylko zmienne

c. Niepozagdane konsekwencje logiczne, np. ze
zdania "Pegaz nie istnieje.":

— przy strategii 1 wynika wprawdzie zdanie " Pe-
gaz jest skrzydlaty." ale rowniez "Pegaz jest
ropucha.", gdyz —3zPzx = Vz(Px — Ax)

— przy strategii 2 wynika wprawdzie zdanie " Pe-
gaz nie jest ropuchga.'" ale rowniez "Pegaz nie
jest skrzydlaty.", gdyz —JdzPx = —-Jx(Pzxz A
Vy(Py — x = y) N\ Ax)




Rozwigzanie 3:

Jxr czytamy "dla pewnego (mozliwego) z", Vz
— "dla kazdego mozliwego z"

Zalety:

a. jezeli dodamy predykat istnienia E, to zda-
nia typu: "Pewne rzeczy nie istnieja.", "CoS
istnieje." mozna zapisaC:. de—Fx, dxFx

b. mozliwe jest operowanie (niektérymi) na-
zwami pustymi (teza VxAx — Aa nie wymusza
istnienia desygnatu a)

c. teza dx(xz = a) stwierdza tylko mozliwos¢ ist-
nienia desygnatu a, dopiero kontyngentna for-
muta Fa stwierdza jego istnienie



(Ewentualne) Wady:

a. niezgodne z tradycjg czytanie kwantyfikato-
row (np. kryterium istnienia Quine’'a)

b. traktowanie istnienia jako predykatu niezgod-
ne z silng tradycja filozoficzna

c. akceptacja possybiliow (przedmiotéw mozli-
wych) jako przedmiotu rozwazan

d. przesgdzenie o mozliwosci istnienia desygna-
tu dowolnej nazwy (np. nazwy "B&6g")

e. nazwy przedmiotdw sprzecznych nadal nie
mogag byC traktowane jako termy



Rozwigzanie 4: logiki wolhe WRK

a. egzystencjalna moc kwantyfikatorow zacho-
wana, ale nazw nie (VexAx — Aa, Jz(x = a)
nie sg tezamil!) — co umozliwia bardziej natu-
ralny przektad z jezyka polskiego (dowolne na-
ZWYy jako termy, egzystencjalne czytanie zwro-
tow kwantyfikatorowych)

b. w logice wolnej z identycznoscia (WRKI)
predykat istnienia jest definiowalny:

Fa = 3z(x = a)
C. reguty logiki wolnej bardziej skomplikowa-

ne niz KRK, ale z pewnego punktu widzenia
(aktualizm) bardziej naturalne



Elementarna logika wolna — jezyk

Do standardowego jezyka zdaniowego dodaje-
my:

e przeliczalny zbidr zmiennych nazwowych
ZN ={x,y,...}

e przeliczalny zbidr (sztywnych) statych na-
zwowych CON = {a,b,c,...}

e przeliczalny zbidor symboli predykatow
PRED = {A,B,C,...}

e predykat istnienia: E

e kwantyfikatory: V,

Zbior termow to ZN UCON



Elementarna logika wolna — reguty DN

Do systemu DN Stupeckiego, Borkowskiego dla
KRZ nalezy dodacC nastepujace reguty dla kwan-
tyfikatorow:

(E3) Jxp / FEa, p(x/a), gdzie a to nowa stata
nazwowa

(D3) ET, p(x/7) / Jzp, gdzie 7 to dowolny
term

(EVY) Vo, ET / ¢(x/T), gdzie T to dowolny term

(DV) jezeli z (egzystencjalnego) zatozenia do-
datkowego Fa, gdzie a to nowa stata nazwowa
w dowodzie, dedukujemy p(x/a), to zamykamy
poddowdd i do dowodu nadrzednego dopisuje-
my Vxe (gdzie x nie jest wolne w zatozeniach)



dowody w WRK:

FVr(VyAy — Ax), FVax(Ax — dyAy)

1.1. Ea ze

1.1.1. VyAy zd

1.1.2. Aa (1.1, 1.1.1, EY)

1.2. VyAy — Aa (1.1.1 — 1.1.2, D —)
2. Vr(YyAy — Az) (1.1 — 1.2, DY)

F drAx > -Ve—Ax, - VeAxr «— —~dr—Ax

—Ve—-Ax Z
—drxAx ZNn

. FEa ze
1. Aa zd
2. dxAx (2.1, 2.1.1, D3)
3. L (2, 2.1.2)
—-Aa (2.1.1 — 2.1.3, DNW)

Ve—Ax (2.1 — 2.2, DV)
1 (1, 3)

PWOWNNNNNN =
N H ==



Komentarze:

a. Otrzymany system to logika inkluzywna (do-
puszczajaca puste dziedziny w modelach); je-
zeli chcemy mie€ logike wykluczajgca puste dzie-
dziny w modelach, to musimy dodac€ aksjomat
dxEx

b. Jezeli chcemy otrzymac KRK, to wystarczy
dodaC schemat aksjomatu E7, dla dowolnhego

termu T

c. Na bazie udowodnionych tez do systemu DN
dla WRK dodajmy reguty wtorne DeMorgana:

e —Vzp // Jx—p

o —dxyp // Vax—p



Systemy DN dla logiki modalnej z kwan-
tyfkatorami

3 rozwigzania:
a. dodanie powyzszych regut do systemu DN

dla modalnej logiki L daje system aktualistycznej
logiki modalnej z kwantyfikatorami (WRK+4-L)

b. dodanie zwyktych regut klasycznych DN do
systemu modalnego daje system possybilistycznej

logiki modalnej z kwantyfikatorami (KRK+-L)

Uwaga: aby odrozni€ kwantyfikatory possybili-
styczne wprowadzimy dla nich osobne symbo-
le: \Vx — dla pewnego mozliwego =, Ax — dla
kazdego mozliwego x

Cc. dodanie obu rodzajow kwantyfikatorow wraz
Z charakteryzujacymi je regutami DN daje sys-
tem petnej logiki modalnej z kwantyfikatorami
(RK+L)



Dowdd tezy w WRKH+T

F[OVx(Az vV Bx) — (OVzAx vV SJdxBx)

1. [OVz(AzV Bzx) v4

2. —(OVxAz vV SIxBx) zn

3. = OVzAx A= dxeBx (2, NA)

4. —OVrAz (3, EA)

5. —O3zBa (3, EA)

6. [O-VzAzx (4, Dual)

7. [O—-dxBx (5, Dual)

8. [HNdx—Ax (6, MOD, DeM)
9. [OVax—Bzx (7, MOD, DeM)
10. OEa (8, MOD, E3J)
11. O-Aa (8, MOD, E3)

12. [O(AaV Ba) (1, 10, MOD, EY)
13. [O-Ba (9, 10, MOD, EV)
14. [Ba (11, 12, MOD, EV)
15. —Ba (13, EO)

16. Ba (14, EO)

17. L (15, 16)



Dlaczego kwantyfikatory klasyczne nalezy
na gruncie logiki modalnej rozumieC possy-
bilistycznie?

Formuta Barcan (BF): Axz0Ax — OAxAz lub
OV rxAxr — Ve Ax

Konwers formuty Barcan (CBF):
OAzAx — AxUAx lub V2 Axr — OV xAx

Twierdzenie: zaréwno (BF) jak i (CBF) s3 te-
zami KRK+K

1. AzUAx 2z
2. HAx (1, EN)
3. OAzAx (2, MOD, DA\)

1. OAzAx Z
2. HAx (1, MOD, EN)
3. ANzUOAx (2, DA)

Obie tezy przy egzystencjalnej interpretacji kwan-
tyfikatorow dajg paradoksalne interpretacje



Semantyka relacyjna

Modele to struktury o postaci M = (W, R, D,d, V),
gdzie W, R to standardowa rama modalna, D
to niepusta dziedzina modelu, a d : W —
P(D) to funkcja, ktéra kazdemu Swiatu przy-
pisuje zbior obiektdw, ktdore w nim istniejg.

V' jest definiowane nastepujaco:

— V(a) € D, dla kazdej statej nazwowe]

—V(A™) C D™xW, dla dowolhego n-argumentowego
predykatu

Podstawienie zmiennych v definiujemy jako funk-
ciev:ZN — D

Interpretacja I termu = w modelu przy danym
podstawieniu jest definiowana nastepujgco:

I(x) = v(x) I(a) =V (a)



Dodatkowe klauzule dla spetniania formuty w
modelu przy danym podstawieniu majg postac:

M,v,wkE A"(71, ..., ™n) Wtw {(I(71),...,I(mn),w) €
V(A™M)

M,v,wE Er wtw I(7) € d(w)

Mo, wkE Ve wtw M vl w F ¢ dla kazdego
o€ d(w)

Mo, wk Jzp wtw M, vE w FE ¢ dla pewnego
o€ d(w)

Mo, wkE Azp wtw N vE w FE ¢ dla kazdego
oe D

Mo, wkE Ve wtw M vl wF ¢ dla pewnego
oe D



IDENTYCZNOSC

1. Filozoficzny problem kryteriow tozsamosci
obiektodw w réznych Swiatach (problem TI —
transworld identity).

e Czy mowienie o tym samym obiekcie w roz-
nych Swiatach ma sens? — realizm pojecio-
wy Lewisa

e jak identyfikujemy ten sam obiekt w roz-
nych Swiatach?

— czy istnieje istota indywidualna (haec-
ceitas) gwarantujaca zachowanie tozsa-
mosci? — Kaplan

— czy jest to zle postawiony problem? —
Kripke



2. Techniczny problem nieadekwatnosSci regu#t
dla identycznosci.

Reguta Leibniza a = b, ¢ / p[a//b] prowadzi do
problemow w kontekstach intensjonalnych:

(Frege): Gwiazda poranna to gwiazda wieczor-
na. Starozytni wiedzieli, ze gwiazda poranna
to gwiazda poranna. / Starozytni wiedzieli, ze
gwiazda poranna to gwiazda wieczorna.

a=b, K(a=a) &= K(a=0)
(Quine): Liczba planet wynosi 9. 9 jest ko-

niecznie wieksze od 7. / Liczba planet jest ko-
niecznie wieksza od 7.

a=9, 00O>7) = Ula>T7)



Mozliwe rozwigzania:
1. modyfikacja przektadu
2. ograniczenie reguty Leibniza

3. odrzucenie sztywnej denotacji dla nazw w
semantyce

ad 1.

Dwie mozliwosci: potraktowal ktopotliwe na-
zwy nie jako termy (por. omdwione wyzej dwie
strategie eliminacji nazw, zwtaszcza deskrypcji
okreSlonych i ich wady) lub uwzgledni¢ dwie
mozliwe interpretacje modalnosci — de dicto i
de re.



De re / de dicto

Niewtasciwy przektad z powodu nierozrdznia-
nia modalnosci de dicto / de re. Np. zdanie
"CoS koniecznie istnieje." jest dwuznaczne; moz-
na je wyrazi€ jako zdanie modalne:

— de dicto O3JdzEx (tautologia w logice modeli
z dziedzinami niepustymi)

— de re Jdz00Fzx (kontrowersyjne twierdzenie o
istnieniu bytu koniecznego)

Jezeli zdanie "Liczba planet jest koniecznie wiek-
szaod 7." zinterpretujemy de re — pewna liczba
jest liczbg planet i ta liczba (tj. 9) jest koniecz-
nie wieksza od 7 (czyli Jz(x = aA(x > 7)))
— to wprawdzie nadal wynika ono z podanych
przestanek, ale nie wydaje sie dtuzej fatszywe.



Zarzuty:
Quine: modalnosci de re implikujg esencjalizm.

Zarzut Quine'a, ze wprowadzanie modalnosci
de re jest wyrazem esencjalizmu jest chybio-
ny; logika modalna 1-go rzedu pozwala jedynie
mowiC o koniecznych wifasnosciach obiektow,
nie przesagdza czy takie sg. To stanowi raczej
O jej sile, gdyz krytyka z pozycji filozoficznych
nie powinna dazyC do likwidacji zjawisk jezy-
kowych, ktorych istnienie jest niekwestionowal-
ne. Logika modalna z kwantyfikatorami pozwa-
la wyrazac€ rozne stanowiska filozoficzne bedac
wzgledem nich neutralna.

A poza tym, kto powiedziat, ze esencjalizm jest
bezwartosciowy :-)



Jednak rozréznienie de re / de dicto nie roz-
wigzuje wszystkich problemow.

logika modalna z kwantyfikatorami i identycz-
noscig prowadzi do uznania wszystkich iden-
tycznosci (i nieidentycznosci) za konieczne, gdyz
fatwo w niej dowieScC:

e a=b— (a=0)

e (a=0b) —UO-(a =0)

a CO z identycznoSciami kontyngentnymi?



Mozliwe reakcje:

a. Fitting: obie tezy s3 poprawne przy zmien-
nych, ale nie przy statych nazwowych. Regu-
ta Leibniza powinna by€ ograniczona tylko do
zmiennych

b. Kripke: obie tezy poprawne rowniez przy
statych, ale tylko gdy reprezentujg one imiona
wtasne, bo te nalezy uzna€ za '"sztywne desy-
gnatory" (por. jego rozwigzanie problemu TI).
Ich wystepowanie pokazuje, ze oprocz zdan ko-
niecznych a priori mamy tez zdania konieczne
a posteriori.

Aby wyeliminowacC takie tezy nalezy:

— ograniczyC regute Leibniza do zdan atomo-
wych

— zmodyfikowaC semantyke wprowadzajac zmien-
ng denotacje dla nazw



LOGIKA INTUICJONISTYCZNA
Historia:

1907 — L. Brouwer, poczatek ruchu intuicjoni-
stycznego

1925 — Kotmogorov, 1930 — A. Heyting — ak-
sjomatyczna konstrukcja logiki INT

lata 30-te — K. Goedel, S. Jaskowski — seman-
tyka matrycowa dla INT, G. Gentzen — teorio-
dowodowa konstrukcja INT

lata 60-te — E. Beth, S. Kripke — semantyka
relacyjna dla INT

Motywacje: Konstruktywizm jako reakcja na
dominujacy w filozofii matematyki realizm po-
jeciowy i nominalizm (formalizm, szkota Hil-
berta). Sprowadzenie prawdy matematycznej
do dowiedlnosci — zakwestionowanie zasady 2-
wartoSciowosci.



Zatozenia intuicjonizmu:

e kryterium istnienia obiektdw matematycz-
nych jest ich konstruowalnosS¢ (niesprzecz-
nosSC to warunek konieczny ale nie wystar-

czajacy!)

e Mmatematyke nalezy oprze€C na pierwotnej
intuicji ciggu liczb naturalnych oraz intu-
icyjnej oczywistoSci zasady indukcji mate-
matycznej

Nowa wizja matematyki prowadzi do zakwe-
stionowania tych Srodkow logiki, ktore umoz-
liwiajg niekonstruktywne dowody m.in. pew-
nych form dowodu niewprost, tez o postaci:
oV, e — @, Vrp — deop, Veoe —
dxyp, —dr—p — Vxop.



Teorio-dowodowa interpretacja znaczenia
statych logicznych INT

@AY WEtw i

- oV witw F o lub F

- @ — 1 wiw jezeli F o, to F ¢
- —p Witw F o — L

- dxe witw F ¢(x/a) dla pewnego a



Semantyka relacyjna dla IRZ
Definicja 19 (Struktura relacyjna)

Strukturg relacyjnga, albo rama (frame) jest do-
wolna para § = ( S, <) gdzie:

e dziedzina to & # g, ktory jest zbiorem
punktéw (standw wiedzy);

e < to binarna relacja na §, zwana
relacjg dziedziczenia (wiedzy), spetniajaca
warunek: zwrotnosci i przechodniosci.




Definicja 20 (Model na strukturze) Modelem
na danej strukturze § jest dowolny uktad 91 =

( §,V), gdzie V jest funkcjg waluacji dla
zmiennych, tj. V . ZZ — P(S), spetniaja-
cg warunek dziedziczenia prawdziwosci zmien-
nych:

jezelise V(p) is<s, tos e€V(p)

Definicje spetniania formuty ¢ w punkcie s mo-
delu M ( M, s E ) wyrazajg ponizsze warunki:

M, s E @ wtw s € V()
dla dowolnej ¢ € ZZ
M, s E —p witw I, s’ ¥ ¢ dla dowolnego s’

takiego, ze s < s
MsEpANY witw DM, sE i M sEY
M,sEpVy wtw IM,sE @ lub M, s F Y
M,skEp—1p witw M, s' ¥ o lub M, s’ = dla

dowolnego s’ > s

Twierdzenie o dziedziczeniu prawdy:
jezelisEpis<s, toskEop



Dla zbiorow formut zapis 9,s E [ oznacza, ze

M,s £ ¢ oznacza fatszywosC formuty ¢ w s;
IM,s # [T oznacza fatszywoSC CcoO najmniej jed-
nego elementu I w s.

W przypadku gdy model jest ustalony, bgdz do-
mysSiny bedziemy po prostu pisac s E ¢ (wzgled-
nie s £ ¢) lub s E I (wzglednie s # M) dla zbioru.

Zbior wszystkich punktow spetniajgcych dang
formute (zbidr) oznaczamy:

|ellon = {s € Son : s F ¢}
1T Mo = N Illon dla Veper

Zazwyczaj uzywacl bedziemy notacji skroconej
el CIT]]) przy 9% domySinym lub ustalonym.



Definicja 21 (Spetnialnos¢, falsyfikowalnosc)
@ (M) jest spetnialna w modelu M wtw, ||p| #

@ ('] # 2).

¢ (M) jest spetnialna wtw, istnieje model, w
ktorym jest spetnialna.

@ (M) jest sfalsyfikowana w modelu M wtw, ||p|| #
Son (IT|] #& Son) (inaczej: M falsyfikuje ¢ (IM)).

¢ (M) jest sfalsyfikowana wtw, istnieje model,
w ktorym jest sfalsyfikowana.

Definicja spetniania formuty (czy zbioru for-
mut) w modelu daje nam lokalng charaktery-
styke prawdziwosci. Dalszym krokiem jest wpro-
wadzenie pojecia globalnej prawdziwosci:



Definicja 22 (PrawdziwosS¢ w modelu)

ME @ Witw, Vs M, s E
(ub flellon = Som):

analogicznie dla ', MET wtw, ||F|lsn = Son-

Trzeci poziom prawdziwoSci to tautologicznosc,
czyli prawdziwoSC w kazdym modelu.

Definicja 23 (PrawdziwoS¢ w kazdym modelu)
= ¢ wtw, Yop, ME ¢

= ¢ oznacza formute nietautologiczng, czyli
falsyfikowalna.



Wynikanie w INT

Definicja 24 (Wynikanie lokalne i globalne)

1. ¢ wynika lokalnie z I':

mFE e wtw, VYoremonUlllom S liellon)
(inaczej: Vonenmops Vsesy(dezeli M, s E T, to

M,sFp))

2. ¢ wynika globalnie z I:

[ |= @ Wtw Vopemop(ezeli MMET |, to ME ¢))

Twierdzenie 2 Jezelil = ¢ , to I |E= ¢, ale
nie odwrotnie.




Lemat 1: wazne wtasnosci IRZ:

o IRZC KRZ

e v € KRZ wtw ——p € IRZ

e oV € IRZ wtw o € IRZ lub v € IRZ

e opEYWWIT E=p—19

o [ p=1L wtw I = —p

o jezelilM=p, to M= 1



zestawienie wazniejszych tautologii KRZ,
Z ktorych nie wszystkie nalezg do IRZ:

= =
p—0p
=(p A —p) —pVp

(p —q) — (—g — —p)
(p — —q) — (g — —p)
(p — q) N—g — —p
—(pVq) < pA—g
—pV g — ~(pAq)
pA—qg— —=(p— —q)
—(p — —~q) = " pA g
pVqg— (p—q)
—p—q—pVg

p— (=p— q)

(—p — —q) — (¢ — p)
(—p — q) — (-q — p)

—(pANg) = —pV g
—(p — —q) = pA—q
(p—q) — - pVg

((p—q)—p)—p
(p—q)V (g —p)




Etykietowane diagramy Betha dla IRZ

Konwencje zapisu

a ap | a2 B B1 | B2
TeAY | o | TV | —pAY | —p | =Y
—pV | = | =Y |+ VY | +¢ |+

Definicja 25 (Etykiety)

1. 1 cET

2. Jezeli o €ET, to .k €ET

o.k denotuje etykiete, ktdorej ostatni element to
k

Intuicyjnie: ¢ < ¢’ wtw ¢’ = o lub ¢ = o.7,
gdzie T to skonczony cigg liczb naturalnych



Definicja 26 (Formuty etykietowane) Jezeli
0 € FOR(IRZ) aoc €ET, too: 4y io:—yp 53
formutami etykietowanymi.

Intuicyjnie o . +¢p oznacza, ze ¢ jest spetnione
w modelu w punkcie o a o . —p, Ze @ jest
fatszywa w o.

Definicja ¢ ma dowdd w IRZ-EDB wtw ist-
nieje zamkniete drzewo dla 1 : —¢p zbudowane
Z uzyciem regut podanych nizej.

AdekwatnosSC etykietowanych diagramow Be-
tha

Twierdzenie =;py p wtw 1 : —p ma dowod w
IRZ-EDB

Twierdzenie (Mocna adekwatnosc¢):

r |: » wiw, {1 : +¢17 ooy 1: ‘|‘¢n> 1: _90} ma
dowdd w IRZ-EDB

gdzie {¢1,....,¢¥n} C T



Reguty IRZ
(L)o:+p, 0:—p / L

(=) o: —w / 0.k : 4y, gdzie 0.k jest nowa
etykieta

() o 4p o=
(o) o:ax/ o:waq, 0:ao
(B)o:B/o:p1 | o:p

(- —)o:—p—vY / ok:4+p, ok:—1, gdzie
o.k jest nowg etykieta

(—+H)o:te—9 /o:i—p | o1 +9

(+) o:4+¢ / 0.k : 4+, gdzie 0.k jest dowolng
etykieta



Przyktad dowodu (drzewo zamkniete)

1:—=(p—q) =~ pA—g

1.1 : 4—-(p — q)

1.1: —=—p A —gq

1.1 —p — q

1.1.1: 4+p

1.1.1: —¢q

1.1.1: 4+-(p — q)

1.1.1: —p —q

/ AN
1.1: ——p 1.1: ——¢q
1.1.2:4-p 1.1.2: 4g¢
1.1.2:4+-(p—q) 1.1.2:4-(p— q)
1.1.2: —p—gq 1.1.2: —p—gq
1.1.2.1:4+p 1.1.2.1:4p
1.1.2.1: —q 1.1.2.1: —q
1.1.2.1:4—-p 1.1.2.1: +q
1.1.2.1: —p 1

|_



Relacje miedzy IRZ a S4

Niech & bedzie funkcjg przektadu z FOR(IRZ)
w FOR(S4) zdefiniowang natepujgco:

S(p) = Op
S(eny) = () AS(W)
S(eVy) = S(e)V3)
S —) = L(S(e) — S(W))
S(—p) = O-S(e)

Twierdzenie: |:IRZ P wtw |:S4 %(g&)



Dedukcja Naturalna dla IRZ

Do systemu DN Stupeckiego/Borkowskiego na-
lezy wprowadzi€ dwie modyfikacje:

1. dowdd niewprost mozna przeprowadzi€ tylko
dla tezy o postaci: o1 — (o — ...(¢n — —1)...)

— Jako zatozenie niewprost wprowadzamy

2. jezeli do dowodu wprowadzamy dodatkowe
zatozenie niewprost ¢, to po zamknieciu pod-
dowodu (pojawienie sie sprzecznosci), dotgcza-
my do dowodu nadrzednego zawsze —p (nawet
jezeli ¢ jest formutg zanegowang i daje to w
wyniku formute poprzedzong dwiema negacja-
mi)



NIEKLASYCZNE IMPLIKACJE

Ktopotliwe tezy i reguty logiki klasycznej (w
tym tzw. paradoksy implikacji materialnej)

e (p—q)V(@g—p), (P—q)Vp

o p—(qg—p)lubpkFy—op

ep— (—p—4q), pAN—p — qlub L — ¢ lub
%ﬁsm_w

e p—(¢g—q), p—qV—qlubp—T

e p =Y pAx—1y (OP)

¢ o=k — —p (TR)

o o =Y, — xFp—x (SH)



Przyktady:

Gdyby Kowalski nie wygrat w audiotele, to by
nie miat samochodu. Gdyby nie miat samocho-
du, to by nie przejechat swojego s3asiada. Za-
tem, gdyby przejechat swojego s3asiada, to by
wygrat w audiotele.

Jezeli nasypie do filizanki kawy 3 tyzki cukru,
to bedzie stodka. Zatem, jezeli nasypie tam 3
tyzki cukru i naleje oleju silnikowego, to bedzie
stodka.



Reakcja na problemy implikacji materialnej: in-
ne logiki — zasadniczo 2 grupy:

(a) logiki nieklasycznej implikacji (zasadniczo
nie kwestionujg 3 ostatnich regut)

(b) logiki okreséw warunkowych

Wazniejsze propozycje w grupie (a)

e implikacja intuicjonistyczna

e implikacja Scista

e implikacje relewantne

e implikacje w logikach wielowartosciowych



Implikacja intuicjonistyczna
1. Implikacja w INT syntaktycznie charaktery-

zowana jest tak samo jak implikacja materialna
(przez MP i DT) lub za pomoca warunku:

(=) Moy witw Ik —
Whniosek: reguty DN dla implikacji w KRZ s3
niezalezne od regut dla innych spdjnikow tylko

pozornie. Ro6znica obu implikacji widoczna jest
dopiero w semantyce.

2. W KRZ s3 tezy czysto implikacyjne, ktore
nie sg tezami INT, np.

prawo Peirce’a: ((p — q) — p) — p

(uwaga: PP dotaczone do INT daje KRZ!)



1 (p—q) —p Z

2 —p ZNn

2.1 p zd

2.2 1 (2, 2.1)

2.3 q (2.2)

3 D —q (2.1 — 2.3, DI)
4 D (1, 3, MP)

5 il (2, 4)

Uwaga! niedopuszczalna w INT forma dowodu
niewprost — zn w wierszu 2.

1:—=((p—q) —p)—p
1.1:4+(p—9q) —0p

1.1: —p

/ N\
1.1: —p—q 1.1:4p
1.1.1: 4p 1
1.1.1: —q
1.1.1:4+(p—q) —p

/ AN
1.1.1: —p—gq 1.1.1: +p
1.1.1.1: +p

1.1.1.1: —q



3. ¥in7 (p — q) V(g — p) ale dotaczone do INT
daje logike posrednia (miedzy INT a KRZ)
Dummetta, charakteryzowang przez klase tych
modeli INT, w ktorych < jest relacjg spdjna:
Ve, y,v(x <yAhe<z—y<zVz<y)

1:—(p—q)V(g—0Dp)
1Z—p—>q

/ AN
1.1<12 1.2<1.1

1.2:+4+p 1.1:49¢q
1L L

4. by p — (@ — p) — zatem implikacja intu-
icjonistyczna tez za mocna



Implikacja Scista

1. Wprowadzona przez Lewisa jako spOjnik pier-
wotny, ale definiowalna na gruncie standardo-
wych logik modalnych:

=1 = U(lp — )

2. Charakterystyka semantyczna = jest taka
sama jak dla implikacji intuicjonistycznej ale
jest to spdjnik stabszy np. p = (¢ = p) nie jest
teza nawet w S5.

1:—p=(q=p)
1.1:+p
1.1:—qg=0p

3. = generuje jednak inne problemy, tzw. pa-
radoksy implikacji scistej:

p=(@=p), p=(@=4q), pAN—Dp=4q.



Logiki relewantne

Historia:

1928 — logika relewantna Orfowa

1932 — Parry: implikacja analityczna

lata 50-te: Church, Ackermann — implikacja sil-
na w ujeciu aksjomatycznym

lata 60-te: Anderson, Belnap — implikacja re-
lewantna, spojnik entailment; systemy DN

lata 70-te: Routley, Meyer — semantyka rela-
cyjna dla logik relewantnych



Wyznacznik tego nurtu — zwigzek znaczeniowy
poprzednika i nastepnika implikacji musi bycC
oddany formalnie. Ale jak?

W logikach relewantnych jest to wyrazone przez

wystepowanie wspolnych zmiennych. 3 znacze-
nia:

e waskie: logika R i je] nadlogiki

e szersze: rowniez E i jej nadlogiki (w obu
minimalny wymaog relewancji — co najmniej
jedna zmienna wspdlna)

e Szerokie: wszelkie systemy relewantne, np.
implikacja analityczna Parry’ego (wszystkie
zmienne nastepnika muszga byC w poprzed-
niku.



E, EM, R, RM — cztery bazowe systemy
implikacji relewantnej w ujeciu DN

System DN dla logik tego typu ma nastepujace
cechy wyrdzniajace:

e dla zapewnienia warunku relewancji w de-
dukcji, kazda formuta wystepuje z indek-
sem, KkKtory jest zbiorem numerdw zatozen
tej formuty

e reguty inferencji i konstrukcji dowodu s3
zdefiniowane zarazem na formutach i in-
deksach

e kazde zatozenie ma przydzielany indeks z
nowym numerem i otwiera osobny poddo-
wod



e przestanki kazdej reguty inferencji musza
wystepowal w obrebie tego samego pod-
dowodu

e specjalne reguty rejteracji okreslajg mozli-
WwOSC przenoszenia formut z dowodu nad-
rzednego do poddowodu

Uwaga! dla logiki R i RM dwa ostatnie punkty
mozna wyeliminowadc

Indeksy w schematach regut zapisujemy przy
pomocy zmiennych A,B,C, np. ¢4 0Oznacza
formute ¢ z indeksem A. W praktyce upro-
Scimy zapis: zamiast p — q71,3,4) napiszemy
p—q:.1,3,4.

Teza jest formuta, ktorej indeks jest zbiorem
pustym.



Reguty dla implikacji:

(MP) ¢ = Ya, opFYauB

(DT) jezeli oy = ¢a, to ko — Py_gn, pod
warunkiem, ze 1 € A

Reguty rejteracji:

(Reitp) wolno przenieS€ implikacje do poddo-
wodu

(Reitp) wolno przenieS€ dowolng formute do
poddowodu

Reguty "mieszania":

(Mg) ¢ =Y, ¢ =Yg o —YauB

(MR) va, B & vaAuB



Ro6znica miedzy E i R: (dowdd prawa przesta-
wiania i ograniczonego prawa przestawiania)

Fr(p—(@—r)) = (@—(p—r)) (ale Fg)

Felp— (g—95)—r)—=(g—s)—=(p—r))

1 p—(g—r):1 z

1.1 q:2 z

1.2 p—(qg—r):1 (1,Reitp)

1.1.1 p:3 2

1.1.2 p—(g—r):1 (1.2, Reitgp)

113 g—r:1,3 (1.1.1,1.1.2, M P)
1.1.4 ¢:2 (1.1, Reitg)

115 r:1,2,3 (1.1.3,1.1.4, M P)
13 por:1,2 (1.1.1 — 1.1.5 DT)
2 g— (p—r):1 (1.1—1.3 DT)

- (1 -2 DT)



Roéznica miedzy EM i RM a E i R:

Frvp— (p—p) (Ale ¥r i Fey)

Fem (P —q) = ((p—q) — (p—q)) (ale ¥g)

1 p:1l z

1.1 p:2 z

1.2 p:1 (1, Reitp)

1.3 p:1,2 (1.1,1.2, Mp)
2 p—p:.1 (1.1 -1.3 DT)

p—((@—p) (1-2DT)
Relacje miedzy logikami:

ECR, EMCRM, ECEM, RCRM



Reguty dla —:

(NN) pgq - ——py

(MT) ¢ — 4, "W F ~vAuB

(Red) ¢ — —pg b =g
Uwaga! brak w DN dla logik relewantnych re-

guty dowodu niewprost; (Red) petni funkcje
ograniczonej formy takiego dowodu.

dowdod prawa kontrapozycji

1 p—q:.1 z

1.1 —q:2 V4

1.2 p—gq:1 (1, Reitp)

1.3 —p:1,2 (1.1,1.2, MT)
2 —q — —p:.1 (1.1 - 1.3 DT)

(p—q) — (—g——p) (1—-2DT)



Reguty dla A:
(ANE) o Npabwoa, o ANt g

(AD) wa, YAl @Ay

Uwaga! ograniczenie na indeksach w (AD) pet-
ni istotng funkcje; reguta z réoznymi indeksami
w przestankach pozwala na dowdd p — (¢ — q)

1 p:1l V4

1.1 ¢g:2 Z

1.2 p:1 (1, Reitp)

1.3 pAg:1,2 (1.1,1.2, AD¥)
1.4 ¢g:1,2 (1.3, A\F)

2 q—q:.1 (1.1 - 1.4 DT)

p—(q—q) (1-2DT)



Reguty dla V:

(VD) paboVia, vaboViy

(VE) oV a, ¢ = XB, ¥ = XBF XAUB
(AV) e AWV Xx)ak (@ AY)Vxa

Dlaczego brak standardowej reguty (VE) (czyli
MTP)? — bo pozwala na dowdd p A —p — gq.

l pA—p:1 Zz

2 p:1l (1, \FE)

3 —p:l (1,AE)

4 pVvaqg:l (2,VvD)

5 ¢:1 (3,4, MTP)

Problem co odrzuci€ (MTP) czy VE? Wybor
relewantystow dyskusyjny.



Krotka dygresja o semantyce relacyjnej

Logiki relewantne mozna charakteryzowac z po-
mocg modeli relacyjnych z ternarng relacjg osig-
galnosci R C W3. Warunek spetnialnosci dla
implikacji wyglgda nastepujaco:

M, xFEp—1y wtw jezeli M,y F o, to M,z F Y
dla dowolnych y,z € W, takich, ze Rxzyz

Aby otrzymac klase modeli charakteryzujacych
E trzeba na R natozyC szereg dodatkowych
warunkow, gdyz w klasie wszystkich modeli na-
wet p — p jest falsyfikowalne.



Logiki okresOw warunkowych

Inna motywacja niz w przypadku logik rele-
wantnych — formalizacja spdjnika okresow wa-
runkowych w jezyku naturalnym. Stad w logi-
kach OW nie zastepuje sie implikacji material-
nej nowym spojnikiem >, lecz dodaje sie go do
standardowego jezyka KRZ.

Spdojnik > jest bardzo staby; nie spetnia nawet
takich reguft jak:

e p— Y pAx—1y (OP)

e p =Yk — —p (TR)

° o =Y, = xF ¢ —x (SH)



Logiki OW uzyskujemy jako wzmochnienia KRZ
Z uzyciem m.in:

(RCEA) o=y /Fe>x o9 >x
(RCEQ) Fo—yp /FXx>p o x>
(CM) Fo>yYpAx— (e>9)A(e>X)
(CR)F(e>yP)A(p>X) = o> AKX

(RCK) F 1 A ... Npn— 1/
F(x > @o1) A ... AN(x>on) — x>, n>0

Logika domknieta na (RCEA) i (RCEC) jest
logikg klasycznga, jezeli dodatkowo zawiera (CM)
to jest monotoniczna, a jezeli zawiera tez (CR),
to jest regularna. Logika klasyczna domknieta
na (RCK) to logika normalna. Najstabsza lo-
gika klasyczna to CE, monotoniczna to CM,
regularna to CR a normalna to CK.



Semantyka dla logik normainych

Przez standardowy model warunkowy rozumie-
my strukture M = (W, f,V) gdzie W to zbior
Swiatow, V to waluacja zmiennych, a f to funk-
Cja selekcji klasy Swiatdw (sadu), ktéra dowol-
nemu Swiatu i sgdowi przyporzgdkowuje jakis
sad. Formalnie f : W x P(W) — P(W). Wa-
runki spetniania dla dowolnego zdania sg takie
same jak w dowolnych rozwazanych poprzed-
nio modelach, dla okresdw warunkowych sto-
sowna klauzula wyglada tak:

Mw =@ > wtw, f(w,|lel]) € 1Y

TautologicznosSC i wynikanie w takich mode-
lach definiujemy tak jak poprzednio.

CK mozna teraz scharakteryzowalC semantycz-
nie jako logike zdeterminowang przez klase wszyst-
kich standardowych modeli warunkowych. Naj-
bardziej znane logiki OW sg nadlogikami CK.



Wazniejsze logiki normalne OW

1.CKD (dependable) to najmniejsza logika
zawierajagca CK 4+ (ID) ¢ > ¢

Logika ta jest semantycznie scharakteryzowa-
na przez klase modeli spetniajgcych warunek:

(id) f(w,X) C X

2.CKWM (weakly material) to najmniejsza lo-
gika zawierajagca CK + (MP) ¢ > ¢ — (p — )

Logika ta jest semantycznie scharakteryzowa-
na przez klase modeli spetniajgcych warunek:

(mp) jezeli we X, to w € f(w, X)



System DN

Aby uzyskaC formalizacje CK do systemu DN
dla KRZ dodajemy 3 reguty:

(> D) jezeli w poddowodzie warunkowym za-
poczatkowanym zatozeniem warunkowym (zw)
@ wydedukowalismy 1, to mozna zamkngacC ten
poddowdd i w dowodzie nadrzednym dopisac

© >

(Reit>) do poddowodu warunkowego zapoczat-
kowanego zatozeniem warunkowym ¢, mozna
przenieSC ¢ tylko jezeli jest tezg lub jezeli ¢ > o
wystepuje w dowodzie nadrzednym

(RL~) z ¢ > 1 mozna wydedukowac x > 1) pod
warunkiem, ze ¢ < x jest tezag

Dla otrzymania CKD nalezy dodaC aksjomat
@ >, a dla CKWM regute (MP) dla >.



LOGIKI WIELOWARTOSCIOWE — HISTO-
RIA

Arystoteles — problem wartoSci zdan przygod-
nych o przysztosci; zwigzek z problemem in-
determinizmu (czy zasada dwuwartoSciowosci
jest wyrazem determinizmu?)

lata 20-te — t.ukasiewicz, Post: pierwsze syste-
my trojwartosciowe i skonczenie wartosciowe

lata 30-te — budowanie probabilistycznych logik
wielowartosciowych — Zawirski, Reichenbach

1938 — niezalezne konstrukcje Kleene'ego i lo-
giki honsensu Bochvara

lata 50-te, 60-te — Schroter, Rousseau — roz-
woj teorii dowodu dla logik wielowartosciowych

lata 60-te, 70-te — superwaluacje van Fraasse-
na; logiki czesciowe



1965 — teoria zbiorow rozmytych Zadeha; 1975
— logika rozmyta

1977 — 4-wartosciowa logik Belnapa dla Al

lata 90-te — Hahnle, Avron — systemy deduk-
cyjne uzywajgce zbiorow wartosci jako etykiet



LOGIKI WIELOWARTOSCIOWE — MO-
TYWY

R6zne motywacje dla odejScia od zasady dwu-
wartoSciowosci i dla wprowadzenia dodatkowych
wartosci logicznych (filozoficzne, matematycz-
ne, jezykowe, praktyczne). Motywy filozoficzne
mozna pogrupowaC wg. 3 sposobow postrze-
gania statusu dodatkowych wartosci:

e Modalnosci

o L uKi

o Zlepki



A. ModalnhoSci

R&zne aspekty zwigzkdw wielowartoSciowosci |
modalnosci:

1. wartosci logiczne jako modalnosci

2. zdania ani prawdziwe ani fatszywe jako zda-
nia modalne

3. definiowanie zwrotow modalnych w logi-
kach wielowartosSciowych



Ad A.l. i1 A.2.

Y ukasiewicz nazywa trzecig wartosC logicznag
mozliwoscig a zdania, ktore jg posiadajg zda-
niami mozliwymi. Sg to zdania przygodne o
przysztosSci (por. dalej punkt B.1.).

Reichenbach uwaza, ze kategorie modalne (moz-
liwosS¢, koniecznoSE, niemozliwosSE) prowadza
do logiki 3-wartosSciowej poszerzonej nastepnie
do 5-wartosciowej przez dodanie 1 i O.

Prior — logika 4-wartosSciowa kwalifikowanej praw-
dy i fatszu (koniecznie i niekoniecznie prawdzi-
we itp.).

Ad. A.3.
Propozycje t.ukasiewicza zdefiniowania funk-

torow modalnych na bazie logiki 3-wartosciowej
(potem 4 wartosciowej).



Krytyka podejScia "modalnhego"

Wydaje sie, ze takie proby w istocie nie wy-
chodzg poza paradygmat 2-wartosciowosci z 1
I O jako pierwotnymi dla cztowieka pojeciami.
Nie wydaje sie aby zdania koniecznie prawdzi-
we (analityczne, syntetyczne a priori) byty w
inny sposob prawdziwe niz zdania prawdziwe a
posteriori (i tak samo zdania fatszywe). Nawet
jezeli odrzucimy argumenty Quine’a, ktore ge-
neralnie znoszg te rozrdoznienia to i tak podsta-
wowe argumenty za tym, ze to rézne rodzaje
prawdy (lub fatszu) padajg np.:

— Reichenbach myli sie uwazajgc kategorie mo-
dalne za pierwotne; ich pojawienie sie wyma-
gato odpowiedniego rozwoju wiedzy



— mozna zakwestionowal, ze ich wartosC lo-
giczna jest ustalana w inny sposob; wydaje sie
ze dla zdan analitycznych podtozem tez jest
doSwiadczenie tylko nie w perspektywie jed-
nostkowej ale filogenetycznej, jako podstawa
ustalenia kategorii pojeciowych jezyka

— nawet jezeli uznamy, ze inny jest sposob usta-
lania ich prawdziwosci, to i tak nie znaczy, ze
to inne rodzaje prawdy

— argument, ze zdania analityczne i syntetycz-
ne a priori sa niezmienne w przeciwienstwie do
zdan aposteriorycznych tez chybiony, bo nasz
aparat pojeciowy tez sie zmienia, np.

"Atom jest niepodzielny'" jest fatszywe, chocl
kKiedyS byto zdaniem analitycznie prawdziwym

"Stonce kragzy wokot Ziemi" kiedyS uznawano
Za syntetyczne a priori



Rowniez proba budowania przez t.ukasiewicza
logiki modalnej na logice 3-wartosciowej lub
4-wartosciowej byta chybiona, gdyz prowadzita
do paradoksalnych tez i regut. Dugundji wyka-
zat, ze standardowe |logiki modalne wymagaja
uzycia matryc nieskonczonych.

Alel

— sukces techniczny; matryce w dowodach nie-
zaleznosci aksjomatow

— wspotczesnie budowa wielowartosciowych lo-
gik modalnych np. Fitting



. Luki

. zdania przygodne o przysztosci (wzgledy
metafizyczne)

. zdania, ktorych wartosci logicznej aktualnie
nie znamy (wzgledy epistemiczne)

. zdania eliptyczne

. Zzdania z pustymi nazwami

. zdania literackie

. NONSsSensy

. twierdzenia mechaniki kwantowej



Ad B.1. (zdania przygodne o przysztosci — fu-
tura contingentia)

Arystoteles, Kotarbinski, tukasiewicz przedsta-
wiajg argument, ze zasada 2-wartoSciowosci im-
plikuje determinizm (twardy). Wiec: albo uzna-
jemy te zasade i determinizm, albo odrzucajac
ten ostatni musimy odrzucic€ tez 2-wartosciowosc.

Uwagal! Argument t.ukasiewicza jest niepopraw-
ny (modalny paralogizm), ale mimo tego jest
to wazny powdd do wprowadzenia 3 wartosci
logicznej (utozsamianej z mozliwoscia).



Ad B.2. (zdania ktdrych wartosci logicznej ak-
tualnie nie znamy)

Chodzi tu o dowolne zdania, co do ktorych brak
nam aktualnie wiedzy czy sg prawdziwe czy nie,
choC moze sie to zmieniC. W gre wchodzg zda-
nia, ktorych wartosci logicznej nie znamy przez
przypadek albo, ktorych wartosci mozemy ni-
gdy nie ustali€ ze wzgledow zasadniczych, np.

— zdania o przesztosci (wiedza historyczna) —
Zz punktu widzenia logiki klasycznej nie ma to
znaczenia, ale z punktu widzenia analizy prak-
tycznego wnioskowania w oparciu o niepetne
dane ma to znaczenie zasadnicze

— problemy matematyczne nierozstrzygalne lub
nawet rozstrzygalne teoretycznie ale nie prak-
tycznie (nontractable)



Proponowane wazniejsze rozwiazania z tej gru-
Py

— Kleene (funkcje czeSciowe)
— van Fraassen; superwaluacje
— logiki czeSciowe

Uwaga! Do tej grupy mozna zaliczyC tez INT
| jego motywy odrzucenia prawa wyftgczonego
Srodka.

Ad B.3. (zdania eliptyczne)

Albo w nich brak pewnych elementdéw (np. re-

latywizacji, kwantyfikacji) albo sg pozornie kom-
pletne lecz zawierajg wyrazenia okazjonalne.

Zdania tego typu mozna uznacC za pozbawione

wartosci logicznej, ale mozliwe jest tez przyje-

cie relatywizmu co umieszcza je w grupie C.



Ad B.4. (zdania z pustymi nazwami)

Do odrzucenia zasady 2-wartoSciowosSci pro-
wadzi uznawanie zasady kKompozycyjnosci zna-
czenia Fregego, gtoszacej, ze denotacja zdania
jest funkcjg denotacji jego sktadnikow. Zatem
brak denotacji jakiegos sktadnika zdania powo-
duje brak jego wartosci logicznej — w szczegOl-
NnoSci problem zdan z nazwami pustymi.

Strawson, Geach: aby okresli€ wartosc¢ logiczng
zdania z nazwa muszg byC spetnione 2 Kryteria:

e desygnat podmiotu istnieje

e desygnat ma (nie ma) odpowiednig ceche
Z orzecznika

Ogodlniej: potrzebna logika presupozycji. Np.
Smiley (takze Woodruff) proponuje matryce
Bochvara dla formalizacji logiki Fregego.



Obrona 2-wartoSciowosci:

1. Russell — rozwiazanie Arystotelesowskie ale
zmodyfikowane. U Arystotelesa mamy kryte-
rium formalne: zdanie twierdzgce jest O a prze-
czgce jest 1, co prowadzi do paradoksalnego
whniosku, ze np. "Sokrates jest zdrowy'"=0, a
"Sokrates nie jest chory"=1. Poprawka Rus-
sella to uwzglednienie zasiegu negacji; zdanie
drugie interpretujemy wtedy: Fatszem jest, ze
istnieje Sokrates i ze jest chory.

2. Grodzinski — wszystkie takie zdania s3g O.
Uwaga! — pada zasada, ze zdania sprzeczne nie
mogqa byC jednoczeSnie fatszywe, chol zosta-
je, ze nie mogg byC rownoczesSnie prawdziwe.
Jest to mocna interpretacja takich zdan (por.
Kotarbinski) — w gre wchodzi tez staba inter-
pretacja, przy ktorej prawde przypiszemy kaz-
demu zdaniu, w ktorym nieistniejgcemu obiek-
towi przypiszemy cechy definicyjne lub z nich
wyhnikajgce, np. "Cyklop ma 1 oko'"=1.



Ad. B.5. (zdania literackie)
1. Swiat przedstawiony

Problem konkretyzacji postaci literackich, kto-
re nie majag kompletnego opisu np.

— "Odyseusz ma blizne na udzie"=1
— "Odyseusz jest wyzszy od Diomedesa"=0

— "Odyseusz ma pieprzyk na lewym posSlad-
ku'"="7

Oczywiscie takie rozrdznienia wartosci logicz-
nych sg mozliwe tylko przy odrzuceniu wyzej
podanych rozwigzan dla zdan z nazwami pu-
stymi — ewentualnie przy przyjeciu zmodyfiko-
wanej teorii stabej interpretacji (zdanie=1 je-
Sli jest zgodne z opisem Swiata przedstawione-
go). Mozna jednak uzyC przyktadow literackich
Z nazwami niepustymi jeSli chcemy sie unieza-
lezni€ od poprzednich rozwazan.



2. Jezykowe sktadniki dzieta

Ingarden — quasi-sady. Zdania w literackich utwo-
rach nie majag podmiotowej intencji sadzenia,
czyli asertywnosSci, wiec nie ma sensu oceniac
ich pod wzgledem ich logicznej wartoSci

(uwaga! tu moéwi sie o sadach — sktadnikach
tekstu, a nie o zdaniach zewnetrznych doty-
czacych Swiata przedstawionego jak byfo wy-
zej).

Strawson jeszcze bardziej radykalna teoria —
nie tylko zdania literackie nie majg wartosci lo-
gicznej, prawdziwe mogg byC tylko twierdzenia
(intencja asercji) a nie zdania jako takie (np.
niemozliwe jest prawdziwe ktamstwol!).



Ad B.6. (nonsensy)

Rozumienie waskie: mieszanie kategorii syntak-
tycznych lub semantycznych ("Pies liczy€ al-
bo", "liczba 3 jest rozowa'" — btedy kategorial-
ne).

Rozumienie szerokie: Hallden (oceny moralne),
Aqgvist (rozkazy), Goddard, Routley (wszyst-
ko co ani prawdziwe ani fatszywe) — poktosie
neopozytywizmu z jego ostrymi Kryteriami sen-
su=weryfikowalnosci.

System Bochvara jako techniczna propozycja.



Ad B.7. (twierdzenia mechaniki kwantowej)

Reichenbach (1944, réwniez Putnam) — pro-
jekt logiki wielowartosciowej aby unikng€ tzw.
anomalii przyczynowych, czyli zdan o mikro-
obiektach, ktdre sg sprzeczne z zasadami me-
chaniki klasycznej, a wyprowadzalne z pomoca
logiki klasycznej.

Przyktad: Nie mozna zarazem zmierzyC poto-
zenia i momentu pedu czastki elementarnej,
chociaz mozna zmierzyC kazde z osobna.

Wg. Bohra i Heisenberga takie zdania sg bez-
sensowne, wg. Reichenbacha sg sensowne ale
majg nieokreslong wartoSC logiczng.



C. Zlepki

1. zdania z wyrazeniami nieostrymi

2. zdania mowigce 0 zmianie stanu rzeczy

3. twierdzenia systemow dialektycznych

4. zdania o obiektach sprzecznych

5. sprzeczne prawa

6. paradoksy samozwrotnosci



Ad. C.1. (zdania z wyrazeniami nieostrymi)

Nie chodzi o dowolnhe zdania ale o0 zdania z
przypadkami granicznymi, ktore zarazem mo-
gg byC odbierane jako prawdziwe badz fatszywe
przez roznych uzytkownikow. Moze to prowa-
dzi€ do relatywizmu lub do akceptacji istnienia
zdan, ktore sg zarazem prawdziwe i fatszywe.

Ad. C.3. i C.4. (twierdzenia systemow dialek-
tycznych o zdania o obiektach sprzecznych)

Tradycja dialektyczna (Heraklit — Hegel — Marx)
stwierdzajgca istnienie sprzecznosSci w rzeczy-

wistosSci prowadzi do uznania odpowiadajgcych

im zdan jako zarazem prawdziwych i fatszy-

wych. Tradycja Meinongowska uznajaca istnie-

nie obiektow sprzecznych zradykalizowana u t.u-
kasiewicza (watpliwe jest istnienie obiektéw nie-
sprzecznych).



Ad. C.5. (sprzeczne prawa)

Nowe ustawy mogqg byC sprzeczne z innymi pra-
wami w ramach tego samego systemu. Akcep-
tacja sprzecznosci prawnych wymaga przypisa-
nia im obu wartosci logicznych.

Ad. C.6. (paradoksy samozwrotnosci)

Przyjecie, ze wnioski z rozumowan paradok-
salnych sg zarazem prawdziwe i fatszywe jest
uznawane za mozliwy sposob ich rozwigzania.

Generalnie sg to rézne argumenty na rzecz dia-
letheizmu, stanowiska gt0oszgcego, ze sg praw-
dziwe zdania sprzeczne, rozwinietego w latach
90-tych przez G. Priesta.



Niezalezny argument zarowno za wartoSciami-
lukami jak i zlepkami pochodzi z badan nad Al
(Belnap 1977). Dotyczy gromadzenia i prze-
twarzania informacji w systemach eksperckich.
Dowolne zdanie moze znalez€ sie w bazie da-
nych jako informacja o nieustalonej wartosci
(luka) lub jako zdanie kwalifikowane zarazem
jako 1 i 0 (zlepek), gdyz pochodzace z roz-
nych zrodet. Zatem potrzebna jest logika do
przetwarzania wszelkich typow danych.



TrojwartosSciowa logika tukasiewicza & 3

Przyjmujemy standardowy jezyk zdaniowy z

A, V,—, . WartosSciowanie V to funkcja ze zmien-
nych zdaniowych w zbior {1,0,1/2}. V posze-
rzamy na dowolne formuty wedtug ponizszych
definicji spojnikow w {3

Al 1 1/2 0] Vv |1 1/2 0
1 1 1/2 0 1 1 1 1
1/21/2 1/2 o|1/2|1 1/2 1/2
0 0 0 0|01 1/2 o0
— |1 1/2 0 © | T

1 |1 1/2 0 | 1 | o
1/211 1 1/2|1/2]1/2

0 1 1 1 0 1

@ jest tautologia t3 (Fr, ») Wtw V(p) = 1
dla dowolhego V.



Przyktadowo:

e =1, pVp FEr; ~(pA-p)

e =1, (PANg—71)— (p—(¢g—r)), ale
., (0 — (@—71)) = (pAg—T)

e =1, (p—q) — (g —=1) = (p— 1)), ale
Er, (P —a)AN(@—71)—=(P—T)

e =r,p—(-p—q)ale =L, pA-p—gq

Uwaga: p < —p nie jest kontrtautologig, co
umozliwia rozwigzanie paradoksu Russella!



Modalnosci w £ 3

Jednym z motywow wprowadzenia wielowarto-
SciowoScCi przez tukasiewicza byto przekonanie
O mozliwosci rekonstrukcji w takich rachun-
kach Arystotelesowskiej logiki modalnej. W t.3
modalnosci definiuje sie nastepujaco (I ozna-
cza przygodnosc):

Qo | Ly

OOI—‘_GD

©

1
1/2

0

O F

O
1
O

Uzycie I pozwala na formalne wyrazenie 3-
wartosciowosci £ 3; tautologiami sg bowiem na-
stepujace warianty prawa wytgczonego Srodka
| niesprzecznosci:

pV-pVIp —(pA-pA-Ip)



TrojwartoSciowa logika Kleene’'go K3

Jezyk i wartoSciowania oraz definicje —, A,V jak
w {3, natomiast implikacja ma nastepujaca
charakterystyke:

—~ 1 1/2 0
1 |1 1/2 0O
1/211 1/2 1/2
o |1 1 1

Uwagal K3 jest logikg z pustym zbiorem tau-
tologii!

Relacje wynikania definiujemy nastepujaco:

[ =k, ¢ wtw dla dowolnego V, jezeli V(IN) =
1,to V(p) =1



TrojwartosSciowa logika Bochvara B3

Trzecia wartoS€ oznacza brak sensu.

Al 1 1/2 0 Vv | 1 1/2 0
1 | 1 1/2 0 | 1 | 1 1/2 1
1/2(1/2 1/2 1/2|1/2|1/2 1/2 1/2
0 O 1/2 O 0 1 1/2 O
— 1 1/2 O © | T

1 | 1 1/2 0 | 1 | 0
1/21/2 1/2 1/2|1/2|1/2

o | 1 1/2 1 | 0 | 1

Logika B3 ma rowniez pusty zbidor tautologii.
Dla relacji wynikania zachodzi nastepujgce twier-
dzenie o relewancji:

Dla dowolnego niesprzecznego [ :

FER, e WtW I Egrzp i ZZ(p) C ZZ(T7)



Etykietowane diagramy Betha

Przyjmijmy cztery typy etykiet przed formuta-
mi odpowiadajgce wybranym zbiorom wartosci
logicznych:

+ oznacza {1}

— oznacza {0}

(4+) oznacza {1,1/2}

(—) oznacza {0,1/2}

o B B2
+o A —p A —)
—p V1 +o V1 +
—p — P +o — ¢ +
(e Ay | (P | ()Y | (—)eAy (—)y
(=)o Vy (FeVy | (F)e | ()Y

(e =9 | (H)e (H)e — ¢ (+)y

Intuicyjnie 4 oznacza, ze ¢ jest prawdziwe,

—p, ze ¢ jest fatszywe, (4+)p oznacza, ze ¢
jest prawdziwe lub nieokreSlone, a (=), ze ¢
jest fatszywe lub nieokreSlone.



Reguty dia Kj

(L) +o, —¢ /L, o, (5 / L;
(He, —p / L

(=) +—e / = —=p / o,
(H)—p / (Der (=)~ / (H)y

(o) o/ a, ag; (B) B/ B1 | B2

Uwaga! (4+)¢ i (=) nie daja sprzecznosci

Y1, ..., ¥n /¢ ma dowod w Kz-EDB wtw ist-
nieje zamkniete drzewo dla
{+1, ..., +9¥n, (=)} zbudowane z uzyciem

regut wyzej podanych.

AdekwatnosSC etykietowanych diagramow Be-
tha

Twierdzenie (Mocnha adekwatnosc¢):

r = ¢ wtw, Y1, ..., ¥n /e ma dowéd w Ksz-
EDB, gdzie {t1,...,4n} C T



Przyktady

“Krs (P — @) AN—q — —p ale p — q,7q Fi,
—p; P> N~qFK; P P—qFK; g — D

(=-)—=q) N—g— —p
(+)(» — q) AN —q
(—=)—p
(+H)p — ¢
(+)—q
(+)p
(—)q
VRN
(=)p (+)g

+p — ¢



Reguty dla Lt 3
Dla L,—, A,V Jak w K3. Dla implikacji z — i z

(+) tak samo, natomiast dla 4+ i (=) mamy
nastepujace reguty:

(+—=) +oe—=9v/ (=)o, (H)Y | +o, +¢ |
— @, —¢

(=) =) (D=9 / +o, (=) | (H)e, —¢

Y1, ..., ¥n /@ ma dowdd w t3-EDB wtw ist-
nieje zamkniete drzewo dla
{+¢1, ..., +¢¥n, (—)p} zbudowane z uzyciem

regut wyzej podanych.

AdekwatnosSC etykietowanych diagramow Be-
tha

Twierdzenie (Mocna adekwatnosc):

M = ¢ wtw, Y1, ..., ¥Yn /¢ ma dowdd w £3-
EDB, gdzie {¢1,....,¢¥n} C T



Przykfady
=, p— (p—q)ale =L, pA—p—gq

(=)p— (—p— q)

/ AN

+D (+H)p
(=) p—gq ——p — q

/ AN +-p
+-p (+)—p —q
(—)q —q —p
—p (=)p L
1 1

(=)pA—p—gq
/ AN
+pA—p (+)pA-p

(—)q —q

+p (+)p
+-p (+)—p
—p (—)p

1



Ogodlne ujecie logik wielowartoSciowych

Matryca to struktura postaci 9 = (A, O, D),
gdzie:

A to niepusty zbidr wartosci logicznych

O to niepusty zbidr operacji zdefiniowanych na
A, ktore odpowiadaja spojnikom

D C A to niepusty zbidor wyrdznionych wartosci
logicznych (niekoniecznie {1}!)

Para A = (A,O) z danej matrycy, zawieraja-
ca operacje odpowiadajgce kazdemu spojniko-
wi danego jezyka to algebra podobna do tego
jezyka. Dowolny homomorfizm h : FOR — A
to interpretacja jezyka w tej matrycy. Zawar-
tosS€ matrycy E(IN) definiujemy nastepujgco:

E(N) = {¢ : h(p) € D, dla dowolnego homo-
morfizmu h}



Jezeli zawartoSC matrycy 9N jest identyczna ze
zbiorem tautologii logiki L, to moéwimy, ze ma-
tryca ta wyznacza logike L (jest adekwatna).

Dla danej matrycy relacja konsekwencji matry-
cowej jest definiowana nastepujgco:

I =am e wiw dla dowolnego homomorfizmu h:
jezeli h(I"') C D, to h(yp) € D

Przyktadowo matryca dla K3 to 93, gdzie A =
{0,1/2,1}, D = {1}, a O zawiera jednoargu-
mentowg operacje = : A — A i dwuargumen-
towe operacje ©® : A x A — A, gdzie O €
{A,V,—}. Operacje sg zdefiniowane podanymi
wyzej tabelkami. Matryca dla 3-wartosciowej
logiki tukasiewicza rozni sie jedynie definicja
operacji —.



Jezeli przyjmiemy naturalny porzgdek na war-
tosciach logicznych odpowiadajgcy porzadkowi
liczb wymiernych, to operacje w matrycy dla
¥ 3 mozna zdefiniowaC nastepujaco:

r=1—=x

rAy = min(z,y)

zVy = maz(z,y)

r—y =min(l,1 —x+vy)

Ma to znaczenie przy uogodlnieniach na wiek-
szg liczbe wartosci logicznych, gdyz jedyne co
ulega zmianie, to A. Np. dla dowolnej logi-

Ki n-wartosciowej o skonczonej liczbie wartosci
A={0,1/n—-1,2/n—1,...,1}.



Dygresja: parakonsystencja w logikach troj-
wartosciowych

1. Logika LP (logika paradoksu) Priesta wy-
znaczona przez matryce 93, gdzie A = {0,1/2,1},
D = {1,1/2}, O zawiera operacje zdefiniowane
identycznie jak w matrycy zmif wyznaczajacej
Ks.

W przeciwienstwie do rozwazanych dotad lo-
gik 1/2 interpretujemy tutaj jako zlepek (zara-
zem prawdziwe i fatszywe). Poszerzenie zbioru
wartosci wyrdoznionych o 1/2 powoduje, ze w
przeciwienstwie do K3 zbidor tautologii LP jest
niepusty. Np. =7p pV —p.

Parakonsystencja w LP ma jedynie czeSciowy
wyraz: p A —p =1 p q (chociaz w K3 wynikanie
zachodzi), ale =rppA—p—q !



Podstawowa wada LP — nieintuicyjne wfasno-
SCi —, np. ani MP ani SH nie sg poprawnymi
regutami.

2. RM3 — logika wyznaczona przez matryce
M3, gdzie A = {0,1/2,1}, D = {1,1/2}, O
zawiera operacje zdefiniowane identycznie jak
w matrycy Sﬁg z wyjatkiem definicji implikacji.

—~ 1 1/2 0©
1 /1L 0 O
1/2]1 1/2 0
0 |1 1 1

Zmiana definicji implikacji pozwala ocaliC jej
podstawowe wtasnosci (zachodzi zaréwno MP
jak i SH oraz definiowalnoS¢ — przez Vv i —).

RM3 mocniej wyraza parakonsystencje, gdyz
p A —p — g nie jest tautologia tej logiki.

RM3 jest podlogikag relewantnej logiki RM.



3. Logika DaCosty J3 — wyznaczona przez ma-
tryce M3, gdzie A = {0,1/2,1}, D = {1,1/2},
O zawiera operacje zdefiniowane identycznie
jak w matrycy M3 z wyjatkiem definicji im-
plikacji.

—~ 1 1/2 0©
1 |1 1/2 0
1/2]1 1/2 0
0 |1 1 1

J3 to proba formalnego ujecia intuicji Jaskow-
skiego wyrazonych w jego projekcie logiki dys-
kusyjnej.



Dwa w jednym: 4-wartosSciowa logika Bel-
napa

Podstawowa intuicja: rozwinaC logike, w kto-
rej oprocz klasycznych wartosci 1 i O mamy
wartos¢ odpowiadajgca brakowi wartosci (luka)
i obu wartosciom klasycznym tgcznie (zlepek)
Niech 1 oznacza luke a T oznacza zlepek. War-
tosci wyrdznione to 1 i T. By jest wyznaczo-
na przez matryce M2, gdzie A = {0,1,T,1},
D = {1, T}, O zawiera operacje zdefiniowane
nastepujaco:

Al T L Oojv|i 1 T L1 O
11 17 L Oj1(1 1 1 1
1T 1T O0 o7 /1 T 1 T
7L 0 L O} L1 1 1 L
o,0 0 O OojO0|1 T L O
— (1 T L 0| ¢|
1 /1 1T L 0|1 O
T/11 T L O] T /| T
{1 1 1 1]L] L
O/1 1 1 1/0] 1




Krata prawdy z porzadkiem <; (kres gdrny to
1 a dolny to 0) i krata wiedzy z porzadkiem <j
(kres gérny to T, a dolny to _L).

1
/N
T 1

N S
0

" =B, p wtw dla dowolnego homomorfizmu h:
jezeli h(I"') C D, to h(yp) € D

Twierdzenie: Niech ¢,y nie zawieraja —, wte-
dy: ¢ F=p, ¥ Wtw, ¢ — 9 jest teza FDECE



Etykietowane diagramy Betha

+ oznacza {1, T} (+) oznacza {1,.1}

— oznacza {0, T} (—) oznacza {0, 1}
Intuicyjnie +¢ o0Oznacza, ze ¢ jest na pewno
uznane, (=)o, ze ¢ jest na pewno odrzucone,

(+)¢ oznacza, ze ¢ moze byC prawdziwe a —,
ze o moze byC fatszywe.

W1, ..., ¥n [/ ma dowdd w B4-EDB wtw ist-
nieje zamkniete drzewo dla
{41, ..., +9¥n, (=)} zbudowane z uzyciem

regut dalej podanych.



Reguty dla By

Dla =, A,V jak w K3. Dla implikacji z — i z (4)
tak samo, natomiast dla 4+ i (=) oraz dla L
Mmamy nastepujgce reguty:

(+) +o—=v /(e | +¢

(=) (D —=v [/ +o, ()¢

Uwaga! ani (+)p i (=), ani +¢p i —p nie daja
Sprzecznosci.

AdekwatnosSC etykietowanych diagramow Be-
tha

Twierdzenie (Mocnha adekwatnosc¢):

M = ¢ wtw, Y1, ..., ¥Yn /e Ma dowdd w By-
EDB, gdzie {t1,..,n} C T



Przyktady
=B, (p —q)AN—q— —pale=p, (p =~ Ap—q

(=)p—=q@) N—~q— —p
+(p — q) N —q

(=)—p

+p —q

(=-)p—q)Ap—q
+(—q)Ap

(—)q

+p — ¢

+p

/N

(=)r —+gq
1 1



